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АДЕКВАТНІСТЬ МОДЕЛІ  
ЯК ЗАДАЧА БАГАТОКРИТЕРІАЛЬНОЇ ІДЕНТИФІКАЦІЇ 

 
Розглядається проблема багатокритеріальної ідентифікації. Розв’язок задачі багатокритеріальної іденти-
фікації приведено до розв’язку системи алгебраїчних рівнянь. 

 
ідентифікація, критерій декількох типів, адекватність, модель 

 

Проблема співставлення та забезпечення адеква-

тності між фізичним явищем і моделлю, що його 

описує є невід’ємною частиною будь якого фунда-

ментального дослідження [1, 2]. Встановлення від-

повідності між явищем і його наближеним описом є 

задачею багатокритеріального і багато етапного 

аналізу [2]. Вона у більшості випадків розв’язується 

методами ідентифікації. Однак, не зважаючи на те, 

що проблема поставлена багато десятиріч тому, іс-

нуючи методи ідентифікації моделей теплових, га-

зодинамічних та процесів динаміки будують 

розв’язок виходячи із одного типу критерію [3 – 8]. 

Відомі на сьогоднішній день прямі методи які шу-

кають розв’язок задачі адекватності виходячи із ну-

льового значення відхилення, або нульової величи-

ни значень інших функцій від відхилення [8 – 12]. 

Не менш ефективними є опосередковані методи, що 

розглядають розв’язок задачі про адекватність як 

задачу мінімізації, але теж одного типу значень кри-

терію відхилення [6, 10, 11]. Слід відзначити, що 

електричні та механічні процеси, що моделюють 

поведінку окремих агрегатів, або систем устатку-

вання для двигунів внутрішнього згорання суден та 

підводних апаратів різного призначення містять у 

своїй структурі похідні першого, другого, а іноді і 

більш високих порядків. Крім того, у переважній 

більшості до їх складу входять нелінійні елементи. 

Існують роботи в яких аналізуються різні види кри-

теріїв, які дають найкращі результати з точки зору 

наближення. В роботі [8] наводяться деякі з них, що 

доцільно застосовувати для опису статичних 

об’єктів. Однак, там же вводяться поняття різних 

родів адекватності та демонструється і доводиться 

твердження, що забезпечити адекватність нульового 

і першого роду можна тільки задовольняючи декіль-

ком критеріям. В роботі [9] надані подальші докази, 

що для різних типів моделей забезпечити адекват-

ність динамічних моделей можливо задовольняючи 

тільки декільком критеріям. В роботі [6] продемонс-

тровано, що кускова ідентифікація спрощує модель 

та підвищує загальну адекватність. Однак, існування 

розривів нульового та першого роду на границях 

суміжних областей кожної з моделей утворює пере-

хідні області в яких погіршується точність. З іншого 

боку забезпечити відсутність розривів це значить 

задовольнити умову зрощення по суміжних грани-

цях функцій та відповідних похідних. Існуючі мето-

ди найменших квадратів, найменших модулів 

нев’язки, мінімаксний чебишевский критерій, що 

застосовуються для розв’язку задачі кускової іден-

тифікації не дають змоги задовольняти декільком 

критеріям, в зв’язку з цим вони не вичерпують про-

блему забезпечення адекватності по областям роз-

ривів. 
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Таким чином, задача ідентифікації як задача 

розв’язок якої задовольняє декільком критеріям є 

актуальною задачею фундаментальних досліджень, 

головною не розв’язаною проблемою якої є необхід-

ність задовольнити одразу декільком з типів крите-

ріїв. 

Метою даної статті є поставити та розв’язати 

задачу багатокритеріальної ідентифікації за декіль-

кома типами критеріїв. 

Постановка задачі. Припустимо, що якісний 

опис моделі здійснено, але для забезпечення кількі-

сного співпадіння необхідно визначити N  констант. 

Крім того, аналіз адекватності задано вести за двома 

типами критеріїв: абсолютного співпадіння значень 

критерію для окремих станів та наближеного за 

умов мінімізації відхилень для усіх станів, що зна-

ходяться у межах станів на які розповсюджується 

обрана модель. 

Введемо N -вимірний вектор шуканих констант 

X , визначених на множині дійсних чисел ( )NR , 

позначимо стани системи m -вимірним вектором Y , 

що визначено у m - вимірній області дійсних чисел 

( )mR . Позначимо також критерії першого типу 

( , ) 0; 1,i iK X Y i p  , а другого ( , )min
X

E X Y , тоді 

задачу ідентифікації сформулюємо наступним чи-

ном 

( , );min

( , ) 0; 1, .
X

i i

E X Y

K X Y i p



  

                        (1) 

Слід зауважити, що для задачі кускової іденти-

фікації критерій першого типу трансформується до 

вигляду  

1
( , ) ( ) ( , )min min

m
j j j

X X J
E X Y Y E X Y


  , 

де 
1, ;

( )
0, ,

j
j

j

Y Y
Y

Y Y

   
  

крім того умова зрощення , тобто рівності функцій 

та її похідних приводиться до критеріїв першого 

типу. 

Приведення задачі багатокритеріальної 
ідентифікації до системи рівнянь 

 
Припустимо, що усі функції рівнянь системи (1) 

диференціальні по компонентам вектора X , а ком-

поненти вектора X  можна представити через першу 

компоненту використовуючи рівняння для критерію 

першого типу 

1 2( , ,... , ); 2,i i p ix V x V V Y i N  , 

тоді згідно із відомою теоремою математичного 

аналізу про неявну функцію можна записати 

2

1 1 2 1 1 1
... ... pi

i p

VVVdE E E E E
dx x x x x x x x

   
    
      

. 

Аналогічні співвідношення запишемо для похід-

них від критеріїв першого типу 

2

1 1 2 1 1 1
... ... ; 1,i i i i i idK K K K V KV

dx x x x x x x x
    

     
      

1 1 2 1 1 1
... ... ; 1,pi i i i i i

i p

VdK K K K V K
i p

dx x x x x x x x
    

     
      

. 

Тепер записуючи необхідні умови для мінімуму 

критерію ( , )E X Y  з урахуванням, що критерії 

( , ) 0; 1,i iK X Y i p   є константами, тому всі похідні 

від них теж дорівнюють нулю, і разом ці умови 

утворюють систему, яку запишемо компактно у ма-

тричній формі 
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,                           (2) 

де позначено 
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Оскільки вектор  
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не дорівнює нулю, то розв’язком системи (2) є  

1

( , )
( , )

......
det det 0

( , )
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i i
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. 

Останнє справджується тільки за умов, коли век-

тори рядки матриці A  є лінійно залежними, тобто 

існують N  скалярів , 1,ia i p  не всі з яких дорів-

нюють нулю, що  

0
1

( , ) ( , ) 0
p

i i i
i

a E X Y a K X Y


    . 

Скаляр 0a  не може дорівнювати нулю, бо за 

умов задачі критерії першого типу визначені в різ-

них станах і тому є лінійно незалежними. Після ді-

лення рівняння на 0a  дістанемо  

1
( , ) ( , ) 0

p

i i i
i

E X Y K X Y


     . 

Таким чином, для розв’язку задачі системи (1) 

треба знайти стаціонарну точку функції штучно 

утвореної із критеріїв адекватності двох типів  

1
( , , ) ( , ) ( , ) 0

p

i i i
i

H X Y E X Y K X Y


     , 

де 1 2, ,...
T

p        вектор множників, що визна-

чають вплив критеріїв на значення вектора X . 

Останнє твердження еквівалентно розв’язку сис-

теми 

( , , ) 0, 1, ;

( , , ) 0, 1, .

i

i

H X Y i N
x

H X Y i p

    
   
 

                    (3) 

Розв’язок задачі 

Введемо N p  компонентний вектор функцію 

F  від вектора Z , перші N  компонент якого спів-

падають з компонентами вектора X , а інші p  ком-

понент співпадають із компонентами вектора  . 

Представимо систему (3) у векторному вигляді  

( ) 0F Z  ,                                (4) 

тоді її наближений розв’язок відповідно до методу 

рекурентної апроксимації [13 – 14] для n -го набли-

ження подамо  

1
1 1 1( ) ( )n n n nZ Z J Z F Z
    ,             (5) 

де позначено 1( )nJ Z   матрицю розклад вектор фун-

кції 1( )nF Z  , елементи якої, якщо обмежитись дру-

гими похідними у розкладі, мають такий вигляд 

1 1

1

1

( ) ( )
2

n n

N p
i i ln

ij
j j llZ Z Z Z

F Z F Z z
a

Z Z Z
 




 

   
   

    
 . 

Тип збіжності розв’язку (5) системи (4), умови 

існування та її швидкість вивчалась у роботах  

[13 – 16].  

Там же [16] досліджувались шляхи зменшення 

обсягів інформації, що підлягають збереженню у 

пам’яті машини для забезпечення ітераційного про-

цесу.  
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Якщо виконані умови існування похідних від ве-

ктор функції 1( )nF Z   для наближення 1nZ  та їх 

обмеженості, то послідовність (5), як правило, збіга-

ється на третій-четвертій ітерації.  

Однак, враховуючи, що розв’язок системи (5) за-

довольняє тільки необхідну умову мінімуму зосере-

димо увагу на визначені умов за яких розв’язок є 

саме мінімумом і задовольняє критеріям апроксима-

ції другого типу.  

Для цього перепишемо систему (1), скористав-

шись необхідною умовою мінімуму: 

( , ) 0; 1, ;

( , ) 0; 1, .
j

i i

E X Y j N
x

K X Y i p

   
  

                     (6) 

Розкладемо ліві частини рівнянь системи (6) для 

простоти обмежимось тільки першими похідними та 

просумувавши їх ліві та праві частини запишемо 

1 1

1 1 1

( , ) ( , )

( , ) ( , ) 0;
2

1, ; 1, .

pN

i i
jj i

pN N j
i i

j jj j i

E X Y K X Y
x

xE X Y K X Y
x x

j N i p

 

  

 
 




           


 



 

        (7) 

Припустимо, що розв’язок вихідної задачі (1) у 

формі (6) знайдено, тоді перші дві суми рівняння (7) 

дорівнюють нулю і достатня умова мінімуму – до-

датність других похідних від критерію другого типу 

забезпечується за умов від’ємності похідних від 

критерію першого типу. Останнє утворює наближе-

ну умову існування розв’язку задачі багатокритеріа-

льної апроксимації  

1 1
( , ) 0;

1, ; 1,

pN
i i

jj i
K X Y

x

j N i p
 






 

 
 

Слід зазначити, що збільшивши кількість членів 

розкладу можна побудувати уточнену умову існу-

вання розв’язку 

1, 3 1, 2 1, 1 1

2

2
1, 3 1, 2 1, 1

( , )

( , ) 0;

1, ; 1, ; 1,3.

kpN N N j
i i
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Обговорення результатів 

За умов існування похідних від усіх рівнянь, що 

визначають зміст критеріїв апроксимації в системі 

(3), маємо N p  рівнянь та стільки ж невідомих. 

Таким чином система є повною. Припустимо, що 

визначено компоненти вектора X   на множині 
( )NR  як розв’язок будь яких N  рівнянь, тоді якщо 

ранг матриці утвореної із правих частин інших p  

рівнянь дорівнює p , то існує p  чисел компонент 

вектора 1 2, ,...
T

p       , не всі з яких дорівню-

ють нулю і при яких виповнюється 

1
( , ) ( , ) 0

p

i i i
i

E X Y K X Y


     . 

Однак, визначені множники не є метою іденти-

фікації, а знання їх значень не відповідає на питання 

чи виконані умови за усіма критеріями. Тому більш 

важливим є необхідність визначити чи виконана 

достатня умова мінімуму у точці X  . Утворивши 

матрицю із других похідних від критерію, мініміза-

цію якого треба забезпечити та визначивши їх зна-

чення і тільки за умов їх додатності переконаємось, 

що всі умови апроксимації виконанні, а X   є 

розв’язком вихідної задачі багатокритеріальної іде-

нтифікації навіть за умов критеріїв двох типів: абсо-

лютного співпадіння значень критерію для окремих 

станів та наближеного за умов мінімізації відхилень 

для усіх станів, що знаходяться у межах станів на 

які розповсюджується обрана модель. Для узагаль-

нення слід додати, що у випадку коли критеріїв, які 

вимагають мінімізації декілька, то будуючи функ-

цію ( , , )H X Y   слід додати до неї похідні від додат-

. 
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кового критерію за усіма компонентами вектора X  

помноженні на додаткові важелеві коефіцієнти. При 

цьому розмірність вектора  

1 2 1, ,... , ,...
T

p p p N           

збільшиться на N . 

 
Висновки 

 
Розв’язок задачі про багатокритеріальну ідентифі-

кацію є розв’язком задачі про стаціонарну точку фу-

нкції утвореної із критеріїв апроксимації за допомо-

гою важелевих коефіцієнтів. Важелеві коефіцієнти 

визначають вплив додаткових критеріїв на константи, 

що визначаються у ході ідентифікації. Задача багато-

критеріальної ідентифікації приводиться до задачі 

про розв’язок системи рівнянь. Наближена умова 

існування розв’язку задачі багатокритеріальної іден-

тифікації визначається умовою від’ємності суми по-

хідних критерію першого типу у точці розв’язку. 
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