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О МОДЕЛИРОВАНИИ КОЛЕБАНИЙ ПНЕВМАТИКОВ 
И ПНЕВМОКОЛЕСНЫХ МАШИН 

 
Рассмотрены вопросы математического моделирования колебаний пневматика и пневмоколесной маши-
ны в целом. Используются простые аналитические модели пневматика, приводимые к дифференциаль-
ному уравнению 1-го порядка (системы 1-го порядка); результаты математического моделирования при 
угловых (верчение) и поперечных колебаниях сопоставлены с экспериментальными и теоретическими 
данными, полученными на основе континуальной модели «струна». Объяснен эффект зависимости соб-
ственной частоты поперечных колебаний опоры шасси самолета от скорости его пробежки. Сделаны за-
мечания об использовании моделей пневматиков при изучении колебаний пневмоколесных машин. 
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Введение 
 

Вопросы управляемости пневмоколесных машин 

(автомобилей, автопоездов, движущихся по взлетно-

посадочной полосе самолетов и т.п.) и усталостного 

разрушения их конструктивных элементов требуют 

теоретического исследования колебаний пневмати-

ков (т.е. колес, снаряженных пневматическими ши-

нами) и пневмомашин в целом, возникающих при их 

движении. К настоящему времени построена основ-

ная аналитическая модель установившегося движе-

ния пневматика [1]. Однако, несмотря на значитель-

ный прогресс в моделировании движения пневмати-

ков, не существует общепринятой адекватной и 

удобной для изучения динамики пневмоколесных 

машин механико-математической модели неустано-

вившихся движений пневматика. 

Настоящая работа посвящена математическому 

моделированию поперечной силы трения (или пово-

ротного усилия) на катящемся с уводом и колеблю-

щемся пневматике, а также вопросам моделирова-

ния колебаний пневмоколесных машин в целом. 

Распространяя гипотезу И. Рокара на неустановив-

шееся движение [2], и, используя модели переход-

ных процессов пневматика [3], описаны уравнение 

баланса сил на пневматике и его дискретная меха-

нико-математическая модель, могущая использо-

ваться как составной элемент общей механической 

модели пневмомашины, состоящей из связанных 

абсолютно твердых тел (в этой части работа являет-

ся развитием работы [4]). Основное внимание уде-

лено адекватности моделей колебаний пневматика – 

результаты моделирования для двух видов колеба-

ний пневматика сопоставлены с экспериментальны-

ми и теоретическими данными, полученными на 

основе континуальной модели пневматика «струна» 

[5]. Объяснен эффект зависимости резонансных час-

тот поперечных колебаний основных опор шасси 

самолета от скорости движения его центра масс, 

описанный в [6]. 

 
Основной материал 

 
Дискретная модель пневматика и уравнение 

баланса сил. На рис. 1 показан катящийся с углом 

увода U  пневматик, а на рис. 2 – его дискретная 

механическая модель. 

Поперечная жесткость пневматика обозначена 

пс . Пневматик представлен как упругая связка 

двух твердых тел - тела конечной массы «1» и тела 

квазинулевой массы «2»; это тело на рис. 1 за-

штриховано. Поперечные смещения будем обозна-
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чать ( ), 1, 2,iZ t i t= −  время в секундах. Ось пневма-

тика проходит через его центр масс С  и движется 

плоско параллельно полотну дороги, 1( ) ( )CZ t Z t≡ . 

При описании этого плоско параллельного движе-

ния за полюс примем точку C . В общем случае рас-

сматриваемого движения 

( ) ; ( ) ; ( )CV t const Z t const t const= ≠ ϕ ≠ , 

где V −  продольная скорость точки C , ϕ− угол 

верчения колеса. Для дальнейшего введем обозна-

чения: 

CZ W=& , 

где W −  поперечная скорость точки C  или, что то 

же самое, поперечная скорость тела «1»; здесь и 

далее точка сверху обозначает производную по вре-

мени t . 

 

 
Рис. 1. Катящийся  
с уводом пневматик 

Рис. 2. Дискретная  
модель пневматика 

 
Удовлетворимся изучением двух случаев: 

1) 0( ) sin , ( ) 0CZ t Z t t const= Ω ϕ = =  

и 

2) 0( ) 0, ( ) sinCZ t const t t= = ϕ = ϕ Ω , 

где 0 0, ,Z ϕ Ω − известные постоянные величины.  

Случай 1 – есть случай поперечных колебаний, а 

случай 2 – случай колебаний при верчении. В обоих 

случаях будем изучать поперечную силу трения на 

пневматике F . Введем в рассмотрение подлежащие 

определению функции амплитуды и фазового угла  

( ), ( ), 1,2i iA iΩ β Ω = , 

где /D VΩ = Ω −  приведенная частота вынужден-

ных колебаний; D −  диаметр колеса; индекс «1» 

будем ставить при рассмотрении случая 1, а индекс 

«2» – при рассмотрении случая 2. Введенные функ-

ции амплитуды и фазового угла такие, что  

0 1 1

0 2 2

sin( );
/

sin( ).п
Z A t

F c
DA t

Ω +β⎧
= ⎨ϕ Ω +β⎩

 

Объединяя идеи [2, 3], силу трения представим в 

виде: 

F KU= , (1) 

где K const= − коэффициент увода, 

2 /U Z V= −ϕ+ & .                        (2) 

Запишем уравнение баланса сил упругости и 

трения, приложенных к телу «2»: 

2 1 2( ) ( / ).пc Z Z F U Z V− = − = −ϕ+ &           (3) 

Уравнение (3) приближенное и его справедли-

вость необходимо проверить путем сопоставления 

расчетных и экспериментальных данных. Для про-

верки будем использовать значения поперечной си-

лы трения F . 

Совместное рассмотрение уравнений (1) – (3) 

приводит к дифференциальному уравнению 1-го 

порядка относительно поперечной силы трения: 

( / ) ( )п пF c V K F c W V+ = −ϕ& .               (4) 

С помощью этого уравнения для обоих изучае-

мых случаев можно найти функции искомые 

( ), ( ), 1, 2i iA iΩ β Ω =  [3,4]. В этих зависимостях 

единственной постоянной пневматика выступает 

величина 

/ пK c = λ , 

имеющая размерность длины. На рис. 3, 4 показаны 

экспериментальные кривые [4] (жирные линии) и 

теоретические кривые, полученные с помощью ура-

внения баланса (4) для пневматика, постоянная ко-

торого  

/ ( ) 0, 495пK c D = . 

Кроме того, на этих рисунках приведены кривые, 

построенные по теории «струна» [4] при условии, 

что длина релаксации равна постоянной пневматика 

λ  [2, 3]. Обе теоретические кривые практически 

совпали. 
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Рис. 3. Поперечные колебания 

 

 
Рис. 4. Колебания верчения 

 
Расхождения экспериментальной и расчетной 

кривых 1( )A Ω , наблюдаемые при Ω→∞ , можно 

объяснить возникновением скольжения на всем уча-

стке контакта пневматика с дорожным полотном и, 

как следствие, ограничением силы трения, т.к. 

F N≤ µ , (5) 

где , Nµ −  коэффициент сухого трения и нормаль-

ное давление. Расхождения кривых 2 ( )A Ω  связаны, 

по-видимому, с тем, что нужно учитывать крутиль-

ную деформацию пневматика и помимо уравнения 

баланса сил рассматривать и уравнение баланса мо-

ментов. 

Таким образом, с учетом неравенства (5) при по-

перечных колебаниях пневматика уравнение балан-

са сил дает адекватные результаты вплоть до начала 

полного скольжения. При колебаниях верчения со-

гласование теоретических и экспериментальных 

значений несколько хуже. 

О моделировании поперечных колебаний 

пневмоколесных машин. Приняв во внимание ска-

занное в предыдущем параграфе, и, изучая попереч-

ные колебания пневмоколесных машин, можно ис-

пользовать дискретную модель пневматика (рис.2). 

При этом, очевидно, уравнение поперечного движе-

ния тела «2» будет иметь вид: 

2 2 2 1 2( ) ( / )пm Z c Z Z F U Z V+ − = − =&& & . (6) 

Физически оправдано считать 2 0m =  или 

2 0m → , где 2m − масса тела «2». В первом случае 

получим механическую систему с нецелым числом 

степеней свободы, во втором – уравнение движения, 

содержащее малый множитель при высшей произ-

водной. При принятии 2 0m =  уравнение движения 

(6) совпадает с уравнением баланса сил (3). 

Сделаем несколько замечаний о правой части 

уравнения (6). Графики 3, 4 были построены с ис-

пользованием коэффициента увода K , эксперимен-

тально найденного при установившемся движении 

пневматика. Располагая зависимостями ( )F U  для 

установившегося движения ssF F=  (к примеру  

[1, 7]), и, изучая колебания вблизи основного угла 

увода 0U , можно либо использовать зависимости 

[1, 7] и решать задачу в нелинейной постановке, 

либо приближенно полагать 

00 0, / |ss U UF K U K dF dU == = . 

О зависимости собственной частоты опоры 

шасси от скорости пробежки пневмомашины. 

Рассматриваем колебания основной опоры шасси 

самолета в направлении оси Z  при пробежках са-

молета со скоростями V const=  по взлетно-

посадочной полосе (рис. 5, а). Замечено, что при 

этом резонансная частота колебаний уменьшается 

по мере увеличения скорости пробежки (рис. 5, б 

[5]). 

 

 
а б в 

Рис. 5. О зависимости собственной частоты опоры  
от скорости пробежки 

 
Для объяснения этого обстоятельства на рис.5в 

приведена зависимость 
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2 ( ),A A A V const= = Ω = , 

полученная после решения уравнения (4). Из рис. 5, в 

видно, что по мере увеличения скорости пробежки 

уменьшается амплитудное значение поперечного 

трения. При «малых» скоростях V  трение значи-

тельно и в зоне контакта пневматика с дорожным 

полотном реализуются условия близкие к условиям 

жесткого защемления. При «больших» скоростях 

реализуются условия близкие к условиям свободно-

го края. Поэтому следует ожидать, что при росте 

скорости резонансная частота будет иметь тенден-

цию уменьшения в два раза, что и наблюдается на 

рис. 5, б. 

 
Выводы 

 
1. Сопоставлены теоретические решения о ко-

лебаниях пневматика, полученные на основе теории 

струны и уравнения баланса сил упругости и трения 

(или дискретной модели пневматика). Упомянутые 

теоретические решения сопоставлены с эксперимен-

тальными данными и проанализированы их расхож-

дения. Установлена близость решений, полученных 

на основе теории струны и уравнения баланса, и 

показана адекватность дискретной модели пневма-

тика. 

2. Пояснена зависимость собственной частоты 

поперечных колебаний основных опор шасси само-

лета от скорости пробежки самолета [5]. Эта зави-

симость является следствием изменения соотноше-

ния адгезии и скольжения на участке контакта 

пневматика с полотном дороги. 
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