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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СОВМЕСТНЫХ ПРОДОЛЬНЫХ 

 КОЛЕБАНИЙ КОНСТРУКЦИИ ТРУБОПРОВОДА И ЖИДКОСТИ  
ПРИ КАВИТАЦИОННЫХ КОЛЕБАНИЯХ В ЛИНИЯХ ПИТАНИЯ ЖРД 

 
Разработана математическая модель совместных продольных колебаний конструкции трубопровода 
и жидкости с учетом потерь давления жидкости и демпфирования конструкции. Для одного насоса 
дано объяснение экспериментальной аномальной области неустойчивости по отношению к кавитаци-
онным колебаниям. Показано, что взаимодействие конструкции трубопровода с жидкостью может 
привести к заметному увеличению частот кавитационных колебаний в связанной системе по сравне-
нию с парциальными частотами кавитационных колебаний. 
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Введение 

 
Обеспечение надежной работы жидкостных 

ракетных двигателей (ЖРД) неразрывно связано с 
обеспечением их надежного функционирования на 
динамических режимах, среди которых обычно от-
мечают запуск и останов двигателя, переход на дру-
гой режим работы, переходные процессы в аварий-
ных ситуациях. Отдельную группу динамических 
режимов ЖРД обуславливают кавитационные явле-
ния в насосах: кавитационный срыв насоса при за-
пуске, кавитационные автоколебания в линиях пи-
тания. 

В результате экспериментальных и теоретиче-
ских исследований кавитационных колебаний в гид-
равлических линиях с кавитирующими насосами 
установлены характерные особенности кавитацион-
ных колебаний [1, 2]. Это близкая к линейной зави-
симость частоты колебаний и нелинейные зависи-
мости размахов колебаний параметров от давления 
на входе в насос, а также треугольная форма облас-
ти неустойчивой работы насоса по отношению к 
кавитационным колебаниям в плоскости параметров 
давление на входе – расход через насос, расширяю-
щаяся при уменьшении расхода. 

В литературе описаны различные случаи от-
клонения границ области неустойчивости гидравли-
ческой системы с кавитирующим шнекоцентробеж-
ным насосом от треугольной формы, которые объ-
яснены наличием кавитации в центробежном колесе 
[3], упругим закреплением конструкции насоса [4]. 
Известен случай [5], когда экспериментальная гра-
ница автоколебательных режимов (в плоскости па-

раметров давление – расход) очерчивает один или 
два так называемых «коридора» неустойчивости. 

В работе [6] также представлена нетрадицион-
ная форма границы области неустойчивости, суще-
ственно отличающаяся от треугольной. Попытка 
воспроизвести ее расчетным путем в рамках апро-
бированных математических моделей динамики 
шнекоцентробежных насосов предпринятая в [7], не 
привела к положительным результатам. 

Целью настоящей работы является теоретиче-
ское исследование влияния продольных колебаний 
питающего трубопровода на частоты колебаний и 
форму области существования кавитационных авто-
колебаний. 

 
1. Математическая модель 

 
Математическую модель совместных продоль-

ных колебаний конструкции трубопровода и жидко-
сти можно условно разбить на два блока уравнений. 
Первый блок уравнений описывает самовозбуж-
дающиеся кавитационные колебания жидкости в 
линии питания ЖРД. Для второго блока уравнений, 
описывающего продольные колебания конструкции 
трубопровода, приняты следующие дополнительные 
допущения: конструкция трубопровода совершает 
только продольные колебания; частота продольных 
колебаний конструкции трубопровода постоянна и 
не зависит от давления и расхода жидкости. 

Характерный диапазон кавитационных автоко-
лебаний в гидравлических линиях с кавитирующи-
ми насосами находится от 0 до 50 Гц. Поэтому для 
того, чтобы взаимодействие между жидкостью и 
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конструкцией трубопровода могло реализоваться, 
необходима достаточная податливость трубопрово-
да в продольном направлении, обеспечивающая час-
тоту продольных колебаний также в диапазоне час-
тот кавитационных колебаний. Для прямолинейного 
питающего трубопровода такую податливость мо-
жет создать сильфон, применяемый для стыковки 
трубопроводов с насосными агрегатами и распола-
гаемый обычно на входе в насос. 

Математическую модель трубопровода, учиты-
вающую взаимодействие в продольном направлении 
жидкости и конструкции, получим из уравнений в 
частных производных, представленных в работе [8] 
и дополненных учетом потерь давления жидкости и 
демпфированием конструкции (в принятой системе 
координат ось z  направлена по течения жидкости): 
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где   p , G  – давление и весовой расход жидкости;  

zF , zu  – продольная сила и скорость переме-
щения трубопровода;  

t  – время;  

æ , ì  – удельный вес жидкости и материала 
трубопровода;  

æA , ìA  – площади поперечных сечений тру-
бопровода, занятого жидкостью и стенкой трубо-
провода;  

g  – ускорение свободного падения;  
p  – потери давления на участке трубопровода 

длиной l ;  
ñ  – скорость звука в жидкости;  
  – коэффициент Пуассона;  

ìE  – модуль упругости материала трубопро-
вода;  

z  – коэффициент демпфирования конструк-
ции трубопровода;  

D , T  – внутренний диаметр и толщина стен-
ки трубопровода; черта над параметром означает его 
постоянство. 

В этой модели влияние колебаний жидкости на 
колебания конструкции трубопровода учитывается 
за счет изменения внутреннего давления жидкости, 
которое приводит к появлению в стенке трубопро-

вода окружных напряжений и, в соответствии с эф-
фектом Пуассона, – осевых напряжений. Влияние 
колебаний конструкции на колебания жидкости 
осуществляется за счет осевого сокращения или уд-
линения конструкции трубопровода. 

Заменим в системе (1) производные по про-
дольной координате конечными разностями и полу-
чим уравнения с сосредоточенными параметрами: 

 1 1 æ æ z

æ æ æ z

z
z ì

z
ì z z

Ò ì

dGp J R G A u 0,
dt

dpC G 2 A u 0,
dt

duF m 0,
dt

dF d D z dpÑ 1 u 0,
dt dt 2 E dt

     

      

  

            









   (2) 

где    обозначает разность параметров на выходе и 
входе элемента трубопровода (например, 

2 1z z zu u u      ); 

1R , 1J  – коэффициенты линеаризованного 
гидравлического и инерционного сопротивления 
питающего трубопровода;  

æC , ìC  – податливость жидкости и конструк-
ции трубопровода;  

ìm  – масса трубопровода. 
Математическое описание низкочастотной ди-

намики шнекоцентробежного насоса будем произ-
водить по гидродинамической модели кавитирую-
щих насосов [1, 2] с коэффициентами, полученными 
экспериментально-расчетными способами [9]. Эта 
модель включает уравнение движения несжимаемой 
жидкости в питающем трубопроводе, уравнение 
динамики кавитационных каверн, уравнение балан-
са расходов в проточной части насоса, уравнение 
для определения давления на выходе из насоса и 
уравнение движения жидкости в напорном трубо-
проводе 
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 (3) 

где   – символ, указывающий на малые отклонения 
рядом стоящего параметра от установившегося зна-
чения;  
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Î ÒJ  – коэффициент инерционного сопротив-
ления, обусловленный наличием обратных течений 
на входе в насос;  

1B , KV , 2B , KT  – упругость, объем, сопро-
тивление и постоянная времени кавитационных ка-
верн;  

m  – тангенс угла наклона касательной к кави-
тационной характеристике насоса; 

2s  – тангенс угла наклона касательной к на-
порной характеристике насоса;  

2p , 2G  – давление и расход на выходе из на-
соса;  

2R , 2J  – коэффициенты линеаризованного 
гидравлического и инерционного сопротивления 
напорного трубопровода. 

В продольных колебаниях конструкции трубо-
провода определяющее значение может играть 
сильфон, у которого при одинаковой продольной 
силе продольные перемещения, как правило, значи-
тельно больше, чем у трубопровода. Математиче-
скую модель сильфона получим из системы (2), ис-
пользуя две основные характеристики сильфона в 
продольном направлении. Это зависимости про-
дольной силы и давления жидкости от величины 
сжатия или растяжения сильфона [10] 

z z zF k u   , p zp k u   ,     (4) 

где   zu  – продольное перемещение трубопровода;  

zk , pk  –  коэффициенты жесткостей по про-

дольной силе и по внутреннему давлению. 
Между коэффициентами жесткости zk  и pk  

существует однозначная связь через эффективную 
площадь ýôA  

z ýô pk A k .         (5) 

Для параметра глубины гофрировки 
H Bk R R 1 1, 2    ( HR , BR  – наружный и внут-

ренний радиусы сильфона) различные методики 
определения эффективной площади ýôA дают близ-

кие значения [10]. Поэтому для определения ýôA  

воспользуемся простейшей формулой по среднему 
радиусу 

2
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 . 

Тогда объединяя уравнения (4) и учитывая (5), 
будем иметь 

z
z

z p

F pu
k k

   или z z z ýôF k u A p 0   .      (6) 

Окончательно из уравнений (2), (3) и (6) полу-
чим простейшую линейную с постоянными коэффи-
циентами математическую модель совместных про-
дольных колебаний конструкции трубопровода и 
текущей по нему жидкости  
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При этом приняты граничные условия в сече-
нии трубопровода в месте стыковки с питающим 
баком zu 0   и на входе в насос zF 0  . 

В результате решения системы (7) для различ-
ных значений давления на входе в насос и расхода 
через него определялись корни характеристического 
уравнения, по которым определялись частоты коле-
баний рассматриваемой связанной системы и грани-
цы области устойчивости по отношению к кавита-
ционным колебаниям в гидравлической системе. 

 
2. Результаты моделирования 

 
Применим предложенную выше математиче-

скую модель совместных продольных колебаний 
конструкции трубопровода и жидкости для теорети-
ческого описания результатов автономных динами-
ческих испытаний шнекоцентробежного насоса, 
представленных в работе [6]. Упрощенная схема 
стенда для указанных  динамических испытаний 
представлена на рис. 1. Некоторые результаты ди-
намических испытаний этого насоса помещены на 
рис. 2 и 3. 

Из рис. 2 видно, что зависимости частот коле-
баний от входного давления близки к линейным. 
Это является одним из основных характерных при-
знаков кавитационных колебаний в гидравлических 
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системах с кавитирующими насосами. Однако, по-
лученная в результате динамических испытаний 
форма области неустойчивой работы по отношению 
к кавитационным колебаниям существенно отлича-
ется от треугольной (рис. 3), расширяющейся при 
уменьшении расхода. 

 
Рис. 1. Упрощенная схема стенда для динамических 

испытаний исследуемой насосной системы 
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Рис. 2. Зависимость частоты кавитационных  

колебаний от давления на входе в насос  
(а – при расходе через насос 25,6 кГс/с;  
б – при расходе через насос 42,7 кГс/с):  

1 – эксперимент; 2 – расчет без учета  
взаимодействия конструкции и жидкости;  

3 – расчет с учетом их взаимодействия 
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Рис. 3. Область неустойчивой работы насоса:  

А, В – подобласти кавитационных автоколебаний;  
1 – эксперимент, устойчиво;  

2 – эксперимент, неустойчиво;  
3 – расчет без учета взаимодействия  

конструкции и жидкости;  
4 – расчет с учетом их взаимодействия 

 
Математическое моделирование продольных 

колебаний конструкции трубопровода и жидкости 
при отсутствии взаимодействия между ними  

( ìd 0 , æd 0 , 1ìR 0 ) 
показало следующее.  

Расчетная область неустойчивой работы насос-
ной системы по конфигурации существенно отлича-
ется от экспериментальной, а её верхняя граница 
значительно превышает уровень эксперименталь-
ных  данных (рис. 3, кривая 3). 

Расчетные частоты кавитационных колебаний 
жидкости (возрастающие кривые 2 на рис. 2) хоро-
шо согласуются с экспериментальными при низких 
давлениях на входе в насос ( до 1 кг/с/см2) и замет-
но различаются при высоких (выше  1 кгс/см2). 
Частоты продольных колебаний трубопровода (по-
стоянные кривые 2 на рис. 2) постоянны и состав-
ляют 13,2 Гц. 

При учете взаимодействия конструкции трубо-
провода и жидкости  

( ìd 0 , æd 0 , 1ìR 0 ) 
установлено следующее.  

Взаимодействие жидкости с конструкцией тру-
бопровода приводит к существенному сокращению 
области кавитационных автоколебаний ( кривые 3 и 
4 на рис. 3). При этом обнаруживаются две отдель-
ные расчетные области А и В неустойчивой работы 
насосной системы по отношению к кавитационным 
колебаниям, которые близки к экспериментальной 
области сложной конфигурации. В области А доми-
нирующими являются корни характеристического 
уравнения, соответствующие низшей частоте коле-
баний связанной системы. Это указывает на то, что 
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частоты кавитационных колебаний в области А рав-
ны низшей частоте колебаний связанной системы. В 
области В частоты кавитационных колебаний равны 
высшей частоте колебаний связанной системы. 

При низких давлениях на входе в насос ( до 
1 кгс/см2) полученные низшие частоты колебаний 
связанной системы близки к парциальным частотам 
колебаний жидкости и хорошо согласуются с экспе-
риментом (рис.2). При высоких давлениях на входе 
в насос (выше  1 кгс/см2) высшие частоты колеба-
ний связанной системы проходят выше парциаль-
ных частот колебаний жидкости на 2-3 Гц и при-
ближаются к экспериментальным данным.  

Таким образом, взаимодействие конструкции 
трубопровода с жидкостью может привести к неко-
торому увеличению частот кавитационных колеба-
ний в связанной системе по сравнению с парциаль-
ными частотами кавитационных колебаний. Это 
следует учитывать при анализе результатов динами-
ческих испытаний насосов и при математическом 
моделировании кавитационных колебаний в линиях 
питания ЖРД. 

Кроме параметров ìd , æd  и 1ìR  существен-
ное влияние на взаимодействие конструкции трубо-
провода и жидкости оказывает близость парциаль-
ных частот колебаний конструкции и жидкости, а 
также коэффициент демпфирования конструкции 
трубопровода. Демпфирование конструкции трубо-
провода не только существенно влияет на область 
неустойчивости В, но и заметно изменяет частоты 
колебаний связанной системы. При этом может из-
мениться вид зависимости частот колебаний от дав-
ления на входе в насос.  

В зависимости от величины коэффициента 
демпфирования нормальные частоты колебаний 
(частоты колебаний связанной системы) могут на-
ходиться выше и ниже парциальных (малая величи-
на демпфирования, например, рис. 2, а) либо сбли-
жаться друг с другом вплоть до касания (большая 
величина демпфирования, рис. 2, б). 

 

Заключение 
 

Разработана математическая модель совместных 
продольных колебаний конструкции трубопровода и 
текущей по нему жидкости с учетом потерь давле-
ния жидкости и демпфирования конструкции. Для 
одного шнекоцентробежного насоса проведено ма-
тематическое моделирование совместных продоль-
ных колебаний конструкции его питающего трубо-
провода и жидкости. На основании результатов рас-
четов дано объяснение аномальности эксперимен-
тальной области неустойчивой работы исследуемого 
насоса по отношению к кавитационным колебаниям. 
Показано, что взаимодействие конструкции трубо-

провода с жидкостью может привести к некоторому 
увеличению частот кавитационных колебаний в свя-
занной системе по сравнению с парциальными час-
тотами кавитационных колебаний. Отмечено силь-
ное влияние в связанной системе демпфирования 
конструкции на частоты колебаний и область неус-
тойчивости по отношению к кавитационным коле-
баниям. 

Перспективным в данном направлении исследо-
вания является использование разработанной мате-
матической модели для анализа динамических ис-
пытаний других насосов и линий питания ЖРД. 
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ СУМІСНИХ ПОВЗДОВЖНІХ  КОЛИВАНЬ КОНСТРУКЦІЇ 
ТРУБОПРОВОДУ І РІДИНИ ПРИ КАВІТАЦІЙНИХ КОЛИВАННЯХ  

В ЛІНІЯХ ЖИВЛЕННЯ ЖРД 
Ю.О. Жулай, С.І. Долгополов, Т.О. Грабовська  

Розроблена математична модель сумісних повздовжніх коливань конструкції трубопроводу і рідини з 
урахуванням втрат тиску рідини і демпфування конструкції. Для одного насоса дано пояснення експеримен-
тальної аномальної області нестійкості по відношенню до кавітаційних коливань. Показано, що взаємодія 
конструкції трубопроводу з рідиною може привести до помітного збільшення частот кавітаційних коливань 
в зв'язаній системі в порівнянні з парціальними частотами кавітаційних коливань. 

Ключові слова: рідинний ракетний двигун, шнекоцентробіжний насос, кавітаційні коливання, границя 
області стійкості, подовжні коливання конструкції, моделювання.  

 
THE MATHEMATICAL MODEL OF JOINT LONGITUDINAL OSCILLATIONS OF THE PIPELINE 

STRUCTURE WITH FLUID AT CAVITY OSCILLATIONS IN FEED LINES  
OF LIQUID-FUEL ROCKET ENGINES  

Yu.A. Zhulai,  S.І. Dolgopolov, Т.A. Grabovska,  

The mathematical simulation model of joint longitudinal oscillations of the pipeline structure with fluid con-
sidering the losses of fluid pressure and structure damping is developed. The explanation of an experimental abnor-
mal instability zone relating to cavity oscillations for one pump is presented. It is shown that interaction of the pipe-
line structure with a fluid in bound system can cause significant increase of frequencies of cavity oscillations in 
comparison with partial frequencies of cavity oscillations. 

Key words: liquid-fuel rocket engine, screw centrifugal pump, cavity oscillations, stability zone bound, longi-
tudinal oscillations of structure, simulation. 
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