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КОЛЕБАНИЯ ПЕРЕКАЧИВАЕМОЙ ЖИДКОСТИ В РАЗВЕТВЛЕННЫХ 
ТРУБОПРОВОДАХ С ТУРБОНАСОСНЫМ АГРЕГАТОМ 

 
В работе предложена методика расчета трубопровода, который содержит участки труб разного 
диаметра, коллектор, турбонасосные агрегаты. Для исследования колебаний столба жидкости в 
трубопроводе использован импедансный метод. Посредством асимптотического разложения собст-
венных частот уравнение в комплексных величинах сведено к системе уравнений в действительных ве-
личинах, которые решены численно. Проанализировано влияние турбонасосного агрегата на собствен-
ные частоты жидкости в разветвленных трубопроводах. Результаты исследований применены для 
расчета топливоподающих трактов ракет.  
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Введение 
 

Расчет топливного тракта ракеты имеет особую 
важность, так как в случае неправильного проекта 
колебания жидкости могут попасть в резонанс с ко-
лебаниями корпуса и привести к потере продольной 
устойчивости ракеты. 

Цель работы – исследование продольных коле-
баний жидкости в разветвлённом трубопроводе со 
ступенчато изменяющимся сечением и турбонасос-
ными агрегатами в концах ветвей. 

Теоретические основы проектирования и кон-
струкции гидравлических агрегатов летательных 
аппаратов рассмотрены в книге [1]. В ней объясня-
ется специфика применения законов гидравлики к 
расчету статики и динамики трубопроводов, насо-
сов, регулирующих и управляющих агрегатов. В 
монографии [2] рассмотрены общие теоретические 
аспекты математического моделирования динамиче-
ского состояния трубопроводных систем, а также 
вопросы разработки алгоритмических и программ-
ных средств численного исследования состояния 
таких систем. В монографии [3] изложена методика 
анализа колебаний топливных баков с жидкостью, 
динамических характеристик упруго подвешенных 
топливных магистралей с криволинейными участ-
ками. Предложена математическая модель кавита-
ционных явлений в шнекоцентробежном насосе. В 
книге [4] представлены основы теории насосов и 
турбин турбонасосных агрегатов (ТНА) жидкостных 
ракетных двигателей, а также методы их гидроди-
намического расчета. Дан анализ условий работы 
ТНА и обоснован выбор их основных параметров. В 

монографии [5] исследованы автоколебания, возни-
кающие в результате взаимодействия продольных 
упругих колебаний корпуса ракеты с динамически-
ми процессами, протекающими в двигательной ус-
тановке. В книге [6] систематически изложен анализ 
кавитационных течений и методы расчета гидравли-
ческих машин. Книга [7] посвящена теоретическому 
и экспериментальному исследованию низкочастот-
ных колебаний давления и расхода в гидравличе-
ских системах, включающих высокооборотные 
шнекоцентробежные насосы с высокими антикави-
тационными свойствами. В монографии [8] изложе-
ны математические модели динамики ЖРД и анали-
за систем автоматического регулирования.  

В настоящей статье рассматриваются колеба-
ния жидкости в трубопроводе с ТНА, который явля-
ется источником энергии. Собственные частоты ко-
лебаний столба жидкости в трубопроводе получа-
ются комплексными с малой действительной частью 
[7, 8]. Решение уравнений для определения этих 
частот представляет большую сложность. Потому 
поставлена задача разработки метода решения час-
тотных уравнений с комплексными частотами. Для 
решения этих уравнений строятся асимптотические 
разложения собственных частот по этой малой дей-
ствительной части.  
 

1. Метод расчета собственных частот  
колебаний разветвленного трубопровода 
 

Для определения собственных частот колеба-
ний жидкости трубопровод рассматривается как 
система с распределенными параметрами. Скорость 
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течения мала по сравнению со скоростью звука в 
трубе, вязкое сопротивление не учитываем, жид-
кость считаем сжимаемой и стенки труб упругими. 
Динамика жидкости на каждом участке трубопрово-
да описывается уравнением Эйлера и уравнением 
неразрывности, которые при принятых допущениях 
имеют вид [3]: 

2

p Q ,
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p Qc ,
t x F

  
 
 

          

                    (1) 

где p, Q   давление и расход жидкости;  
x   осевая координата трубопровода;  
F  площадь поперечного сечения трубопрово-

да;  
   плотность жидкости;  
c   скорость звука в круглой деформируемой 

трубе, которая определяется формулой Жуковского 
[1]:  
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где c   скорость звука в жидкости;  
E   модуль упругости материала трубы;  
, r   толщина стенки и радиус трубы.  

В дальнейшем воспользуемся импедансным 
методом [7] и применим к системе (1) преобразова-
ния Лапласа:  

   

   

0

0

p x,s p(x, t) exp st dt ,

Q x,s Q(x, t) exp st dt ,





 

 




            (3) 

где t  – время,  
s  – комплексный аргумент изображений. 

Тогда система (1) в изображениях    p x, s ; Q x,s  
примет следующий вид: 
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где 1 12
FY (s) s; Z (s) s

Fc


 


.  

Давление и расход на участке трубы постоян-
ного сечения опишутся системой: 

     

     

B

B
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  (5) 

где 1 1Z (s)Y (s)  , B 1 1Z (s) Z (s) Y (s)   харак-
теристический импеданс, или волновое сопротивле-
ние трубопровода,  

   
p(0,s)Z 0,s .
Q 0,s

 – входной импеданс трубопро-

вода. 
Введя комплексный гиперболический угол на-

грузки 

l
B

Z(l,s)a arth .
Z (s)

                          (6) 

можно на основании (5) записать: 

 l
B

Z(0,s) th l a (s) .
Z (s)

                    (7) 

Трубопровод состоит из n  участков. Каждый 
из участков описывается локальной продольной ко-
ординатой. Участок с номером i  характеризуется 
продольной координатой ix . Длина i -го участка – 

il , площадь его поперечного сечения – iF , а ско-
рость звука в упругой трубе на этом участке – iс . 
Значения давления и расхода в конечном сечении 
одного участка равны соответствующим значениям 
в начальном сечении следующего участка:  

i 1 i 1 i

i 1 i 1 i

p (l ) p (0) ,
Q (l ) Q (0) .
 

 




                      (8) 

Аналогично для импедансов участков можно 
записать: 

i 1 i 1 iZ (l ;s) Z (0;s) .                       (9) 
Используя (7) можно записать (9) в следующем 

виде: 
 B,i 1 i 1 B,i i i iZ (s) th a Z (s) th a l .          (10) 

Вводя (6) в (10) получим соотношение для пе-
рехода от участка к участку: 

 B,i
i 1 i i i

B,i 1

Z
a arth th a l .

Z


        (11) 

 
Рис. 1. Схема топливной магистрали с ТНА 
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Рассмотрим разветвленный трубопровод, пред-
ставленный на рис. 1, с двумя турбонасосными агре-
гатами на концах. По этому трубопроводу движется 
жидкость, собственные частоты которой исследуют-
ся. Этот трубопровод состоит из двух участков пе-
ременного поперечного сечения 1 и 2, за которым 
устанавливается коллектор и участки 3; 4; 5; 6. Дли-
ны участков обозначим il ; i 1,6 .   

Опишем математическую модель коллектора, 
используя следующие соотношения для расхода и 
давлений: 

2 2 3 5

2 2 3 5

Q (l ) Q (0) Q (0);
p (l ) p (0) p (0) ,

 

 
                  (12) 

где 2 2 2 2p (l ), Q (l )   значения давления и расхода в 
конце второго участка;  

3 5 3 5Q (0); Q (0), p (0), p (0)   значения давлений и 
расходов в начале участков с соответствующими 
номерами. Соотношения (12) представим относи-
тельно входных и выходных импедансов трубопро-
водов в следующем виде [7]: 

2 2 3 5

1 1 1 ,
Z (l ) Z (0;s) Z (0;s)

                (13) 

где    
i

i
i

p (0,s)
Z 0,s

Q 0,s
   значение импеданса в нача-

ле участка;  
i iZ (l )   значение импеданса в конце участка. 

При переходе от одного участка к другому выпол-
няются соотношения относительно входных и вы-
ходных импедансов (9). 

Соотношение для коллектора (13) с учётом  
(6, 7, 11) представим так 

2
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 (14) 

где iF   площадь i -го поперечного сечения;  

ic   скорость звука в упругой трубе на i -м уча-
стке. Уравнение связи участков (11) представим так: 

i 1 i i 1
i i 1

i 1 i i 1

c F la arctg tg a .
F c c
 


 

 
  

 
       (15) 

Итак, соотношения (14) и (15) описывают сво-
бодные колебания окислителя в питающих магист-
ралях ЖРД. К этой системе добавим граничные ус-
ловия. Первое граничное условие описывает откры-
тый левый конец трубопровода: 

1
1

1

l
a n ; n Z .

c
                     (16) 

К этим соотношениям добавим связь между 
выходным импедансом магистрали и входным им-
педансом ТНА, что выражается так: 

4 4 6 6 Н НZ (l ) Z (l ) Re Z i Im Z ,         (17) 

где Н НRe Z i Im Z   входной импеданс насоса.  
Входной импеданс насоса, следуя работе [7] 

представим так: 

  1 2
1

1

B i B
Z i .

rB i
 

 
 

                      (18) 

В дальнейшем анализе предположим, что час-
тоты колебаний ω являются комплексными: 

r ii .                               (19) 

Тогда, разделяя в (18) действительную и мни-
мую часть, придем к соотношениям: 
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              (20) 

где  

    2
1 I R 1 2 I 1 I 2 R; B B (rB ) B ,          

   2 I R R 1 2 I 2 R 1 I; B B B (rB ) .           
Теперь приведем соотношения (13, 7, 17) с уче-

том (20) к системе четырех уравнений следующего 
вида: 
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где  
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Систему нелинейных комплексных алгебраи-
ческих уравнений (21) можно свести к одному ком-
плексному нелинейному алгебраическому уравне-
нию относительно двух неизвестных параметров 

r I,  : 

 

 

B1 1
2 2

B2 1

B1 1
2 2

B2 1

B3 2 B4 1 3 3B2

B3 B4 1 B3 2 3 3

Z l1 i tg th l
Z c

Z li tg th l
Z c

Z f Z f th l2Z
,

Z Z f Z f th l

 
   

  
 
   
 

 


 

          (22) 

где  

 
1 4 4 4 4

1 4 4 4 4

f Re i Im th l ;

f 1 Re i Im th l .

   

   

 

   

Уравнение (22) чрезвычайно сложное и для его 
анализа построим асимптотические решения [9], 
используя то, что  

r I .                            (23) 

В результате применения этой процедуры получим 
два нелинейных алгебраических уравнения относи-
тельно r  и i , которые, в общем случае, предста-
вим так:  

 
 

1 r I

2 r I

F , 0;

F , 0 .

  

  
                       (24) 

Уравнения (24) решаются численно.  
 

2. Численный расчет колебаний  
жидкости в трубопроводе 

 
Нами численно проводился расчет колебаний 

магистрали, приведенной на рис. 1.  
Параметры турбонасосного агрегата выбира-

лись из [7] в следующем виде: 
5 3

1B 0, 27 10 МПа с м     
2 3

2B 0,36 10 МПа с м    ; 
2 3s 3,92 10 МПа с м    ;

2 3
2R 50,78 10 МПа с м   . 

Параметры разветвленной питающей магист-
рали трубопровода представлены в табл. 1, где пока-
заны радиусы соответствующих участков трубопро-
вода nR ; толщина стенок труб n  и модули упру-
гости соответствующих участков E . 

Результаты расчета приведены в табл. 2.  
Во второй строке таблицы представлены собст-

венные частоты магистрали без учета ТНА. В этом 
расчете предполагалось, что концы участков 4 и 6 
закрыты. В этом случае собственные частоты явля-
ются действительными.  

В третьей строке приведены результаты расче-
та колебаний окислителя в магистрали с учетом 
ТНА. В этом случае собственные частоты являются 
комплексными. Однако, их действительная часть 
незначительно отличается от частот окислителя в 
магистрали без учета ТНА. 

Таблица 1 
Параметры разветвленной питающей магистрали 

n  1 2 3 4 5 6 
nl , м  2,302 5,670 1,512 4,818 1,512 4,818 

nR , м  0,2905 0,200 0,125 0,140 0,125 0,140 

n , м  0,0035 0,0035 0,0025 0,0020 0,0025 0,0020 
2

nE , кг см  0,69∙106 0,69∙106 0,21∙107 0,21∙107 0,21∙107 0,21∙107 
 

Таблица 2  
Собственные частоты магистрали с ТНА 

 1 , Гц 2 , Гц 3 , Гц 
Расчет без ТНА 13,057 33,590 54,071 
Расчет с ТНА 12,750-0,013i 32,930-0,159i 53,560-0,213i 

 
 

Заключение 
 

В работе получена математическая модель ко-
лебаний окислителя в магистралях ЖРД.  

Посредством асимптотического разложения 
собственных частот уравнение в комплексных 
величинах сведено к системе уравнений в дейст-

вительных величинах, которые можно решить 
численно.  

Анализ решений показывает, что ТНА без ка-
витации не существенно влияет на собственные час-
тоты окислителя в разветвленных магистралях.  

Результаты исследований применены для рас-
чета топливоподающих трактов ракет. 
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КОЛИВАННЯ РІДИНИ, ЩО ПЕРЕКАЧУЄТЬСЯ У РОЗГАЛУЖЕНИХ ТРУБОПРОВОДАХ  
З ТУРБОНАСОСНИМ АГРЕГАТОМ 

К.В. Аврамов, С.В. Філіпковський, В.М. Федоров, В.А Пирог 
У роботі запропонована методика розрахунку трубопроводу, що містить ділянки труб різного діаметра, 

колектор, турбонасосні агрегати. Для дослідження коливань стовпа рідини в трубопроводі використаний 
іимпедансний метод. За допомогою асимптотичного розкладання власних частот рівняння в комплексних 
величинах зведено до системи рівнянь у дійсних величинах, які вирішені чисельно. Проаналізовано вплив 
турбонасосного агрегату на власні частоти рідини в розгалужених трубопроводах. Результати досліджень 
застосовані для розрахунку трубопроводів, що подають паливо ракет. 

Ключові слова: трубопровід, колектор, турбонасосний агрегат, імпедансний метод, асимптотичне роз-
кладання власних частот, чисельне рішення. 

 
OSCILLATIONS OF THE MOVING FLUID IN BRANCHING PIPELINES WITH THE TURBOPUMP 

K.V. Avramov, S.V. Filipkovsky, V.M. Fedorov, V.A. Pirog 
The methods of pipelines with turbopump calculations, which contain the different diameters pipes and the 

junction boxes, are suggested. Impedance method is used to study the vibrations of fluid in pipes. Using asymptotic 
expansion of eigenfrequencies, one nonlinear equation with respect to complex variables is transformed to two equa-
tions with respect to real parameters. The influence of turbopump on eigenfrequencies of fluid in branched pipelines 
is analyzed. Results of researches are applied for calculation of the fuel passages of missiles. 

Keywords: pipeline, collecting channel, turbopump, impedance method, asymptotic expansion of eigenfre-
quencies, numerical solution. 
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