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НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА РОТОРОВ С ПОДШИПНИКАМИ СКОЛЬЖЕНИЯ  
 

Получена модель автоколебаний несимметричного однодискового ротора в коротких подшипниках 
скольжения. Эта модель сводится к системе четырех обыкновенных дифференциальных уравнений 
второго порядка содержащих нелинейные слагаемые относительно обобщенных координат и скоро-
стей. Полученная динамическая система исследуется нелинейными нормальными формами Шоу-
Пьера. С помощью этого подхода удалось исследовать автоколебания. Как показывают результаты 
численного моделирования, эти автоколебания являются неустойчивыми.  
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Введение 
 

Автоколебания в роторных системах могут воз-
никать вследствие взаимодействия масляной пленки 
подшипника скольжения с цапфой ротора. Они при-
вели к разрушению ряда роторных систем [1]. В на-
стоящее время для исследования колебаний ротор-
ных систем часто применяются современные анали-
тические и численные методы нелинейной динамики 
[2]. Позняк [3] получил аналитические результаты, 
описывающие давления в масляной пленки подшип-
ников скольжения. Используя вариационный подход, 
Олимпиев [4] получил асимптотическое решение 
уравнения Рейнольдса. Устойчивость цапфы в под-
шипнике скольжения рассматривается в монографии 
[5]. Каринцев, Шульженко [6] получили модель дав-
лений в масляном слое коротких подшипников 
скольжения. Они исследовали влияние инерции мас-
ляного слоя на величины давлений. Филиппов, 
Шульженко [7] применяют асимптотические методы 
для исследования автоколебаний в роторах.  

В этой статье предлагается новая модель авто-
колебаний несимметричного однодискового ротора 
в коротких подшипниках скольжения. Для описания 
давлений в масляном слое используется модель ко-
роткого подшипника. Для исследования автоколе-
баний ротора в статье предложена модификация 
метода нелинейных нормальных форм.  
 

1. Уравнения движения системы  
 

Рассмотрим динамику жесткого диска, который 
крепится к вращающемуся упругому валу. Вал на-
ходится в двух коротких подшипниках скольжения 
(рис. 1). В процессе колебаний цапфы вала А и В так 
же движутся. Эти движения описываются обобщен-

ными координатами  1 1x ,y  и  2 2x ,y . В масляном 
слое подшипников возникают усилия, действующие 
на цапфы. Проекции этих сил на оси x  и y  обозна-

чим    x i i y i iF x ; y ; F x ; y ;i 1, 2 . Предположим, что 

ротор вращается с постоянной угловой скоростью 
  вокруг оси z  (рис.1).  

 

 
Рис. 1. Схема вращения ротора  

 

Тогда угловую скорость диска представим так:  

1 2 31 2 3e e e ;     
   

                     (1) 

1 1 2 3 2 3

2 2 3 1 2 3 3 3 1 2

cos cos sin ;

cos cos sin ; sin ,

       

             

 

     

где 1 2 3e ,e , e 
    орты декартовой системы координат, 

связанной с диском; 1 2 3, ,     углы поворота дис-
ка. Кинетическая энергия диска принимает следую-
щий вид: 

 
  

2 2 2e
2 1 2

2p 2 2
3 1 2

I
T cos

2
I msin x y ,
2 2

     

      

 

   
          (2) 

где x, y  перемещения точек крепления диска к 
валу. 

Потенциальную энергию ротора представим так: 

 К.В. Аврамов, Л.В. Розова 
АВИАЦИОННО-КОСМИЧЕСКАЯ ТЕХНИКА И ТЕХНОЛОГИЯ, 2009, № 8 (65) 



Двигатели и энергоустановки аэрокосмических летательных аппаратов 139 

   2 2
11 1 2 2 1 2 1 1 2

2 2
2 1 2 1

22 2 1

1 с x x x y y y
2

x x y y1 c
2 l l

             

               
     

 

 

 

2 1
12 1 2 2 1 2

2 1
2 1 1 2 1

1 2
1 2

x xc x x x
l

y yy y y ;
l

l l
; .

l l

           
 

          
 

   

         (3) 

где 11 22c ,c ,  12c   элементы матрицы жесткости. 
Тогда уравнения движения системы состоят из че-
тырех уравнений Лагранжа, описывающих колеба-
ния диска, и четырех условий равновесия цапф: 
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   (4) 

Динамическую систему (4) приведем к системе 
четырех обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, которые можно представить так: 

(1) (2)
e 2 p 1X X

(1) (2)
e 1 p 2Y Y

m x R ; I I R 0;

m y R ; I I R 0 .

     

     

 

 
            (5) 

Силы, действующие на цапфы вала со стороны 
масляного строя (рис. 1), представим так [2]: 

 

     
B

T
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L
T
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F ,F

cos ,sin p z , Rd dz ,




           
  (6) 

где BL   длина подшипника;   угол линии цен-
тров. Давления, действующие на цапфу, со стороны 
масляного слоя,  1p z ,  определяется из уравнения 
Рейнольдса [2]. Решение этого уравнения предста-
вим так: 

   1 1 B 13
3 h hp z , 2 z L z ,

th
          

       (7) 

где    вязкость масла; 1z   продольная локальная 
координата подшипника скольжения; c  величина 
зазора между цапфой и подшипником.  

В дальнейшем используем следующие безраз-
мерные переменные и параметры: 

j j
j j

x y hx ; y ; H ; t
c c c

       .             (8) 

Нелинейные силы X YF ,F , действие на цапфы 
масляного слоя, разделим на две части: линейную 

X,1 Y,1F ,F  и нелинейную X,2 Y,2F ,F : 

   T T
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Линейные части сил масляного слоя предста-
вим так: 

   X,1 1 1 1 1 1 2 1 3 1 4

(x) (x) (x) (x)
1 1 1 111 12 11 12

F x 2y I y 2x I 3x I 3y I

K x K y x y ;

           
         

    

   
 

   Y,1 1 1 5 1 1 1 1 4 1 6

(y) (y) (y) (y)
1 1 1 111 12 11 12

F x 2y I y 2x I 3x I 3y I

K x K y x y , (10)

           
         

    

   
 

где 1 6I ,..., I   интегралы, которые определяются в 
элементарных функциях. Нелинейные части сил 

X,2 Y,2F ;F  представим так:  
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где 7 8 14I , I ,..., I  − значения интегралов, которые оп-
ределяются в элементарных функциях.  

Отметим, что силы масляного слоя (11) выра-
жаются через обобщенные координаты цапф. Для 
упрощения уравнений движения ротора (5) выразим 
эти силы через обобщенные координаты диска. Для 
этого воспользуемся четырьмя алгебраическими 
уравнениями системы (4). В этих уравнениях отбро-
сим нелинейные слагаемые и представим их в сле-
дующей матричной форме: 

  1R q D q   
 .                        (12) 

Теперь из соотношений (12) выразим вектор 1q  
и введем его в значения сил масляного слоя (9). 

Тогда уравнение движения ротора (5) предста-
вим в следующем виде: 

       1 1 1 1M q G q K q D q W(q ,q ) ,           (13) 

где    e eM diag m,I , m,I ;   G   матрица гироско-

пических сил, действующих на ротор;  1K   мат-
рица линейной части упругих сил масляной пленки; 
 1D   матрица линейной части диссипативных сил 

масляной пленки;  T1 4W w ,..., w   вектор нели-

нейной части сил масляной пленки; dqq
d

 


. Окон-

чательно, система (13) принимает следующий вид: 
   q F q Q q W(q,q);                            (14) 

              1 11
1 1F M G D ; Q M K ;       

где    i 1,4 i 1,4
ij ijj 1,4 j 1,4

F f ; Q Q
 

 
   ; 1 4W W ,..., W   

   . 

 
2. Нелинейные нормальные формы 

 
Нелинейные нормальные формы Шоу-Пьера 

являются современным методом исследования не-
линейных динамических систем. В этой статье 
предлагается модификация этого метода для иссле-
дования автоколебаний роторов.  

Линейную часть системы (14) представим так: 
 z z ,                                  (15) 

где      T T
1 8z z ,..., z q q q v ;    E   единичная 

матрица. Из численных расчетов следует, что все 
собственные значения j  матрицы    являются 

комплексно- сопряженными. Поэтому общее реше-
ние системы (15) представим так: 

     
4

2j 2j 2j 2j 1 2j 1 2j 1
j 1

z t C W exp t C W exp t ,  


      (16) 

где 2 j 2 j 1 2 j 2 j 1 2 j 2 j 1; W W ; C C       .  

Здесь мы рассмотрим образование автоколеба-
ний вследствие бифуркации Хопфа. В этом случае 
предельный цикл рождается вследствие потери ус-
тойчивости состояний равновесия. В этом случае 
два характеристических показателя определяются 
так: 1,2 1i    . Потеря устойчивости ротора опи-

сывается следующим частным решением системы 
(15): 

   2 2 2 1 1 1z(t) C W exp t C W exp t ,          (17) 

где  1 (2)
1 1 1 1 1 1 11 1W i ; C K iK ; i           ; 

 (1) (8)
1 1 1,..., ;     (1) (8)

1 1 1,..., ;     1 (2)
1 1K , K – 

константы интегрирования. Отметим, что решение 
(17) является центральным многообразием. Его 
можно представить так: 

    ( )
1 21 1z t (t) (t) ; 1,8; 

                   (18) 

     (1) (2)
1 1 1 11 1(t) 2exp t K cos t K sin t ;         

     (1) (2)
2 1 1 11 1(t) 2exp t K sin t K cos t .          

Первую и пятую координату вектора z  пред-
ставим так:  

(1) (1)
1 21 1x (t) (t) ;       (5) (5)

1 21 1x (t) (t).       
Эти уравнения можно представить так: 

(5) (1) (1) (5)
1 1 1 1

1 2(1) (5) (5) (1) (1) (5) (5) (1)
1 1 1 1 1 1 1 1

x x x x
(t) ; (t) .

     
   

         

 
(19) 

В общем случае, нелинейную нормальную фор-
му можно записать в виде: 

2 2
j j j1 j2 j3 j4 j5

2
j j 4 4 j,1 4 j,2 4 j,3

2
4 j,4 4 j,5

q Q (x, v) a x a v a x a v a xv ...;

q Q (x, v) a x a v a x

a v a xv ...; j 2, 4 , (20)

   

 

      

    

   

  

где v x  . Нелинейная нормальная форма (20) удов-
летворяет системе уравнений в частных производ-
ных. Для вывода этой системы, уравнения (20) диф-
ференцируются по времени, а в полученные уравне-
ния вводятся (14). В результате приходим к сле-
дующей системе уравнений в частных производных 
относительно j j 4Q (x, v); Q (x, v) : 

4 4

j1 j 4 j1 j
2 2

f v f Q (x, v) Q x Q Q (x, v)   
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Теперь нелинейные моды (20) вводятся в сис-
тему (21) и приравниваются коэффициенты при 

1 2j j
1 2x v ; j 0,1,...; j 0,1,...  . Приходим к системам 

линейных алгебраических уравнений относительно 
коэффициентов.  

Теперь линейная часть нелинейной нормальной 
формы (20) вводится в функцию  W q,q   динами-
ческой системы (14). В результате получим: 

   j j 2 6
( j) ( j) ( j)2 2
11 12 22

W q, q W x, Q (x, v),..., v,Q (x, v),...

x xv v ; j 1,4 .

 

      

 
   (22) 

Уравнения (22) вводятся в (21) и приравнива-
ются коэффициенты при 2 2x , xv, v . Тогда получаем 
систему линейных алгебраических уравнений отно-
сительно коэффициентов  23 24 25 83 84 85a ,a ,a ,...,a ,a ,a . 

Исследуем движения на полученной нелиней-
ной нормальной форме. Для этого нелинейная фор-
ма (20) вводится в первое уравнение системы (14). В 
результате приходим к следующей динамической 
системе с одной степенью свободы: 

 (1)
SA 2 2x x x x x xx 0 .                 (23) 

Для исследования динамической системы (23) 
воспользуемся методом гармонического баланса. 
Тогда движения представим так: 

   (1)
0 1 C 2Sx A A sin t A cos 2 t ,         (24) 

где (1)
0 C 1 2SA , A , A , , ,    неизвестные параметры. 

Так как система (14) является автономной, она инва-
риантна относительно замены переменных 1 0t t t  , 
где 0t   произвольное число. Предположим, что 

1
0t


 


. Тогда решение (24) представим так:  

     (1) (2) (2)
0 S C Sx A A sin t A cos 2 t A sin 2 t .       (25) 

Решение (25) введем в уравнение (23) и при-
равняем коэффициенты при одинаковых гармониках 

 sin t  и  cos t ; 0,1, 2   . В результате полу-
чим систему пяти нелинейных алгебраических 

уравнений относительно  (1) (2) (2)
0 S S C, A , A , A , A : 

(1)2 (2)2 (2)2
2 S C S

0 0
A A A

A A
2 2 2

 
      
 
 

+ 

(1)2
(2)2 (2)22 S
C S

A
2A 2A 0 ;

2

 
    
 
 

 

(2) (2) (2)2 2
0 C C S2 A A 2 A A 0 ;

2


           (26) 

(2) (2) (2)2
0S S CA 2 A A A 0;

2


         

  (2) (2) (2)2
0S C S

(1)2
(2)S

0C

4 A A 2 2 A A

A
2A A 0;

2

     

 
   
 
 

 

 
 

(2) (2)2
S C

2
(2) (1)2 (1)2 (2)

0 0C S S S

2 A 4 A

2A A 0.5A A 2 A A 0.
2

      


      

 

Результаты анализа автоколебаний ротора 
представляются на амплитудно- частотной характе-
ристике. Ее расчет производится следующим обра-
зом. Задается значение   с некоторым шагом. Для 
каждого значения   амплитуды автоколебаний 
ротора определяются из системы нелинейных ал-
гебраических уравнений (26).  

 
3. Численный анализ автоколебаний 

 
Рассмотрим автоколебания ротора со следую-

щими параметрами:  
3 3

B
3

1

R 0,057 м; 18 10 Па с; L 28,5 10 м ;

c 0,2 10 м;m 374кг ; l 0,5м;

 



      

   
 

2 2
2 p e

11 6 4

l 0,648 м; I 28, 4 кг м ; I 14, 2 кг м ;

E 2,1 10 Па ; J 8,29 10 м .

    

   
(27) 

Собственная частота прямой прецессии ротора 
имеет следующее численное значение: 

,1 394 рад с  . Угловая скорость, при которой ро-
тор теряет устойчивость равномерного вращения, со-
ставляет 2110 рад с  . Итак, при     равно-
мерное вращение ротора устойчиво, а неустойчиво в 
противном случае. При     наблюдается бифурка-
ция Хопфа. Вследствие этой бифуркации рождается 
предельный цикл. Для исследования таких предельных 
циклов используются нелинейные нормальные моды, 
рассмотренные выше. Амплитудно-частотная характе-
ристика ротора представлена на рис. 2, где показана 

зависимость первой гармоники ряда Фурье (s)
1A  от 

угловой скорости вращения ротора  .  
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Рис. 2. Амплитудно-частотная характеристика ротора 

 
Устойчивые колебания на этом рисунке пока-

заны сплошной линией, а неустойчивые − пунктир-
ной. Решение (1)

SA 0  описывает устойчивое рав-
номерное вращение ротора. Пунктирная кривая на 
этом рисунке показывает неустойчивые автоколеба-
ния ротора. Эти неустойчивые автоколебания пре-
терпевают седло-узловую бифуркацию и преобра-
зуются в устойчивые, которые исследуются прямым 
численным интегрированием.  
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НЕЛІНІЙНА ДИНАМІКА РОТОРІВ З ПІДШИПНИКАМИ КОВЗАННЯ  
К.В. Аврамов, Л.В. Розова 

Отримано модель автоколивань несиметричного ротору у коротких підшипниках ковзання. Ця модель 
зводиться до системи чотирьох диференційних рівнянь другого порядку з нелінійними доданками відносно 
узагальнених координат та швидкостей. Отримана динамічна система досліджується нелінійними формами. 
З допомогою цього підходу досліджено автоколивання. Як показують результати чисельного модулювання, 
ці автоколивання є нестійкими.  

Ключові слова: підшипники ковзання, дискретна модель, метод нелінійних форм. 
 

NONLINEAR DYNAMICS OF ROTORS WITH JOURNAL BEARINGS 
K.V. Avramov, L.V. Rozova 

The model of vibrations of unsymmetrical one disk rotor in short journal bearings is obtained. The model is re-
duced to the system of four ordinary differential equations with nonlinear terms with respect to the general coordi-
nates and velocities. The obtained dynamical system is studied by nonlinear modes. The self vibrations are analyzed 
by means of nonlinear modes. As shown the results of the numerical simulation, these self vibrations are unstable.  

Key words: journal bearing, discrete model, nonlinear modes. 
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