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О КРИТЕРИЯХ ШИММИ БУКСИРУЕМОГО КОЛЕСА 
 

Рассмотрен вопрос о критериях начала шимми в случае буксировки колеса с помощью абсолютно 
твердой тяжелой вилки. Во главу угла поставлена задача сопоставления критериев, полученных на ос-
нове двух разных моделей взаимодействия шины с опорной поверхностью. Упомянутыми моделями яв-
ляются модели М.В. Келдыша (1945 г.) и Тхота-Краускопфа-Ловенберга (2008 г.). Задача вызвана тем, 
что непосредственное сопоставление зон устойчивости по М.В. Келдышу и по Т-К-Л выявило их за-
метные расхождения. Как частный случай, описываемый моделью М.В. Келдыша, выделен режим ус-
тановившегося увода, на рассмотрении которого автор не останавливался. Приведены формулы для 
нахождения констант шины М.В. Келдыша по заданным константам шины Т-К-Л. Замечено, что 
критерии сближаются, если в модели М.В. Келдыша пренебречь моментом сил трения на шине. В це-
лом работа направлена на изучение механизма шимми самолетного или автомобильного колеса. 
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Введение 
 

Несмотря на то, что автомобили, мотоциклы, 
самолеты являются объектами частого применения, 
от исправности и безотказности которых зависят 
жизни людей, многие вопросы математического 
моделирования их движения (в частности, вопросы, 
связанные с изучением колебаний шимми) нужда-
ются в уточнениях. Представляется, что основными 
трудностями при изучении шимми являются: 

- многообразие механических явлений, про-
являющихся в ходе качения по неровной опорной 
поверхности колес с деформируемой периферией; 

- отсутствие удобного и надежного алгорит-
ма нахождения сил и моментов трения на шине.  

В настоящее время активно продолжаются тео-
ретико-экспериментальные исследования взаимо-
действия шины с опорной поверхностью [1 – 3], а 
также исследования по изучению шимми [4 – 7]. 
Хотя с момента написания М.В. Келдышем моно-
графии [8] о шимми самолетного колеса прошло 65 
лет, предложенная им модель качения шины при 
отсутствии скольжения является наиболее простой и 
в тоже время адекватной моделью [9,10].  

В работах, посвященных изучению шимми ко-
лес шасси, наметились [4 – 7]: 

- возврат к упрощенной расчетной схеме 
М.В. Келдыша буксировки колеса с помощью вилки 
[4 – 7]; 

- тенденция серьезного усложнения механи-
ко-математической модели катящейся шины [5, 6]; 

- обращение к альтернативной (твердотель-
ной) версии механизма шимми [7]. 

Зарубежные исследователи редко используют 
модель шины [8]. Отчасти это может быть связано с 
тем, что в уравнениях М.В. Келдыша присутствуют 
параметры, определение которых через «основные» 
параметры (т.е. параметры, используемые в совре-
менных зарубежных моделях шины [3,11]) пред-
ставляет собой отдельную задачу. 

В публикуемой работе: 
- приведены соотношения, связывающие не-

которые параметры модели шины М.В. Келдыша, с 
«основными»; 

- для буксируемого колеса сопоставлены 
критерии начала шимми М.В. Келдыша (1945), Г. 
Степана (1998) и Тхота-Краускопфа-Ловенберга (Т-
К-Л) (2008) и показано, при каком условии они 
сближаются. 
 
1. Модели движения и постановка задачи 

 
Угол между проекцией на опорную плоскость 

вектора скорости центра масс колеса и плоскостью 
диска колеса называют углом увода U , а увод при 
отсутствии продольного скольжения – чистым уво-
дом. 

 В условиях чистого увода вблизи нулевого уг-
ла увода справедливы линейные зависимости: 
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, (1) 

где F MC ,C   постоянные шины, именуемые коэф-
фициентом поперечной силы (или коэффициентом 
увода) и коэффициентом восстанавливающего мо-
мента, соответственно. 
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1.1. Модель М.В. Келдыша [8] 

Запишем уравнения движения буксируемого 
колеса при отсутствии демпфера (рис.1а) в виде: 
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где F, M    поперечная сила трения и восстанавли-
вающий момент сил трения на шине; Fk   коэффи-
циент силы или боковая статическая жесткость ши-
ны; ,  линейная и угловая деформации шины, 
соответственно; Mk   коэффициент момента или 

пяточная статическая жесткость шины; V const 


 
скорость буксировки; ,    кинематические коэф-
фициенты шины (константы шины М.В. Келдыша); 
J   момент инерции относительно оси ориентиро-
вания (вертикальная ось); точками обозначено диф-
ференцирование по размерному времени. 

 
а 

 
б 

 

Рис. 1. Буксируемое колесо 
 

В этих уравнениях функции времени, а осталь-
ные величины – постоянные. (Черная линия на ко-
лесе изображает пятно контакта колеса с опорной 
плоскостью.) 

Характеристическим уравнением системы (2) 
является полином четвертой степени.  

Будем различать поперечную силу трения и 
восстанавливающий момент при неустановившемся 
движении ( M~,F~ ) и при установившемся – ( M,F ).  

Как выяснено в [8], качение колеса (рис.1а) ус-
тойчиво в одном из двух случаев: 
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1.2. Модель Тхота-Краускопфа-Ловенберга [4] 

 
Для схемы рис. 1, а приведем уравнения дви-

жения [4]: 
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где f  поперечная деформация шины, опреде-
ленная в носовой (в переводе с английского “fore” – 
нос) точке зоны контакта шины с опорной поверх-
ностью;  h2, длина релаксации шины и длина 
пятна контакта соответственно.  

Величины  U~,M~,F~,f  функции времени, ве-
личины  MF C,C,,V  постоянные. Качение колеса 
(рис. 1, а) устойчиво, если [4]: 
  /h1/L . (6) 

Характеристическое уравнение системы (5) 
представляет собой полином третьей степени. Кри-
терий устойчивости (6) получен также Г. Степаном 
в работе [5].  (Как видим критерий (6) не включает 
параметр скорости буксировки. Используя парамет-
ры Вышнеградского, можно показать, что параметр 
скорости буксировки влияет на форму кривой пере-
ходного процесса в зоне устойчивости.) 

Своей целью считаем: 
- получение соотношений, связывающих ве-

личины M/ ,k   и «основные» параметры шины, 
которыми следует считать F F Mk ,C ,C , [3,11]; 

- сопоставление зон устойчивости, получен-
ных на основе критериев (3), (4) или (6). 
 

2. Решение задачи 
 
Руководствуясь уравнениями (2), выделим ре-

жим установившегося увода: 
 0 0 0const , const , const            , (7) 

F F,M M   . 
При совместном рассмотрении двух последних 

уравнений системы (2) получим: 
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Приняв во внимание (7) и (8), заключим, при 
установившемся движении колеса без скольжения с 
углом вилки 0  (рис.1б) нижняя часть шины оказы-
вается повернутой относительно диска колеса на 
угол 0 0    и, следовательно, она (нижняя часть) 
ориентируется вдоль вектора скорости буксировки 
V


. Таким образом, в данной ситуации: 
 0U   . (9) 
(на рис. 1, б показана схема качения колеса в режи-
ме установившегося увода).  

Условие (9) допускает использование результа-
тов хорошо проработанной теории установившегося 
увода [1 – 3] для количественного определения па-
раметров модели М.В. Келдыша. 

Из (2) для случая (7) с учетом (9) без труда 
найдем: 
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0 0( / )      
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M
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. (10) 

Сопоставив (1) и (12), (7), получим зависимости: 

 F F M Mk ( / ) C ,k C    . (11) 

Примечательно, что первая из формул (11) по-
лучена на основе экспериментальных исследований 
Я.М. Певзнером [12]. Сопоставив эту формулу с 
соотношениями [1, 11], увидим, что 

 /    . (12) 

Вторая из формул (11) показывает, что пара-
метр, введенный М.В. Келдышем как пяточная же-
сткость шины, совпадает с одним из «основных» 
параметров шины – коэффициентом восстанавли-
вающего момента.  

Перезапишем критерий М.В. Келдыша, учтя 
(11) и (12): 
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, (13) 

где 0 MV const (C L) / ( J)   . 
Исходя из расчетных данных [4], положим  

h / 1/ 3   
и на рис. 2 представим зоны устойчивости [4] и [8]. 

 
Рис. 2. Зоны устойчивости 

 
Зоны устойчивости по М.В. Келдышу заштри-

хованы, а зона устойчивости по модели Т-К-Л выде-
лена тоном.  

Выясним причины расхождения результатов 
[8] и [4,5]. Для этого в условиях устойчивости [8] 
положим Mk 0 , т.е. пренебрежем влиянием вос-
станавливающего момента. Теперь вместо (13) по-
лучим, что качение колеса устойчиво при выполне-
нии неравенства: 

L / 1  . 
Это условие лишь немногим отличается от ус-

ловия (6). 

3. Анализ полученных результатов   
 
Как частный случай движения буксируемого 

колеса М.В. Келдыша [8], выделен установившийся 
увод, на рассмотрении которого автор не останавли-
вался.  

Рассмотрен вопрос нахождения постоянных 
шины, входящих в зависимости М.В. Келдыша.  
Сопоставив зависимости установившегося увода 
[1 – 3] с зависимостями установившегося увода [8], 
получены формулы для отношения /   и пяточной 
жесткости шины. Первая из этих формул ранее была 
найдена на основе замеров, что говорит об адекват-
ности моделей увода [8, 1 – 3]; вторая - дает основа-
ние не различать пяточную жесткость шины и ко-
эффициент восстанавливающего момента. 

Сравнение зон устойчивости буксируемого ко-
леса, построенных по критериям М.В. Келдыша и  
Т-К-Л, выявило их заметное различие. Однако если 
в модели М.В. Келдыша пренебречь восстанавли-
вающим моментом, то зоны устойчивости сущест-
венно сближаются. Пренебрежение восстанавли-
вающим моментом не оправдано при «малых» дли-
нах выноса. Отсюда можно заключить, что матема-
тическая модель М.В. Келдыша является более пол-
ной, чем модель Т-К-Л. Этого следовало ожидать, 
поскольку порядок характеристического полинома 
модели М.В. Келдыша выше порядка полинома мо-
дели Т-К-Л. 
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ПРО КРИТЕРІЇ ШИМІ БУКСИРУВАНОГО КОЛЕСА 
Б.М. Шифрин  

Розглянуто питання про критерії початку шимі у разі колеса, що буксирують за допомогою абсо-
лютно твердої важкої вилки. У главу кута поставлено завдання зіставлення критеріїв, які отримані на 
основі двох різних моделей взаємодії шини з опорною поверхнею. Згаданими моделями є моделі  
М.В. Келдиша (1945 р.) і Тхота-Краускопфа-Ловенберга (2008 р.). Завдання викликане тим, що безпо-
середнє зіставлення зон стійкості по М.В. Келдишу і по Т-К-Л виявило їх помітні розбіжності. Як 
окремий випадок, що описується моделлю М.В. Келдиша, виділений режим сталого відведення, на 
розгляді якого автор не зупинявся. Приведені формули для знаходження констант шини М.В. Келди-
ша по заданих константах шини Т-К-Л. Відмічено, що критерії зближуються, якщо в моделі М.В. Кел-
диша нехтувати моментом сил тертя на шині. В цілому робота спрямована направлена на вивчення 
механізму шимі літакового або автомобільного колеса. 

Ключові слова: шимі, шина, стале відведення, поперечна сила, поновлюючий момент, критерій стій-
кості. 

 
ABOUT CRITERIA OF SHIMMY OF THE TOWED WHEEL 

B.M. Shifrin 
A question is considered about the criteria of beginning of shimmy in the case of towing of wheel by absolute 

hard heavy fork. Basic attention is spared comparison of criteria, receive on the basis of two different models of 
co-operation of tire with an underlayment. The mentioned models are models of M.V. Keldysh (1945) and Thota-
Krauskopf-Lowenberg (2008). A task is caused that direct comparison of areas of stability on M.V. Keldysh and 
on T-K-L exposed their noticeable divergences. As the special case, described the model of M.V. Keldysh, the 
mode of the set withdrawal is selected, on consideration of which an author did not decide. Formulas are resulted 
for finding of constants of tire of M.V. Keldysh on the set constants of tire of T-K-L. It is noticed that criteria are 
drawn together, if in the model of M.V. Keldysh to ignore the moment of forces of friction on a tire. On the whol 
in alle work is directed on the study of mechanism shimmy of airplane or motor-car wheel. 

Key words: shimmy, tire, set withdrawal, lateral force, self-aligning torque, criterion of stability. 
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