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БИФУРКАЦИИ И ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ АВТОКОЛЕБАНИЙ 
НЕСИММЕТРИЧНОГО ОДНОДИСКОВОГО РОТОРА  

В ПОДШИПНИКАХ СКОЛЬЖЕНИЯ 
 

Получена математическая модель колебаний несимметричного однодискового ротора в подшипниках 
скольжения. Для анализа сил масляного слоя используется аналитическое решение уравнения Рей-
нольдса для короткого подшипника. В исследуемом диапазоне наблюдаются несколько видов устано-
вившихся движений: равномерное вращение ротора, автоколебания, возникающие в следствие седло-
узловых бифуркаций в системе. Для анализа автоколебаний используется метод гармонического ба-
ланса и решение двухточечной краевой задачи. Решения, полученные методом гармонического анализа, 
сравниваются с результатами численного моделирования.  
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Введение 
 

Подшипники скольжения в качестве опор рото-
ра находят применение в стационарных газотурбин-
ных установках. В современных газотурбинных уста-
новках возникают многочастотных нелинейных ко-
лебаний [1]. В частности, автоколебания возникают 
вследствие взаимодействия масляной пленки под-
шипника скольжения с цапфой. Автоколебания со-
провождаются потерями устойчивости и как следст-
вие бифуркационными состояниями, что может при-
вести к разрушению ряда роторных систем [2]. На 
сегодняшний день, для исследования динамики ро-
торных систем применяются аналитические и чис-
ленные методы нелинейной динамики [3]. Эти задачи 
широко исследовались как учеными, так и инжене-
рами, что объясняется их важностью в технике. Поз-
няк [4] аналитически описал давления в масляной 
пленки подшипников скольжения. Олимпиев [5] по-
лучил асимптотическое решение уравнения Рей-
нольдса используя вариационный подход. В моно-
графии [6] рассматривается устойчивость цапфы в 
подшипнике скольжения. Каринцев, Шульженко [7] 
исследовали влияние инерции масляного слоя на зна-
чения давления в подшипнике и получили модель 
давлений в масляном слое для коротких подшипни-
ков скольжения. А.П. Филиппов, Н.Г. Шульженко [8] 
применяли асимптотические методы для исследова-
ния автоколебаний в роторах. Овчарова, Голоскоков 
[9] анализируют вынужденные колебания ротора, 
состоящего из упругого вала с тремя дискретными 
массами, с учетом масляного слоя в коротких под-
шипниках скольжения.  

В этой статье выводятся уравнения нелинейных 
колебаний однодисковых роторов в коротких под-
шипниках скольжения. В усилиях, действующих на 
цапфы ротора со стороны масляного слоя, учитыва-
ются нелинейные члены вплоть до кубических сла-
гаемых относительно обобщенных координат и их 
скоростей.  

Для исследования автоколебаний в полученной 
системе применяется метод гармонического баланса 
и алгоритм продолжения для решения двухточечной 
краевой задачи для обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Исследуется устойчивость периоди-
ческих движений. 
 

Уравнения движения 
 

В данной статье рассматривается динамика ро-
тора, который представляет собой диск, который 
крепится к вращающемуся упругому валу. Вал закре-
плен в коротких подшипниках скольжения. В про-
цессе вращения вала цапфы А и В совершают коле-
бания. Перемещения цапф А и В описываются обоб-
щенными координатами  1 1x , y  и  2 2x , y . В под-
шипнике, со стороны масляного слоя, возникают си-
лы, которые действуют на цапфы вала. Проекции 
этих сил на соответствующие оси обозначим через 

   x i i y i iF x , y , F x , y , i 1,2 . На рис.1 представлена 

расчетная схема несимметричного однодискового 
ротора в подшипниках скольжения. 

Ротор вращается с постоянной угловой ско-
ростью   вокруг оси z , тогда угловую скорость 
диска представим следующим образом:  

 К.В. Аврамов, А.В. Борисюк, Л.В. Розова 
АВИАЦИОННО-КОСМИЧЕСКАЯ ТЕХНИКА И ТЕХНОЛОГИЯ, 2010, № 6 (73) 
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Рис. 1. Расчетная схема однодискового ротора 
 
Окончательно, угловую скорость   предста-

вим так: 3 1 2sin       . Используя (1), запишем 
кинетическую энергию в виде: 
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где x, y  - обобщенные координаты, описывающие 
перемещения точек крепления диска к валу; 
 e pI , I  - экваториальный и полярный моменты 
инерции диска. 

Потенциальную энергию системы представим в 
следующем виде: 
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где 11 12 22c ,c ,c - элементы матрицы жесткости; 

 1 2
1 2

l l
,

l l
    . 

Используя выражения для кинетической и по-
тенциальной энергии (2, 3), запишем уравнения дви-
жения в следующем виде: 
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Уравнения равновесия цапф ротора представим 
так: 
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Под действием силы тяжести ротор занимает 
некоторое состояние равновесия, которое характери-
зуется следующим набором обобщенных координат: 

 1 2 1 1 2 2x, y, , , x , y , x , y  . Эти состояния равнове-

сия определяются из следующей системы уравнений: 

 
2 1
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Y 1 1 Y 2 2

l l
F (x , y ) mg , F (x , y ) mg ,

l l
F (x , y ) 0, F (x , y ) 0.

 

 
 (5) 

Остальные обобщенные координаты определя-
ются так: 

 

22
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Теперь движения ротора рассматривается отно-
сительно найденного положения равновесия (5,6). 
Для этого введем следующую замену переменных: 
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Окончательно, систему (4) с учетом (7) запишем 
так: 
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Проекции сил, действующие на цапфы вала со 
стороны масляного слоя подшипника, представим 
так:  
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где BL   длина короткого подшипника;  
   – угол линии центров.  

Предполагается, что масляный слой занимает 
область  0;  . Давление, действующее на цапфу 

со стороны масляного слоя  1p z , , определяется из 
уравнения Рейнольдса [5]. Решение этого уравнения 
для короткого подшипника представим так: 

  1 1 b3
3 h hp 2 z z L ,

th
         

 (10) 

где    вязкость масла; 
 1z   продольная локальная координата под-
шипника скольжения.  
 Величина h  принимает следующее значение: 

     h c ecos c x cos ysin ,         где c  вели-
чина зазора между цапфой и подшипником (см. 
рис.1). 
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Введем следующие безразмерные переменные и 
параметры: 

 j j
j j

x y hx , y , H , t.
c c c

        (12) 

Когда ротор находится в состоянии равновесия, 
решение (10) принимает следующий вид: 

 
 1 1 B3

3 esinp z z L .
c e cos

 
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сия цапфы запишем так: 
 / /e eX Y

F G cos , F G sin ,      (13) 

где / /X Y
F , F   проекции сил в направлении осей 

x , y  ; 
 e   угол линии центров для равновесного со-
стояния цапфы; 
 G   значение вертикальной силы в подшипни-
ке.  

Для цапф А и В сила G принимает следующий 

вид: 2 1l l
G mg ; G mg

l l
  . Тогда статические силы 

можно представить так: 
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Из выражений (13, 14) получаем нелинейное 
уравнения для определения величины эксцентрисите-

та  : 
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 Тогда ко-

ординаты равновесия цапфы А запишем так: 
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Индекс 1 у величин   и e  обозначает, что эти 
параметры описывают равновесие цапфы А. Рас-
смотрим динамику ротора относительно найденных 
положений равновесия. Для этого введем следующую 
замену: i i i,0x x x ,     i i i,0y y y ,     i 1, 2 . Ис-
пользуем следующие обозначения:  
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С учетом введенной замены, проекции сил (11) 
можем записать в виде: 
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F x x 2y J y y 2x J .

       

       

     

     
(16) 

Разложим проекции сил X YF ,F  в степенной ряд 
по обобщенным перемещениям 1 1x , y   и скоростям 

1 1x , y    так:  

 

 
   

 
   

X X,0 X,1 1 1 1 1

X,2 1 1 1 1 X,3 1 1 1 1

Y Y,0 Y,1 1 1 1 1

Y,2 1 1 1 1 Y,3 1 1 1 1

F F F x , y , x , y

F x , y , x , y F x , y , x , y ...,

F F F x , y , x , y

F x , y , x , y F x , y , x , y ...,

   

     

   

     

   

       

   

       

 (17) 

где X,0 Y,0F , F  - постоянные составляющие силы;  
 X,1 Y,1F ,F  - линейные части сил относительно 

1 1 1 1x , y , x , y ;      
  X,2 Y,2 X,3 Y,3F , F , F , F  - нелинейные составляю-
щие силы второго и третьего порядка.  

Линейные части сил масляного слоя представим 
следующим образом: 

 
   
   

X,1 1 2 3 4

Y,1 5 1 4 6

F x 2y I y 2x I 3 xI 3 yI ,

F x 2y I y 2x I 3 xI 3 yI .

         
         

 

 
(18) 

Квадратичную составляющую сил (17) запишем 
так: 

   

 

   

 

2 2
X,2 7 8

2 2
9 10 11 12

2 2
Y,2 9 7

2 2
13 12 14 11

F 3 x y 2xy 2yx I 3x y 2x I

3y x 2y I 6 x I 6 y I 12 xyI ,

F 3 x y 2xy 2yx I 3x y 2x I

3y x 2y I 6 x I 6 y I 12 xyI .

       
        

        
        

  



  



(19) 

Кубическая составляющая сил (17) записывается 
в виде: 

 

   
    

   


   

    

   

2
X,3 15

2
16

2 2
17 18

3 3 2 2
19 20 21 21

2
Y,3 16

2
17

2 2
23 15

F 6 x x 2y 2xy y 2x I

6 2xy x 2y y y 2x I

6y x 2y I 6x y 2x I

20 x I 20 y I 60 x yI 60 xy I ,

F 6 x x 2y 2xy y 2x I

6 2xy x 2y y y 2x I

6y x 2y I 6x y 2x I

20

       

   

    

      

       

    

    



 

 

 

 

 

 

3 3 2 2
21 24 22 20x I 20 y I 60 x yI 60 xy I ,      

(20) 

где  1 24I , ..., I  – интегралы, которые берутся в эле-
ментарных функциях и не приводятся для краткости 
изложения. 

Подставляя выражения для проекций сил (17) в 
уравнения движения (8), получаем систему нелиней-

ных дифференциальных уравнения, которую в мат-
ричном виде запишем так: 
        1 1 1 1M q G q K q D q W(q ,q ) ,       (21) 
где  1 1W(q ,q )  - вектор нелинейных составляющих 
сил, которые принимают следующий вид: 

   
   

   
 

1 X 2 2 2 2 X 1 1 1 1 X,0

2 1 Y 1 1 1 1 2 Y 2 2 2 2

1 2 Y,0

3 Y 2 2 2 2 Y 1 1 1 1 Y,0

4 2 X 2 2 2 2 1 X 1 1 1

w F x , y , x , y F x , y , x , y 2F ,

w l F x , y , x , y l F x , y , x , y
(l l )F ,

w F x , y , x , y F x , y , x , y 2F ,

w l F x , y , x , y l F x , y , x ,

     

     

 

     

   

       

       

       

       1

2 1 X,0

y
(l l )F .

 

 



 

Окончательно систему (21) запишем в виде: 
    q F q Q q W(q,q) ,       (22) 

где       1
1 1W q,q M W q ,q     

       1 11 1 1 1
1 1M W q , q M W D Rq, D Rq .         

 
 В численном анализе уравнений (22) учитыва-
лись как квадратичные, так и кубические составляю-
щие проекций нелинейных сил, действующих со сто-
роны масляного слоя (17). 
 

Метод анализа автоколебаний 
 
Для анализа автоколебаний с одной мажорант-

ной гармоникой применяется метод гармонического 
баланса, который учитывает фильтрующие свойства 
динамических процессов. Движение системы (22) 
представим так: 

 

 
 
 
 

0 1 1

1 0 1 2

0 1 3

2 0 1 4

x A A cos ,

B B cos ,

y C C cos ,

D D cos .

  

   

  

    









 (23) 

Система (22) является автономной, следователь-
но, она инвариантна относительно преобразования 
времени t t ,   где параметр t  выберем так: 

1t


 


. Тогда решение (23) примет следующий 

вид: 

 

 
   
   
   

0 1

1 0 1 2

0 1 2

2 0 1 2

x A A cos t ,

B B cos t B sin t ,

y C C cos t C sin t ,

D D cos t D sin t ,

  

     

    

     

 (24) 

где  0 1 2A , A ,..., D ,  - неизвестные параметры коле-
баний.  

Уравнение (24) введем в (22) и приравняем гар-
моники при постоянных величинах, sin ( t)  и 
cos ( t) . В результате получается система 12 нели-
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нейных алгебраических уравнений относительно па-
раметров 0 1 2A , A , ....,D ,  .  

Целью анализа колебаний ротора является опре-
деление амплитудно-частотной характеристики. Для 
ее расчета задается значение частоты вращения рото-
ра   с некоторым шагом. Для каждого значения   
решается система 12 нелинейных алгебраических 
уравнений и определяются параметры автоколебаний 
ротора.  

Кроме моно гармонических автоколебаний в 
системе (22) существуют движения состоящие из 
нескольких гармоник ряда Фурье. Исследование та-
ких движений в системе (22) методом гармоническо-
го баланса приводит к практически непреодолимым 
вычислительным трудностям. В рассматриваемом 
случае метод продолжения решения по параметру в 
сочетании с решением двухточечной краевой задачи 
является чрезвычайно эффективным [10]. Для изло-
жения этого метода систему (22) представим в сле-
дующем векторном виде: 
 z f (z),  (25) 

где   Tz q; q  ;  
 f (z)  - нелинейная вектор-функция размерно-
сти 8.  

Периодические движения динамической систе-
мы (25) удовлетворяют следующим граничным усло-
виям: z(0) z(T) . Начальные условия динамической 

системы (25) обозначим так:  0z z 0 . Тогда реше-

ние этой системы при t T  обозначим так: 

Tz z(T) . Это решение является векторной функци-
ей, которую можно представить так: T 0z (z ,T) . Тогда 
граничные условия записываются в виде следующей 
системы 8 нелинейных алгебраических уравнений: 

 0 T 0 0

0

F(z ,T) z (z ,T) z ,
F(z ,T) 0.

 


 (26) 

В этой системе уравнений 9 неизвестных: вектор 
0z  начальных условий и период колебаний T . Итак, 

число неизвестных на 1 больше чем число уравнений. 
Для нахождения неизвестных параметров применим 
итерационный метод Ньютона, который подробно 
рассмотрен в [10]. На i й  итерации этого метода из 
системы линейных алгебраических уравнений опре-
деляется векторная величина (i)z , которая связыва-

ет значения вектора z  на i й  и  i 1 й   итерации 

так:    i 1 i(i)z z z   .  
Итак, метод Ньютона на каждой итерации сво-

дится к системе 8 линейных алгебраических уравне-
ний с 9 неизвестными.  

Поэтому на каждой итерации к системе линей-
ных алгебраических уравнений добавляется условие 

ортогональности  iz  к траектории, которое выра-

жается так:  (i 1) (i)f ( z ), z 0   .  

В результате применения метода Ньютона опре-
деляются периодические колебания.  

Целью нашего анализа является построение ам-
плитудно-частотной характеристики. Для этого час-
тота вращения ротора   задается с некоторым ша-
гом. Для каждого значения   определяются перио-
дические колебания.  

Для исследования устойчивости периодических 
режимов исследовались уравнения в вариациях. Для 
их определения в периодические колебания системы 
(22) вводились малые возмущения u(t) , которые 
описываются следующей системой линейных обык-
новенных дифференциальных уравнений:  

 *u Df (z ) u,   (27) 
где  u(t)  - вектор-функция, описывающая малые 
отклонения от периодического движения; 
 *Df (z )  - матрица Якоби вектор-функции пра-
вых частей системы (25); 
 *z  - периодическое движение (24).  

Для оценки устойчивости вычисляется фунда-
ментальная матрица системы (27) и находятся муль-
типликаторы [10]. 

 
Численный анализ колебаний 

 
Колебания ротора исследовались при следую-

щих численных значениях параметров: 
3 3

B
3

1 2
2 2 11

p e
6 4

R 0,057м, 18 10 Па с, L 28,5 10 м,

c 0,2 10 м,m 374кг, l 0,5м, l 0,648м,

I 28,4кг м , I 14,2кг м , E 2,1 10 Па ,

J 8,29 10 м .

 





      

    

     

 

 

Определим критическую частоту вращения ро-
тора, при которой равномерное вращение с постоян-
ной угловой скоростью теряет устойчивость и возни-
кают автоколебания системы. Для определения этой 
критической угловой скорости находятся характери-
стические показатели линеаризованной системы (22). 
Метод определения характеристических показателей 
представлен в [10]. Частота вращения ротора, при 
которой он теряет устойчивость равномерного вра-
щения, составляет 1710 рад с  . Для исследования 
автоколебаний ротора численно решалась система 12 
нелинейных алгебраических уравнений относительно 
амплитуд автоколебаний, а также двухточечная крае-
вая задача при квазистатическом изменении частоты 
вращения ротора  .  

Результаты расчета представлены на амплитуд-
но-частотной характеристике (рис. 2).  
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Рис.2. Амплитудно-частотная характеристика  

колебаний 
 
При 1710 рад с   наблюдается бифуркация 

Хопфа. В результате этой бифуркации возникают 
неустойчивые предельные циклы, которые претерпе-
вают седло-узловую бифуркацию в точке 1A . После 
этой бифуркации предельные циклы являются неус-
тойчивыми. В системе была найдена еще одна ветка 
автоколебаний, которая обозначена  2 2 2C A B . Уча-

сток  2 2A B  этой ветви описывает устойчивые пре-

дельные циклы, которые в точке седло-узловой би-
фуркации 2A  и 2B  преобразуются в неустойчивые 

движения. Участок  2 2D F  описывает устойчивые 

предельные циклы, которые получены из решения 
двухточечной краевой задачи. 

Для подтверждения результатов, полученных 
методом гармонического баланса, проводилось пря-
мое численное интегрирование системы (22) методом 
Рунге-Кутта. Начальные условия для интегрирования 
выбирались из результатов метода гармонического 
баланса. Результаты расчета приводятся на рис.2 точ-
ками.  

На рис. 3 показаны устойчивые режимы колеба-
ний, соответствующие промежуткам  2 2A B  и 

 2 2D F .  

Между результатами, полученными двумя раз-
личными методами, наблюдается довольно хорошее 
совпадение. 

 
Выводы 

 
Исследована бистабильность автоколебаний ро-

тора. В диапазоне  300;1700 рад / с  наблюдается 
два вида установившихся движений. К первому виду, 
относятся состояния равновесия, которые описывают 
равномерное вращение ротора. Ко второму типу 
движений, относятся автоколебания, которые возни-

кают вследствие седло-узловых бифуркаций 2A , 

2B , 2D . В зависимости от величины начальных ус-
ловий в системе будет реализовываться один из по-
лученных режимов. 

 

 
а 

 

 
б 

 
Рис. 3. Установившиеся колебания при различных 

значениях угловой частоты  : 
а – при 1450рад / с  ; 
б – при 1750рад / с   

 
Из классической литературы по автоколебаниям 

роторов [4, 6] считается, что автоколебания ротора 
возникают в точке бифуркации Хопфа. Результаты, 
представленные в этой статье, опровергают сложив-
шуюся точку зрения. Дело в том, что в системе могут 
возникать автоколебания вследствие седло-узловой 
бифуркации при частотах вращения ротора значи-
тельно меньше частоты, соответствующей бифурка-
ции Хопфа. 
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БІФУРКАЦІЇ ТА ВТРАТИ СТІЙКОСТІ АВТОКОЛИВАНЬ НЕСИМЕТРИЧНОГО 
ОДНОДИСКОВОГО РОТОРУ В ПІДШИПНИКАХ КОВЗАННЯ 

К.В. Аврамов, О.В. Борисюк, Л.В. Розова 
Отримано математичну модель коливань несиметричного однодискового ротора в підшипниках ковзання. 

Для аналізу сил масляного шару використовується аналітичний розв’язок рівняння Рейнольдса для випадку 
короткого підшипника. У досліджуваному діапазоні спостерігаються кілька видів сталих рухів: рівномірне 
обертання ротора та автоколивання, що виникають внаслідок сідло-вузлових біфуркацій в системі. Для аналізу 
автоколивань використовується метод гармонічного балансу і рішення двуточкової  крайової задачі. Розв’язки, 
що отримані методом гармонічного аналізу, порівнюються з результатами чисельного моделювання. 

Ключові слова: несиметричний однодисковий ротор, підшипник ковзання, автоколивання, сідло-вузлові 
біфуркації, метод гармонічного балансу, двуточкова крайова задача. 

 
 

BIFURCATIONS AND LOSS OF STABILITY OF SELF-VIBRATIONS OF ASYMETRICAL  
ONE-DISK ROTOR IN JOURNAL BEARINGS 

K.V.Avramov, A.V. Borysiuk, L.V. Rozova 
A mathematical model of vibrations of an asymmetric one-disk rotor in journal bearings is obtained. Analytical 

solution of Reynolds’ equation for the case of a short bearing is used to analyze the forces of the fluid film. Several 
types of steady motions are observed in studied range. There are uniform rotation of the rotor and self-vibrations 
arising due to saddle-node bifurcations in the system. Method of harmonic balance and the solution of two-point 
boundary value problem are used to analyze the self-vibrations. Solutions obtained by harmonic balance method are 
compared with numerical simulation of the system. 

Key words: asymmetrical one-disk rotor, journal bearing, self-vibrations, saddle-node bifurcations, harmonic 
balance method, two-point boundary value problem.  
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