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Введение 
 

При моделировании систем управления учет 
неопределенности всегда являлся одной из основ-
ных задач. Одна из первых моделей неопределенно-
сти была предложена в работах А.П. Лурье, 
М.А. Айзермана, Ф.Р. Гантмахера. Модели парамет-
рической неопределенности в линейных системах 
появились позднее. Их систематическое изучение 
начал И. Горовиц. Важное направление в анализе 
неопределенности связано с моделью неизвестных, 
но ограниченных возмущений. Большой вклад в это 
направление внесли А.Б. Куржанский и Ф. Л. Чер-
ноусько.  

Задачу об устойчивости интервального семей-
ства полиномов впервые подробно рассмотрел 
S. Faedo. Однако он получил только достаточные 
условия робастной устойчивости, основанные на 
интервальном аналоге алгоритма Рауса. Более ран-
ний результат по робастной устойчивости получили 
Л. Заде и Ч. Дезоер. Затем В.Л. Харитонов доказал 
критерий устойчивости интервального семейства 
полиномов, что являлось большим продвижением в 
этой области. Далее в этом направлении, в качестве 
наиболее известных результатов можно отметить 
графический критерий робастной устойчивости по-
линомов, доказанный в 1990 г. (Б.Т. Поляк, 
Я.З. Цыпкин). 

Основными задачами робастной устойчивости, 
с одной стороны, являлось определение границ ус-
тойчивости в пространстве параметров системы 
(И.А. Вышнеградский), а с другой - получение оце-
нок области асимптотической устойчивости расчет-

ных режимов исходных систем. 
Исследование устойчивости систем управления 

при наличии неопределенности в пространстве па-
раметров является весьма важным и актуальным 
направлением научных исследований, т.к. позволяет 
на этапе проектирования определить, является ли 
устойчивым весь класс рассматриваемых систем. 
Это позволяет обеспечить безопасное функциониро-
вание управляемого объекта, несмотря на то, что в 
процессе изготовления и эксплуатации его парамет-
ры хотя и могут отличаться от расчетных, но гаран-
тировано будут отвечать устойчивому поведению 
этого объекта, т.к. они принадлежат области робаст-
ной устойчивости.  

 
Постановка задачи 

 
При принятии решений по управлению процес-

сами часто возникает необходимость обеспечения 
попадания некоторых итоговых характеристик в 
заданный коридор с учетом возможных отклонений 
исходных параметров от заданных номинальных 
значений .  

Классическая задача непосредственной провер-
ки соответствия обычно недостаточна для анализа 
полиномиальных моделей, содержащих неопреде-
ленности. Диаграммы Вышеградского, а позже под-
ход, предложенный в работах Ю.И. Неймарка, при-
вели к построению D-разбиения пространства пара-
метров – выделению областей, отвечающих задан-
ным требованиям [1]. Однако возможности подоб-
ного подхода ограничены двумерными сечениями 
пространства параметров. С другой стороны, воз-
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никла современная теория робастной  устойчивости 
,базирующаяся на теореме Харитонова [2]. Она ис-
ходит из представления о заданной области в про-
странстве параметров; задача заключается в провер-
ке на соответствие всех моделей, соответствующим 
этим значениям параметров. Для простых областей 
(например, параллелепипеда или шара) существуют 
легко проверяемые критерии робастной устойчиво-
сти. Так, если параметры – коэффициенты полино-
ма, а область -  параллелепипед, то достаточно про-
верить гурвицевость четырех полиномов [2]. 

Учет возможности изменения первичных пара-
метров под воздействием различных факторов при 
условии допустимости использования для анализа и 
синтеза полиномиальных моделей  приводит к необ-
ходимости решения следующих задач: 

1. Выбор значений параметров, обеспечиваю-
щих устойчивость в наиболее широком диапазоне 
изменения независимых параметров. 

2. Определение максимальных значений до-
пусков на независимые параметры управляемого 
процесса (интервалов изменения параметров), при 
произвольных значениях которых система сохраня-
ла бы устойчивость. 

Такие процессы в определенном смысле явля-
ются оптимальными по запасам устойчивости или 
робастными и могут быть классифицированы в за-
висимости от вида критерия оптимальности, ис-
пользованного при синтезе на: 

   оптимальные по запасу устойчивости, 
  оптимальные по запасам на абсолютные из-

менения  переменных параметров, 
  оптимальные по запасам на относительные 

изменения переменных параметров. 
Выбор критерия связан с причинами и характе-

ром изменения первичных параметров системы, что 
в свою очередь приводит к детерминированной или 
стохастической постановкам задач. 

В первом случае предполагается, что рассмат-
риваемые параметры могут быть любыми из диапа-
зона их изменения, но фиксированными. 

Во втором случае допускается, что при рас-
смотрении задачи обеспечения устойчивости иссле-
дуемые параметры могут одновременно принимать 
любые значения из некоторого диапазона и, в связи 
с этим, рассматриваются как интервальные числа. 

Решение этих задач связано с получением об-
ластей устойчивости как всей совокупности возмож-
ных решений. Независимость изменений параметров 
друг от друга достигается аппроксимацией области 
устойчивости в m-мерном пространстве гиперпарал-
лелепипедом, грани которого параллельны ортого-
нальным сечениям пространственной области. 

Существующие подходы к решению задачи для 
фиксированных параметров предполагают исполь-

зование нелинейного программирования, а для ин-
тервальных параметров - теоремы Харитонова [4, 5]. 
И в том и другом случае существенные трудности 
решения связаны со сложным характером зависимо-
сти между рассматриваемыми параметрами, что ог-
раничивает возможности этих методов как в отно-
шении числа рассматриваемых параметров, так и 
размерности задачи. Использование символьных 
уравнений границ области устойчивости позволяет 
получить новые эффективные решения поставлен-
ных задач. 

В качестве методологической основы исследо-
вания сложных систем в работе используется клас-
сическая теория управления, которая включает в 
себя достаточно большое число методов анализа и 
синтеза различного класса. В современном состоя-
нии она содержит ряд общих принципов, справед-
ливых для любых управляемых систем и процессов. 

Вопрос о возможности и целесообразности 
применения того или иного метода решается от-
дельно в каждом конкретном случае. В последнее 
время теория управления достигла уровня, когда 
вычислительные средства являются совершенно 
необходимым инструментом для исследования 
сложных систем. 

Использование вычислительной техники дает 
возможность существенно расширить возможности 
и область применения существующих методов ана-
лиза и синтеза систем управления. Использование 
ЭВМ для выполнения символьных преобразований 
может существенно упростить проведение анализа и 
синтеза по линейным математическим моделям. 

Выяснение зависимости устойчивости процес-
сов от параметров линейной стационарной матема-
тической модели производится в два этапа. Первый 
заключается в получении условий устойчивости в 
аналитическом виде. Второй состоит в том, что на 
базе аналитического решения задач линейной алгеб-
ры выполняется символьно-численный расчет для 
разбиения пространства параметров линейной моде-
ли на области допустимого изменения первичных 
параметров. 

 
Метод решения 

 
В качестве математической модели динамики 

полета БЛА (беспилотного летательного аппарата) 
используется математическая  модель движения, 
представленная в виде системы нелинейных   диф-
ференциальных уравнений, наиболее полно описы-
вающая его динамику при углах тангажа    90   
[3].  

Записанная для подвижной системы координат, 
связанной с БЛА, система нелинейных дифференци-
альных уравнений имеет следующий вид  
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Поскольку  аэродинамические  силы  и  момен-
ты  зависят   от скорости  полета,  углов  атаки  и  
скольжения, то к системе уравнений следует доба-
вить соотношения: 

2 2 2
x y zV V V V   ; 

zV
arcsin

V
  ;                          (2) 
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V
arctg
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. 

Входящие в правые  части  системы  диффе-
ренциальных  уравнений коэффициенты аэродина-
мических сил и моментов в общем случае являются 
сложными функциями конфигурации летательного 
аппарата (компоновки, положения средств механи-
зации и рулевых органов) и условий полета:    

i x y z п.м. д.м.m f , , , , , , , , ,...,Μ, Re
  

          
 

, (3) 

где VM
a

  – число Маха; 

а - скорость звука на высоте полета; 

 Re = aVb
ν

 - число Рейнольдса; 

 ν - кинетический коэффициент вязкости воздуха.  
Выражения для правых частей системы диффе-

ренциальных уравнений (1) определялись следую-
щими зависимостями, полученными на основании 
стандартных методик расчета и испытаний модели 
БЛА на автостенде: 
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Анализ устойчивости, проводимый для различ-
ных режимов полета, приводит к рассмотрению 
большого комплекса линеаризованных моделей ви-
да x ' Ax bu,  отличающийся значениями элемен-
тов матрицы А, имеющими достаточно сложную 
связь с конструктивными параметрами БЛА.  

Если учесть, что переход с одного режима на 
другой так же связан с изменением значений эле-
ментов матрицы А, то приходим к необходимости 
анализа устойчивости БЛА по еще большему мно-
жеству линеаризованных моделей. Решением этой 
проблемы может являться рассмотрение элементов 
матрицы заданных в виде интервалов. 

Рассмотрим задачу стабилизации объекта в ус-
ловиях неопределенности параметров, используя его 
интервальное представление. 

Постановку задачи сформулируем следующим 
образом. Для интервальной управляемой системы 
x ' ([A]x [B]K)x,   где x –  вектор состояния, тре-
буется найти: 

  интервалы изменения первичных парамет-
ров для асимптотически устойчивого интервального 
полинома. 

  диапазоны ia a a   (i 1,n)ii     коэффици-
ентов характеристического полинома эквивалентной 
дискретной системы для интервальной матрицы 
непрерывной системы,  гарантирующие системе 
устойчивость.  
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Назовем m-мерным робастным разбиением те 
области в пространстве m параметров изменяемой 
части системы, для которых сохраняется заданное 
число корней полинома в левой полуплоскости 
(внутри круга единичного радиуса) при любых зна-
чениях остальных параметров из некоторой задан-
ной области R. 

Обозначим: 
  ij ijijij ij[a] [a ,a ],[a ] [a ,a ]   - интервальное 

число и элемент интервальной матрицы [А]; 
  B  [A] – числовая матрица В принадлежит 

интервальной матрице [A]; 
  [b]  [a] – интервал [b] содержится в интер-

вале [a]; 
  [a] a a, m[a] (a a) / 2     - длина и центр 

интервала [a]. 
Рассмотрим объект управления с динамикой, 

описываемой системой линейных дифференциаль-
ных уравнений 

x ' Ax bu,                            (4) 
где u –  вектор входов. 

ij ikA | a |, B | b | (n n), (n r)      – матрицы, 

элементы которых неизвестны и могут быть любы-
ми числами из интервалов 
        ij ikij ikij ika [a ,a ];b [b ,b ];i, j 1, n;k 1, r.       (5) 

Один из способов описания объекта с неопре-
деленными параметрами – его символическая запись 
в виде линейной системы 

x ' [A]x [B]u                            (6) 
с интервальными матрицами [A] и [B]. Элементы 
матриц [A] и [B] - интервальные числа, удовлетво-
ряющие условиям (5). 

Будем пользоваться следующими определе-
ниями. Интервальной динамической системой назы-
вается множество линейных стационарных систем 

{ x ' Ax bu,  A  [A] , B  [B]}.            (7) 
Интервальная динамическая система устойчи-

ва, если устойчивой является каждая система из 
множества (4). 

Интервальный полином  
n

n n i
n i n i

i 1

i i i

D( ) [a , a ] ,

a a a (i 1, n),


 


    

  

             (8) 

называется асимптотически устойчивым, если лю-
бой многочлен с числовыми коэффициентами 

i i ia a a (i 1, n)    асимптотически устойчив. 
Одной из наиболее часто используемых мате-

матических моделей является характеристический 
многочлен, который называется гурвицевым, если 
его корни принадлежат левой полуплоскости ком-
плексной переменной s для непрерывных систем и 

кругу единичного радиуса комплексной переменной 
z для дискретных систем. Гурвицев многочлен на-
делен свойством асимптотической устойчивости, 
которое является грубым. 

Количественный анализ грубости свойства 
асимптотической устойчивости гурвицева много-
члена 

n
n n i n

n i i
i 1

d( ) a ,a R



                     (9) 

связан с конструированием интервального полинома 
n

n n i
n i n i

i 1
D( ) [a , a ] 

 


               (10) 

или полинома с коэффициентами, удовлетворяю-
щими неравенству 

i i ia a a (i 1, n)   , 
где i ia , a  обозначают соответственно нижнюю и 
верхнюю границы возможных вариаций коэффици-
ента ai.. 

Интервальный полином есть решение задачи 
определения вариаций коэффициентов характери-
стического многочлена, при которых он остается 
гурвицевым. 

Необходимые и достаточные условия гурвице-
вости интервального полинома сформулированы 
В.Л. Харитоновым в виде гурвицевости следующих 
четырех полиномов: 

2 3 4
1 0 1 2 3 4d ( ) a a a a a ...;            

         2 3 4
2 0 1 2 3 4d ( ) a a a a a ...;              (11) 

2 3 4
3 0 1 2 3 4d ( ) a a a a a ...;            

2 3 4
4 0 1 2 3 4d ( ) a a a a a ...;            

Нахождение значений интервальных коэффи-
циентов неоднозначно и затруднено тем, что на са-
мом деле они взаимозависимы, связанны между со-
бой. 

Определим выполнение условий робастной ус-
тойчивости для заданных интервалов изменения 
элементов исходных матриц с учетом того, что 

ai = ik1 +  ik2 + ... +  i,                      (12) 

i i

i 1 i 2 i i 1 i 2 i

i 1 i 2 i i 1 i 2 i

[a , a ]

[ k k ... , a k k ... ]

[a k k ... , a k k ... ].



          

          

    (13) 

Для оценки меры робастной устойчивости за-
фиксируем все параметры ki, кроме одного, напри-
мер, для определенности k1. При этом  ki =  kiн,  i  1. 

C использованием алгебраических критериев 
устойчивости установим пределы изменения пара-
метра k1, [k1н - ∆н, k1н + ∆в], для которых сохраняется 
устойчивость семейства интервальных полиномов. 
Тогда оценочные значения пределов изменения ко-
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эффициентов характеристического полинома нахо-
дятся из следующих соотношений: 

i i 1 i 2H i i

i 1 i 2H i

a k k ... , a
k k ... .

      

     
             (14) 

С учетом (6)  перепишем  (4)  в таком виде: 

1 0 1 0 2í 0 1 1 1 2í
2 2 2

1 2 1 2 2í 2

3 3 3 4
3 1 3 2í 3 4 1

4 4
4 2í 4

d ( ) k  β k   ...   γ   α k  β k  

 ...  γ α k λ  β k λ  ...  γ λ

α k λ β k λ  ... γ λ  α k λ  

β k λ  ...  γ λ ... ;

        

      

     

   

 

2 0 1 0 2í 0 1 1

2 2
1 2í 1 2 1 2 2í

2 3 3 3
2 3 1 3 2í 3

4 4 4
4 1 4 2í 4

d ( )  α k  β k   ...   γ α k λ  

 β k   ...   γ  α k λ  β k λ ...

γ λ  α k λ  β k λ  ...  γ λ

 α k λ  β k λ  ... γ λ  ... ;

      

      

     

    

 

3 0 1 0 2í 0 1 1

2 2
1 2í 1 2 1 2 2í

2 3 3 3
2 3 1 3 2í 3

4 4 4
4 1 4 2í 4

d ( ) k  β k  ... γ α k λ  

β k λ  ... γ λ  α k λ   β k λ ...

 γ λ  α k λ  β k λ  ...  γ λ

 α k λ β k λ  ... γ λ ... ;

       

     

     

    

  

 (15) 

4 0 1 0 2í 0 1 1

2 2
1 2í 1 2 1 2 2í

2 3 3 3
2 3 1 3 2í 3

4 4 4
4 1 4 2í 4

d ( ) k  β k ... γ α k λ  

β k λ ... γ λ α k λ β k λ ...

γ λ α k λ  β k λ ... γ λ

α k λ β k λ  ... γ λ ... .

       

      

     

    

   

Общая часть областей устойчивости, получен-
ная по всем четырем полиномам, и составит грани-
цы изменения параметра k1, используемые для 
оценки интервалов изменения коэффициентов ха-
рактеристического полинома при сохранении их 
гурвицевости. Результатом расчетов является об-
ласть в плоскости параметров ∆н  и ∆в, представ-
ляющих собой нижнее и верхнее значения интерва-
ла изменения ki, внутри которого система сохраняет 
свойство устойчивости. Сама граница есть совокуп-
ность координат вершин касания, вписанного в n–
мерную область коэффициентов характеристическо-
го полинома  n–мерных параллелепипедов.  

Неоднозначность решения может быть снята 
путем задания соотношения на параметры ∆н  и ∆в, 
или требованием обеспечения экстремума некото-
рой функции от этих параметров, например: 
max(∆н×∆в), max(∆н+∆в). 

В случае нелинейного вхождения параметров ki 
в коэффициенты характеристического полинома, 
когда ai = αi kj

l ,  l = 0,  1, 2, 3 ..., 

i i 1 2н 1min 1 1max

i i 1 2н 1min 1 1max

a min{a (k , k , ...);  k k k ;

a max{a (k , k , ...);  k k k .

  

  
    (16) 

Предложенный метод коэффициентной оценки 
меры робастности является косвенным и может 
быть реализован в тех случаях, когда не удается по-
лучить коэффициенты характеристического поли-
нома системы как явные функции первичных пара-
метров системы управления, а следовательно, при-
менить непосредственно к ним методику определе-
ния интервала их изменения, гарантирующего со-
хранение устойчивости. Это связано, например, со 
спецификой вычислительной процедуры перехода 
от математической модели непрерывной системы к 
эквивалентной дискретной, допускающей только 
численное решение. 

 
Методический пример 1 

 
Для математической модели, заданной интер-

вальными матрицами С и D, определим интерваль-
ную матрицу линейных стационарных обратных 
связей K, гарантирующую системе устойчивость: 

[1] [0,1;  1] [ 0,02]
[C] ,    [D] .

[0,1;   0,2] [1] [ 0,4]


 


 

Выражения для  интервальных  коэффициентов 
при k1 > 0,  k2 > 0: 

[a1] = [-2] + [0,02k1] + [0,4k2], 
[a0] = [1,01; 1,02] + [0,02; 0,38] k1+ [-0,398; -0,396] k2. 

Угловые Харитоновские полиномы: 
d1= d2= z2+(-2+0,02k1+0,4k2) z+1,02+0,38 k1 – 

– 0,396 k2, 
d3=d4=z2+(-2+ 0,02k1+0,4k2) z+1,01+ 0,02 k1 – 

– 0,398 k2. 
Области устойчивости показаны на рис. 1.  

 
k2 
 
  10 
                     d1 
 
                                             
 
    5 
                                                                      d3 
 
 
 
    0                                 
                                    10                             20   k1 

 
Рис. 1.  Области  устойчивости  

для полиномов d1 и d3 
 

Интервальные значения матрицы [K] = |[k1],  
[k2]| могут быть установлены путем вписания в об-
щую область устойчивости, полученную для поли-
номов d1, d2  прямоугольника с заданным соотноше-
нием сторон. 
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2 
1 

2 
1 

Методический пример 2 
 

В качестве исследуемых параметров рассмот-
рим коэффициент статической устойчивости и  ко-
эффициент эффективности рулевого органа, так как 
они оказывают наиболее существенное влияние на 
динамику летательного аппарата, а их величина на 
разных режимах изменяется в достаточно широком 
диапазоне. 

Матрицы исходной системы дифференциаль-
ных уравнений, записанные в форме Коши с учетом 
симметричного допуска на  параметры: 

1

0 1 0 0
0,0054 Δ 0 0 0

A
0 0 0 1
30,6 0 0 0,0114

 
   
 
 

  

; 

2

0
1,87 Δ

B
0

23,44

 
   
 
 

 

; K = [k1    k2    k3    k4]. 

Коэффициенты матрицы обратных связей, най-
денные из условия обеспечения кратного корня ха-
рактеристического полинома замкнутой системы s1 

= s2 = s3 = s4 = -1 имеют значения:  
K = [3,391   2,995   –0,0175   –0,06879], 

при этом характеристический полином системы 
принимает такой вид: 

4 3
2

2
1 2

1 2

d(s) s (4 2,99521| |)s

(6 | | 3,4252089 | |)s
(4 1,6 | | 2,14366 | | 1.

    

      
     

 

Граница области  устойчивости в плоскости 
параметров 1, 2 и вид  функций условий устойчи-
вости представлены на рис. 2. 

Условия устойчивости получены по алгебраи-
ческому критерию Льенара–Шипара для системы 
четвертого порядка в таком виде: 

;j j1G =a 0, j 1,...,4   

2 2
5 0 1 2 3 2 1G =a a a -a a -a 0.  

На рис. 3 показаны границы области  устойчи-
вости в плоскости параметров 1, 2 и вид  функций 
условий устойчивости, полученные в предположении 
интервального задания исследуемых параметров.   

 
Выводы и перспективы дальнейших 

исследований 
 
Практическое решение задачи исследование 

устойчивости сводится к установлению символьных 
зависимостей в виде границ областей допустимых 
изменений, найденных относительно первичных 
параметров. 

 
Рис. 2.  Граница области  устойчивости 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Область устойчивости  
и поверхность условий устойчивости 

 
При исследовании устойчивости процессов с 

использованием символьно-численных преобразо-
ваний может быть решена как прямая задача анализа 
устойчивости при заданных значениях первичных 
параметров, так и обратная – определения области 
изменения неизвестных первичных параметров, при 
которых управляемый процесс будет устойчивым. 

Символьный результат позволяет реально рас-
сматривать всю совокупность возможных решений 
за приемлемое время и при удовлетворительной точ-
ности расчетов.  

Наибольший эффект от использования сим-
вольно-численных вычислений может быть получен 

2 1 
2       

      -4           -2                       2                       Δ1 

Δ
2 

1 

 

 

-0,5 
 

-1 
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при поиске общего решения задачи разбиения мно-
гомерного пространства исследуемых параметров на 
области с заданными характеристиками. 

Рассмотрен подход к решению задачи обеспе-
чения робастной устойчивости БЛА по полиноми-
альным моделям с коэффициентами – символьными 
функциями исследуемых параметров, заданными 
интервалами их изменения, основанный на исполь-
зовании различных алгебраических критериев и 
приводящий к эффективным общим решениям. 
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ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ РОБАСТНОЇ СТІЙКОСТІ НА ЕТАПІ ПРОЕКТУВАННЯ КОНФІГУРАЦІЇ 
БЕЗПІЛОТНОГО ЛІТАЛЬНОГО АПАРАТА 

Аль Дахері  Алі Мохамед, В.М. Вартанян  
Розглядаються варіанти вибору компонування безпілотного літального апарата, які забезпечують ста-

тичну стійкість в різних режимах польоту з урахуванням зміни окремих аеродинамічних характеристик в 
ході виконання льотного завдання. Методологічна основа дослідження складних систем у роботі – теорія 
управління. Математичний апарат дослідження містить аналіз характеристичного полінома, який враховує 
різні режими за рахунок інтервальності його коефіцієнтів, які отримані шляхом лінеаризації системи нелі-
нійних диференційних рівнянь динаміки безпілотного літального апарата. 

Ключові слова: безпілотний літальний апарат, льотні дослідження, математичне моделювання режи-
мів польоту, робастна стійкість. 

 
ASSURANCE OF ROBUST STABILITY AT THE STAGE OF DESIGNING  

THE CONFIGURATION OF UNMANNED AIRCRAFT 
Al Daheri Ali Mohamed, V.M. Vartanyan  

The options of the choice of unmanned aircraft layout, providing static stability in various flight modes, taking 
into account changes in separate aerodynamic characteristics during the performance of flight tasks are considered. 
The methodological basis for studying complex systems in the work is management theory. The mathematical appa-
ratus of the research includes an analysis of the characteristic polynomial, taking into account different modes 
through the interval coefficients obtained by linearization of the nonlinear differential equations of the unmanned 
aircraft dynamics. 

Keywords: unmanned aerial vehicle, flight research, mathematical modeling of flight modes, robust stability. 
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