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ПОВЕРХНЕВИМ ШАРОМ МЕТОДОМ КІНЦЕВО-ЕЛЕМЕНТНОГО АНАЛІЗУ 
 

У статті розглянуто кінцево-елементний аналіз, який дозволяє встановити поля еквівалентних на-
пружень у моделі зразка зі зміцненим поверхневим шаром, отриманого методом вакуумного термоци-
клічного азотування у плазмі пульсуючого тліючого розряду. Вказан програмний комплекс який розра-
ховує напружено-деформований стан зразка за допомогою методу кінцево-елементного аналізу. Ви-
значені тривимірні скінченні елементи які будуються на основі побудованої об’ємної геометричної мо-
делі зразка.  Вказана схема проведення дослідження напружено-деформованого стану за допомогою 
методу кінцево-елементного аналізу та визначена величина еквівалентних напруг, а також, послідов-
ність обробки результатів. 
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Вступ 
 
Статична міцність (СМ) авіаційних конструк-

цій - здатність конструкції сприймати однократно 
прикладені максимальні зовнішні сили, не руйную-
чись і не одержуючи неприпустимих залишкових 
деформацій. Основні вимоги до СМ сформульовані 
в Нормах міцності літальних апаратів. Роботи по 
забезпеченню СМ проводяться на всіх стадіях ство-
рення літального апарату і включають проектування 
і загальний розрахунок конструкції планера; експе-
риментальні відпрацювання нових конструктивних і 
технологічних рішень на моделях і зразках; вибір і 
обґрунтування критеріїв міцності; аналіз і підтвер-
дження СМ натурної конструкції статичними ви-
пробуваннями. 

З ускладненням авіаційних конструкцій за-
вдання досліджень в області СМ розширилися. По-
ява тонкостінних елементів викликало необхідність 
розгляду явища втрати стійкості конструкцій; зрос-
тання швидкості польоту висунув на передній план 
вивчення питань жорсткості авіаційних конструк-
цій; польоти на надзвукових швидкостях призвели 
до розгляду дії високих температур і впливу нерів-
номірного нагрівання на міцність, стійкість і жорст-
кість конструкції. Виникла необхідність досліджен-
ня температурних напружень, викривлення, так зва-
ної довготривалої міцності та повзучості матеріалу. 
Для літального апарату поряд з СМ повинні бути 
забезпечені вимоги безпеки за умовами аеропруж-
ності, експлуатаційної живучості та опору втомі. 

Основна вимога до авіаційних конструкцій – 

висока надійність при мінімальній масі - обумовлює 
специфіку досліджень по забезпеченню СМ літаль-
них апаратів. Для цього проводяться розрахунок і 
експериментальна перевірка СМ У розрахунках ви-
користовуються методи, що дозволяють враховува-
ти велику кількість чинників, що впливають на на-
пружено-деформований стан (НДС), що забезпечує 
високу точність одержуваних результатів. 

Розрахунок СМ включає наступні етапи: вибір 
розрахункової моделі; визначення її геометричних і 
пружних характеристик; приведення діючих зовні-
шніх навантажень до розрахункової моделі; скла-
дання і рішення рівнянь, що описують розрахункову 
модель; порівняння отриманих розрахункових даних 
з результатами експериментів; формування рекоме-
ндацій на проектування літального апарату. При 
розрахунках СМ використовуються основні поло-
ження теорії пружності і пластичності, теорії плас-
тин та оболонок, будівельної механіки та механіки 
руйнування. 

Для розрахунків НДС, використовується метод 
кінцевих елементів, коли дискретний еквівалент 
конструкції набирається з кінцевих елементів із за-
здалегідь заданими пружними зв'язками між вузло-
вими навантаженнями і переміщеннями (записани-
ми у формі матриці жорсткості і пружності). Елеме-
нти з'єднуються між собою у вузлах, до яких при-
кладається зовнішнє навантаження. Система рівнянь 
рівноваги або спільності деформацій може нарахо-
вувати кілька тисяч невідомих. Точність методу за-
лежить від обраного числа і типів кінцевих елемен-
тів і способів приведення зовнішніх навантажень. 
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Метод дозволяє автоматизувати розрахунок (від 
підготовки вихідних даних до візуалізації вхідної 
інформації), роблячи його комплексним, об'єдную-
чим у взаємозалежну систему розрахунки зовнішніх 
навантажень, проектувальні і перевірочні розрахун-
ки, розрахунки втомних характеристик, критичних 
швидкостей явищ аеропружності (флаттер, бафтинг 
та ін.). 

Для конструкцій, що працюють в умовах під-
вищених температур, проводяться розрахунки тем-
пературних полів і напружень. Для оцінки міцності 
необхідно також знати критерії руйнування конс-
трукції. Експериментальні та теоретичні досліджен-
ня критеріїв руйнування є обов'язковими в комплек-
сі робіт по забезпеченню СМ авіаційних конструк-
цій. Складність силових схем і конфігурацій дета-
лей, велика різноманітність і складність режимів їх 
навантаження і умов експлуатації не дозволяють 
отримати достовірні результати при використанні 
тільки теоретичних методів вирішення задач. Тому 
дослідження із забезпечення СМ авіаційних конс-
трукцій вимагають великого обсягу експеримента-
льних робіт, які проводяться на стадії проектування 
і будівництва літального апарату, при оцінці його 
експлуатаційних характеристик та льотної придат-
ності. Завершальний етап в дослідженнях СМ - ана-
ліз достатності міцності натурних конструкцій і під-
твердження її статичними випробуваннями. Харак-
теристикою, що визначає СМ авіаційних конструк-
цій, служить запас міцності. Зведення запасів міцно-
сті для основних агрегатів і силових елементів конс-
трукцій літального апарату, що містить значення 
більші або рівні одиниці по відношенню до розра-
хункових навантажень, є підтвердженням СМ Для 
частин літального апарату, схильних значним тем-
пературним впливам, запас міцності визначається з 
урахуванням цих впливів 

Метод кінцевих елементів є потужним чисель-
ним методом вирішення різноманітних інженерних 
задач та має вирішальне місце в прогнозуванні пра-
цездатності конструктивних елементів при дії екс-
плуатаційних факторів [1].  

 
Кінцево-елементний аналіз 

 
В залежності від виду розрахунку, складності 

задачі та направленості  того, чи іншого програмно-
го забезпечення для конкретного розрахунку вико-
ристовуємо програмний продукт NASTRAN, який 
має спільну розрахункову базу на основі методу 
кінцевих елементів і є однією з програм кінцево-
елементного аналізу. Ці програми обумовлені вико-
ристанням їх для розрахунку складних задач меха-
ніки деформованого твердого тіла, задач теплопро-
відності, теорії коливань та інших специфічних роз-

рахунків таких як розрахунок елементів конструкції 
на міцність, або оптимізація конструкції за гранич-
ними напруженнями та поперечним перетином де-
талі. При цьому є можливість моделювати практич-
но всі типи матеріалів, включаючи композитні. 

Оскільки лопатки компресора авіаційного газо-
турбінного двигуна працюють у важких температу-
рних режимах і складних статичних і динамічних 
умовах навантаження, та мають складні геометричні 
форми, то для розрахунку напружено-деформо-
ваного стану використовували програмний ком-
плекс – MSC NASTRAN for WINDOWS [2]. Для 
розрахунку напружено-деформованого стану необ-
хідно врахувати особливості геометричних парамет-
рів лопатки, властивості конструктивного матеріалу, 
вид розрахунку (статичний, тепловий, та ін.), та 
умови силового й температурного навантаження, що 
діють на неї. Розрахунок проводили з використан-
ням реальних експериментальних зразків.  

Важливим етапом у скінчено-елементному 
аналізі є побудова розрахункової моделі і її кінцево-
елементної сітки. Дискретизація досліджуваної об-
ласті на кінцеві елементи є складною і відповідаль-
ною процедурою, від якої суттєво залежить якість 
одержаного рішення. Програмний комплекс 
NASTRAN дозволяє без використання допоміжних 
CAD–програм будувати геометрію та кінцево-
елементну сітку у своєму середовищі, або імпорту-
вати з інших програм, таких як AutoCAD, ACIS, 
Parasolid  та ін. Генерація кінцево-елементної сітки 
по твердотільній моделі проводиться  автоматично.  

Побудована об’ємна геометрична модель зраз-
ка перетворюється в кінцево-елементну сітку у ви-
гляді просторових кінцевих елементів, які з’єднані 
між собою у вузлах. Кінцеві елементи в NASTRAN 
можуть мати перший або другий порядок апрокси-
мації. Для розв’язання задачі використовуємо гекса-
гональні та тетраїдальні типи кінцевих елементів 
першого порядку апроксимації – без проміжних ву-
злів (рис. 1, 1) та кінцеві елементи другого порядку 
– з проміжними вузлами (рис. 1, 2).  Гексагональний 
кінцевий елемент першого порядку апроксимації 
має вісім вузлів (1, 2, … 7, 8) та шість поверхонь 
(F1, F2, … F5, F6), а другого порядку апроксимації – 
двадцять вузлів (1, 2, … 7, 8, 9, 10, … 19, 20) за ра-
хунок проміжних вузлів та шість поверхонь. Таким 
же чином, тетраїдальний кінцевий елемент першого 
порядку апроксимації має чотири вузли (1, 2, 3, 4) та 
чотири поверхні (F1, F2, F3, F4), а другого порядку 
апроксимації – десять вузлів (1, 2, … 8, 9, 10) та чо-
тири поверхні (F1, F2, F3, F4). 

При створенні кінцево-елементної сітки зразків 
необхідно врахувати, що найбільш густа сітка необ-
хідна там, де градієнт температур, деформацій або 
напружень є ймовірно більшим. Менш густа сітка  
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Рис. 1. Тривимірні скінченні елементи та шаблони нумерації вузлів і поверхонь (Fi): 

1– першого (лінійні) порядку апроксимації; 2 – другого (параболічні) порядку апроксимації 
 

використовується в зонах із більш або менш постій-
ними деформаціями або напруженнями, а також в 
областях, які не потребують детального аналізу. Та-
кож, лінійні елементи 1–го порядку наближення 
вимагають більш густої сітки, ніж квадратичні з йо-
го апроксимацією. 

На рис. 2 представлено схему дослідження на-
пружено-деформованого стану за допомогою мето-
ду кінцево-елементного аналізу з використанням 
програмного пакету NASTRAN. 

 
Рис. 2. Компоненти еквівалентної напруги 
 
Обробку результатів здійснювали в наступній 

послідовності: 

- ідентифікували навантаження шляхом візуалі-
зації переміщень; 

- визначали величину еквівалентних напруг у 
будь-якій точці зразка й одержували картину розпо-
ділу напруг по його поверхні. 

Згідно із теорією октаедричних дотичних на-
пружень або питомої енергії формозміни для сталь-
них зразків, еквівалентна напруга знаходиться так: 
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де σх, σy, σz, τxy, τyz, τxz – компоненти еквівалентної 
напруги, Па. 

Схема проведення дослідження напружено-
деформованого стану за допомогою методу кінцево-
елементного аналізу, складається з таких пунктів: 

1) створення геометрії тіла (поверхні); 
2) задання розміру сітки та розбиття  на кінце-

ві елементи; 
3) введення початкових данних: модуль пруж-

ності, навантаження, умови закріплення і т.п. 
4) розрахунок та аналіз моделі за методом кін-

цевих елементів; 
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5) вивід отриманих результатів на екран моні-
тору ЕОМ. 

Порівняльну оцінку напружено-деформованого 
стану зразка зі сталі ЕІ961 як без зміцненого поверх-
невого щару (ЗПШ) так із зміцненим поверхневим 
шаром вакуумним термоциклічним азотуванням у 
плазмі пульсуючого тліючого розряду (ВТАППТР) в 
умовах одночасного впливу циклічного навантажен-
ня та температури проводили за схемою (рис. 2) з 
використанням методу кінцево-елементного аналізу. 

Модель напружено-деформованого стану зраз-
ка розбито на кінцеві елементи з полями переміщень 

від дії циклічного навантаження та температури. В 
якості  циклічного навантаження до зразка викорис-
товували робочу частоту установки 10 кГц, що при-
кладена в точці його закріплення. При розрахунках 
враховувалася рівномірність розподілу температур-
ного поля по площі зразка [3]. Модель зразка без 
ЗПШ складається із 460 вузлів та має 264 елементи, 
а із ЗПШ – 690 вузлів та 440 елементів. 

Після проведення досліджень програмний 
комплекс дозволяє побачити поля еквівалентних 
напружень у моделі  зразка зі ЗПШ та зразка без 
ЗПШ. 

 

 
Рис. 3. Поля еквівалентних напружень у моделі зразка без ЗПШ  

при середньому напруженні циклу та температури, Па 
 
 

 
Рис. 4. Поля еквівалентних напружень у моделі зразка із ЗПШ  

при середньому напруженні циклу та температурі, Па 
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Висновки 
 
За допомогою методу кінцево-елементного 

аналізу можна передбачити роботу конструктивних 
елементів із ЗПШ в умовах одночасної дії циклічних 
навантажень та температури, а саме межу витрива-
лості, кількість циклів до руйнування та місце руй-
нування.  

На основі полів еквівалентних напружень, 
можна побудувати криві, які характеризуватимуть 
усереднене значення напружень та провести їх 
аналіз. 
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РАСЧЕТ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАНОГО СОСТОЯНИЯ  
ЛОПАТКИ КОМПРЕССОРА АВИАЦИОННОГО ГАЗОТУРБИННОГО ДВИГАТЕЛЯ  

МЕТОДОМ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОГО АНАЛИЗА 
А.Ю. Нежведилов 

В статье рассмотрен конечно-элементный анализ, который позволяет установить поля эквивалентных 
напряжений в модели образца с упрочненным поверхностным слоем, полученным методом вакуумного тер-
моциклического азотирования в плазме пульсирующего тлеющего разряда. Указан программный комплекс, 
который рассчитывает напряженно-деформированное состояние образца с помощью метода конечно-
элементного анализа. Определены трехмерные конечные элементы, которые строятся на основе построен-
ной объемной геометрической модели образца. Указана схема проведения исследования напряженно-
деформированного состояния при помощи метода конечно-элементного анализа и определена величина эк-
вивалентных напряжений, а также последовательность обработки результатов. 

Ключевые слова: программное обеспечение, расчеты, лопатка, напряженно-деформированное состоя-
ние, конечные элементы. 
 

CALCULATION OF THE STRESS-DEFORMATION OF COMPRESSOR BLADES  
AIRCRAFT GAS TURBINE ENGINE THE FINITE-ELEMENT ANALYSIS 

A.Y. Nezhvedilov 
This article describes the finite-element analysis, which allows you to set a field of equivalent stresses in the 

model sample with hardened surface layer obtained by vacuum-ter in the plasma nitriding motsiklicheskogo 
pulsating glow. These software package that calculates the stress-strain state of the sample by the method of finite-
element analysis. Defined three-dimensional finite elements which are based on geometric models constructed bulk 
sample. The above scheme of the stressed-deformed state by the method of finite-element analysis and determined 
the value of equivalent stress and the sequence of processing results. 

Keywords: software, calculations, scoop, stressed-deformed state, finite elements. 
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