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МЕТОД ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ПЛОСКИХ ЗАДАЧАХ 

ДИНАМИКИ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 
 

На базе оригинального аппарата векторно-тензорного анализа, где развиты теоремы как дифферен-
циального, так и интегрального типов, получены обобщения интегралов системы дифференциальных 
законов сохранения механики жидкости, а также интегральные представления решений полной сис-
темы уравнений Навье-Стокса в случае обтекания произвольного телесного профиля потоком вязкой 
несжимаемой жидкости также и вблизи поверхности раздела. Эта апробированная идеология позво-
ляет проводить широкомассштабные исследования практически востребованных задач современной 
аэродинамики летательных аппаратов и их частей, а также получить новые современные  подходы к 
решению классических задач векторного анализа. 
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Введение 
 

Сведение краевой или начально-краевой задачи 
к интегральному уравнению или к адекватной сис-
теме интегральных уравнений позволяет: понизить 
размерность задачи и рассматривать более сложные 
классы задач, чем те которые решаются другими 
методами; непосредственно определять неизвестные 
величины на границах, не вычисляя их во всем про-
странстве движения; решение во внутренних точках 
области находятся интегрированием; в силу гранич-
ных условий, гидродинамические нелинейные зада-
чи привести к системе линейных граничных инте-
гральных уравнений относительно неизвестных 
краевых значений разыскиваемых параметров зада-
чи или функций от них [1]. Метод позволяет ставить 
и решать экстремальные задачи, которые невозмож-
но решить другими методами. 

 
Постановка задачи 

 
В силу многопараметричности и нелинейности 

основных задач механики сплошных сред, сущест-
венное развитие, наряду с физическим, получил вы-
числительный эксперимент, а также продолжает 
совершенствоваться идеология теоретических ис-
следований. Значительные достижения получены в 
численном анализе и, особенно, в численной реали-
зации конкретных математических моделей механи-
ки вязкой несжимаемой жидкости. 

Наиболее достоверной и апробированной ма-
тематической моделью движения несжимаемой не-
теплопроводной жидкости является краевая задача 

для системы дифференциальных уравнений в част-
ных производных Навье-Стокса [2], которая в слу-
чае отсутствия массовых сил состоит из уравнения 
неразрывности 

 , 0 V           (1) 
и закона сохранения импульса 

    , ,   V V T ,  (2) 

где тензор напряжений имеет вид: 
p   T I V    (3) 

I  - единичный тензор, p – скалярное давление,  - 
плотность среды, а V - вектор скорости. 

Причем искомые характеристики обтекания: 
давление - p и завихренность - Ω  (рис. 1), должны 
определяться с учетом заданных граничных усло-
вий: 
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r r
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Рис. 1. Телесный профиль в нестационарном  
завихренном потоке вблизи поверхности раздела 

 Ю.А. Крашаница 
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Кроме этого, здесь необходимо выделить тот 
классический факт, что векторы скорости V и за-
вихренности Ω являются решениями основной зада-
чи векторного анализа [3-4]: 

 
 

, q;

, 0,

 

 

V

Ω
   (5) 

где q - интенсивность возможных источни-
ков/стоков массы и параметров энергетической ме-
ханизации [5-6]. 

 

x y

;
x y

* v v

 
  

 
    

V VV i j

V i j
  (6) 

а V  и * V сопряженные тензоры. 
Система (1 – 4) впервые была построена в 1822 

году. До настоящего времени не найден общий ме-
тод исследования и решения этой нелинейной сис-
темы, а известны лишь некоторые частные случаи 
линеаризации, когда удавалось найти аналитические 
решения системы Навье-Стокса [7]. Тем не менее, 
современное развитие как методов математической 
физики, так и теории обобщенных функций в при-
менении к краевым задачам, и, в первую очередь, 
аэрогидродинамики, позволяют выходить на анали-
тические решения определенных классов нелиней-
ных задач [8]. 

 
Векторно-тензорные  

дифференциальные операции 
 

Нетрудно показать, что для  любых вектор-
функции a и скалярной функции  , имеющих не-
прерывные производные до второго порядка вклю-
чительно в исследуемой области, имеют место сле-
дующие обобщенные операции векторно-тензорного 
анализа, которые будут также широко использо-
ваться и в дальнейшем  (выражение вида ab - диа-
да): 

  , ;   I ;  (71) 

   , , ;   I I  (72) 

    , , ;  I,a a  (73) 

     , , , , *a , ;            kk a a I I a            (74) 

 , , *a ;     I a a              (75) 

   , , , ;     I a kk a            (76) 

   , , *    a a .                 (77) 
Поэтому основную задачу векторного анализа гид-
родинамического содержания (5) целесообразно 
сформулировать в консервативной форме (см. (77)) 

   , , * q      V V ;  (8) 

   , , * 0     Ω Ω . (9) 
В представленной работе предполагается от-

сутствие как объемных, так и поверхностных источ-
ников массы  q 0 , хотя эта идеология позволяет 
учитывать физико-химические взаимодействия с 
реагированием, приводящие к важным эффектам, 
существенно влияющих на аэрогидродинамические 
характеристики объектов аэрокосмической техники 
на любых режимах полета и в любой среде или ат-
мосфере. 

Приведенные векторно-тензорные операции (7) 
позволяют выписать закон сохранения импульса (2), 
при указанных ограничениях, в консервативной 
форме, которая широко используется в мировой 
практике вычислительной аэрогидродинамики [9]  

 

p,

p, I 0.

  
        
  

         

VV V

VV ,Ω
             (10) 

Консервативная форма закона сохранения (10) 
допускает введение векторного потенциала: 

 p p I *        
 

VV V VV ,Ω Ψ ,    (11) 

где векторный потенциал Ψ принадлежит к классу 
решений базового уравнения типа (9) основной за-
дачи векторного анализа : 

   , * , 0     Ψ Ψ . (12) 
 

Фундаментальное решение основной  
задачи векторного анализа 

 

Условия Коши-Римана ;
x y y x
   

  
   

 мож-

но представить в векторных видах:  ,   k , 

 ,    k , где функции   и   - сопряженные 
аналитические функции – известные решения урав-

нения Лапласа: 0
1 ln r r

2
  


, 0

0

y y1 arctg
2 x x


 

 
. 

Отсюда следует, что тензор  

   0r r ,   Γ I I k  

является консервативным 

       , , , , 0         Γ I I k k ,   (13) 

а в силу условий Коши-Римана и потенциальным, 
так как  

 , 0
x y x y

      
              

Γ k j i k i j .  (14) 



ISSN 1727-7337. АВИАЦИОННО-КОСМИЧЕСКАЯ ТЕХНИКА И ТЕХНОЛОГИЯ, 2012, № 5 (92) 45 

Кроме этого, можно утверждать [3-4], что тен-
зор Γ  является фундаментальным решением диф-
ференциальных операторов второго порядка видов 
(8-9, 12): 

   , , ,          Γ Γ Γ Ι .  (15) 

 
Интегральные представления решений 

 
Исходя из обобщенных формул Грина, приме-

няя классический процесс выделения особой точки, 
с учетом известных свойств потенциала двойного 

слоя 
n



, имеем интегральное представление реше-

ния оператора  , q   a  для произвольного век-
тора a в плоской области с контрольной границей 
   (рис. 2). 

 
Рис. 2. Выделение особой точки внутри  

контрольной области 
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q, d


   a r Г

   
 

,
n



             


a n a Г
L+

d l +, ,   

 
  n



    
Гa

L+
d l +, .  (16) 

В простейшем случае движения несжимаемой 
нетеплопроводной жидкости при отсутствии источ-
ников массы в области, отсюда имеем интегральное 
представление, например,  вектора скорости 

     
 

,
n



          


VV r n Ω Г,   
L+

d l +  

 
 

,
n



    
ГV

L+
d l +,   (17) 

где контурные интегралы в уравнениях (16-17) до-
пускают численную реализацию в силу их принад-
лежности к классу сингулярных интегралов и инте-
гралов со слабой особенностью. 

Выводы 
 
Представлено развитие нового общего направ-

ления численно-аналитического решения широкого 
класса нелинейных задач механики сплошных сред. 
Развиты новый подход и формализм в построении 
граничных интегральных уравнений  эквивалентных 
начально-краевым задачам основных математиче-
ских моделей механики жидкости и газа. 
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МЕТОД ГРАНИЧНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ В ПЛОСКИХ ЗАДАЧАХ  

ДИНАМІКИ В'ЯЗКОЇ РІДИНИ 
Ю.О. Крашаниця 

На базі оригінального апарату векторно-тензорного аналізу отримані узагальнення інтегралів ди-
ференціальних законів збереження, а також інтегральні представлення розв'язків повної системи рівнянь 
Нав'є-Стокса у випадку обтікання довільного тілесного профілю потоком в'язкої нестисливої рідини також і 
поблизу поверхні розділу. 

Ключові слова: тілесний профіль, система рівнянь Нав'є-Стокса, векторні потенціали, інтегральне по-
дання розв'язків,  система інтегральних рівнянь 
 

METHOD OF BOUNDARY INTEGRAL EQUATIONS IN PLANE VISCOUS  
FLUID DYNAMICS PROBLEMS 

Y.A. Кrashanytsya 
On the basis of the original unit vector and tensor analysis, the generalization of the integrals of differential 

conservation laws, as well as integral representations of solutions of the full Navier-Stokes equation for flow past an 
arbitrary solid profile of a viscous incompressible fluid is also close to the interface. 

Key words: solid profile, the system of Navier-Stokes equations, vector potentials of integral representations 
of solutions, the system of integral equations 
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