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УПРАВЛЕНИЕ ПОТОКОМ И ТУРБУЛЕНТНЫЕ КАСКАДНЫЕ ПРОЦЕССЫ  

ПРИ НАЛИЧИИ ВНЕШНИХ СИЛ 
 

Приведены результаты численного моделирования турбулентного спектра для случая течения жидко-
сти в поле соленоидальной и несоленоидальной внешних сил.  Модель основывается на уравнениях для 
коллективных переменных-амплитуд Фурье поля скорости, просуммированных по октаве волновых чи-
сел. Было получено, что наличие внешней силы в различных гармониках влияет на протяженность уча-
стка турбулентного спектра, отвечающего закону Колмогорова. Было показано, что наличие несоле-
ноидальной части внешней силы не меняет качественного характера каскадного процесса, а  только 
увеличивает максимальные значения пульсаций скорости. Проведена оценка влияния учета сжимаемо-
сти среды на перенос энергии по спектру турбулентности при наличии силы Лоренца. 
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Введение 
 
Вопросам, связанным с управлением сверхзву-

ковыми потоками, посвящено огромное количество 
работ. Не останавливаясь на общепринятых газоди-
намических методах управления потоком, отметим, 
что в последние десятилетия стали интенсивно раз-
виваться, так называемые, плазменные методы кон-
троля течения и сформировалось новое направление 
в аэродинамике - плазменная аэродинамика [1]. 

Экспериментальные исследования показали как 
возможность снижения сопротивления тел в сверх-
звуковом потоке путем формирования пламенных 
образований [2], так и возможность модификации 
структуры высокоскоростного потока при генерации 
поверхностных разрядов [3].  К концепции плазмен-
ного управления потоком можно также отнести ра-
боты, связанные с формированием высокоэнталь-
пийных струй дуговых разрядов в сверхзвуковом 
потоке воздуха.  

 
1. Анализ публикаций 

 
Вопросом, который вызывает большой интерес 

в данном случае, является вопрос о характере спек-
тра турбулентности, формируемого в процессе рас-
ширения дуги плазменного канала. Известно, что в 
процессе эволюции канала дуги в зависимости от 
величины джоулевого тепловыделения, определяе-
мого величиной тока, можно получить различные 
значения величины интенсивности турбулентности.  

Для описания процесса генерации турбулент-
ности и изучения спектра энергии турбулентности в 

работе [4] была предложена модель каскадного про-
цесса и рассмотрен перенос энергии по спектру для 
случая несжимаемой жидкости. В работе [5] приве-
ден анализ генерации турбулентности в свободной 
атмосфере в результате возникновения сдвиговой 
неустойчивости Кельвина-Гельмгольца. В работе [6] 
авторы рассмотрели модель каскадного процесса 
для случая закрученных течений. Что касается об-
ласти плазменной аэродинамики, то здесь остается 
открытым вопрос о влиянии внешней силы (в част-
ности, силы Лоренца) на характер передачи энергии 
по спектру турбулентности.  

 
2. Цель и постановка задачи 

 
Целью исследования является определение ха-

рактера эволюции спектра турбулентности в зави-
симости от внешней силы, а также определение 
влияния сжимаемости среды и пульсаций плотности 
на передачу энергии по спектру в этом случае.   

Для сокращенного описания развитого турбу-
лентного течения введем коллективные перемен-
ные-амплитуды Фурье поля скорости, просуммиро-
ванные по октаве волновых чисел 
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Из уравнений Навье-Стокса для несжимаемой 

жидкости по аналогии с работой [4] для переменных 
lu  можно получить  модельное уравнение вида 
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где   – кинематическая вязкость смеси, 
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   – фурье-компонента соленоидальной 
части внешней силы, 

 – несоленоидальная часть внешней силы. 
Уравнение (1) дополнительно к модели в работе 

[2] содержит внешнюю силу Лоренца, разделенную 
на соленоидальную и несоленоидальную часть. Фу-

рье-компоненты скорости )t,k(u2 связаны со спек-
тральной плотностью энергии следующим соотно-
шением 
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Учитывая то, что члены, содержащие 2/kp   

и k2p  являются основными в каскадном процес-
се, первое слагаемое в уравнении (1) может быть 
аппроксимировано следующим образом 
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где s s,   – безразмерные константы, s s2 .    
 

Для случая совершенного сжимаемого газа мо-
дифицированное уравнение (1) дополняется уравне-
нием неразрывности и уравнением теплопроводно-
сти вида  

 

,0)t,qk(u)t,q(ki2
t

)t,k(
l

q
l 


 

    
 (3) 

l

q

n n
q

2

l
p

u (k, t) (k q, t)
t

i k u (q, t) T(k q, t) (k q, t)

k T(k, t) F (k, t),
c


  



      

 
 







      (4) 

где )t,k(  – фурье-компонента плотности, 

)t,k(T


   – фурье-компонента температуры. 
При этом слагаемые в уравнениях (3),(4), со-

держащие суммирование, могут быть аппроксими-
рованы по аналогии с выражением (2). Система 
уравнений (1)-(4) решалась численно с использова-
нием метода Рунге-Кутта и метода Гира. Были рас-
смотрены варианты с числом гармоник 10n  и 

20n  . Без ограничения общности можно принять 
следующие начальные условия:   

 
10)0(u1  , )10..,,2i(0)0(ui  ,  
20)0(u1  , )20..,,2i(0)0(ui  .  

 
3. Результаты расчетов 

 
На первом этапе оценивалось влияние внешней 

силы на эволюцию спектра  турбулентности к зако-
ну 5/3 Колмогорова, т.е. 3/1

ii k)t(u  . Результаты 
расчетов представлены на рис. 1-2 для соленоидаль-
ной и несоленоидальной внешней силы для случая 
равной нулю вязкости.  

 

 
Рис. 1. Турбулентные спектры при t = 2,5 с внешней силой, приложенной в различных гармониках 
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Рис. 2. Эволюция спектра  при действии внешней соленоидальной и несоленоидальной силы 
 

Поскольку рассматривается система с конечным 
числом гармоник, т.е. нет возможности для оттока 
энергии в высшие гармоники, то при отсутствии 
диссипации среды вся энергия скапливается в по-
следней моде. Можно отметить, что на определен-
ном этапе эволюции спектра появляется участок, где 
выполняется закон Колмогорова. 

При этом было получено, что мы можем по-
тенциально влиять на длину этот сегмента, помещая 
внешнюю силу в различные гармоники (рис. 1). 
Анализируя данные, представленные на рис. 2, от-
метим, что наличие несоленоидальной части внеш-
ней силы не меняет качественного характера эволю-
ции турбулентного спектра, а только увеличивает 
максимальные значения пульсаций скорости. 

Влияние сжимаемости среды на турбулентный 
спектр можно оценить, сравнивая данные расчетов в 
рамках предположения о несжимаемости среды и 
для случая совершенного газа. Так на рис. 3 пред-

ставлены данные расчетов поведения спектра в раз-
личные моменты времени. Наличие пульсаций 
плотности для случая нулевой вязкости среды (на 
рисунке не представлены) вызывает нелинейную 
неустойчивость, связанную с наличием конечного 
числа мод.  Вязкость создает отток энергии, что по-
зволяет получить сходящееся решение и проанали-
зировать влияние сжимаемости среды на спектр 
(рис.3, 4). Учет вязкости среды вызывает быстрый 
выход решения на стационарный режим подобия, 
при этом спектр пульсаций плотности осциллирует,  
возрастая по мере эволюции спектра и приводя к 
возникновению нелинейной неустойчивости. Коли-
чественное влияние сжимаемости на спектр энергии 
проявляется через дилатантный эффект и является 
несущественным при малом числе мод (кривые 2, 3 
на рис. 3). При  увеличении числа мод влияние сжи-
маемости проявляется на высоких гармониках 
(рис. 4, кривые 2,3). 

 
Рис. 3. Эволюция спектра скорости и плотности в различные моменты времени ( 10n  ) 
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Рис. 4. Эволюция спектра скорости и плотности в различные моменты времени ( 20n  ) 

 
Полученные расчетные данные позволяют в 

первом приближении предсказывать качественное 
поведение  турбулентного спектра в зависимости от 
внешней силы и сжимаемости среды.  

Кроме того, эти же расчетные данные можно 
применить для  оценки режима горения, который 
может быть потенциально реализован в зависимости 
от уровня турбулентности, генерируемой в процессе 
эволюции формируемой дуги плазменного канала. 
Будем ориентироваться на характерное время рас-

пространения пламени 2
n

0
c U

 , где 0 - коэф-

фициент температуропроводности, nU - нормальная 
скорость распространения пламени. Для типичных 

значений 0 и nU , характерных для смесей углево-
дородов при нормальных условиях, получаем сле-

дующую оценку 4 4
c 10 1,5 10     с. На основании 

расчетных данных турбулентного спектра характер-
ный временной масштаб турбулентности, опреде-

ляемый как  tt
K , где  - скорость диссипации 

кинетической энергии турбулентности, варьируется 

в пределах 34
t 10105   с. Ориентируясь на 

число Дамкелера 
c

tDa 
  (для данного случая 

1Da  ), следует ожидать два режима горения: ре-
жим искривленного ламинарного фронта пламени, 

если число Карловица 
K

cKa 
  <1 ( K - Колмо-

горовский масштаб) или режим расширяющегося 
фронта пламени при Ка > 1. Переход между двумя 
случаями контролируется текущим током дуги (ин-
тенсивностью внешней силы в уравнении (1)) и 
формируемой интенсивностью турбулентности. 

Выводы 
 
Представлена математическая модель каскад-

ного процесса с учетом сжимаемости среды и несо-
леноидальности внешней силы. 

Показано, что существует потенциальная воз-
можность влияния на длину колмогоровского участ-
ка турбулентного спектра путем помещения внеш-
ней силы в различные гармоники. 

Получено, что наличие несоленоидальной час-
ти внешней силы не меняет качественного характера 
спектра, а только приводит к увеличению пульсаций 
скорости. Влияние сжимаемости среды на спектр 
скорости проявляется только на высоких модах за 
счет дилатантного эффекта и является дополнитель-
ным фактором, вызывающим появление нелинейной 
неустойчивости. 
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КЕРУВАННЯ ПОТОКОМ ТА ТУРБУЛЕНТНІ КАСКАДНІ ПРОЦЕСИ  

ЗА НАЯВНОСТІ ЗОВНІШНИХ СИЛ 
А.А. Тропіна 

Наведено результати чисельного моделювання турбулентного спектра у випадку течії рідини у полі со-
леноідальної та несоленоідальної зовнішньої сили. Модель ґрунтується на рівняннях для колективних змін-
них Фур’є амплітуд поля швидкості, які підсумовано по октаві хвильових чисел. Було отримано, що наяв-
ність зовнішньої сили в різних гармоніках впливає на протяжність ділянки турбулентного спектру, що від-
повідає спектру Колмогорова. Було показано, що наявність несоленоідальної частини зовнішньої сили не 
змінює якісного характеру каскадного процесу, а тільки збільшує максимальні значення пульсацій швидкос-
ті. Проведено оцінку впливу стисливості середовища на перенос енергії по спектру турбулентності за наяв-
ності сили Лоренцу.  

Ключові слова: каскадний процес, спектр турбулентності, амплітуди Фур’є поля швидкості, стисливий 
газ, сила Лоренца, чисельне інтегрування. 

 
FLOW CONTROL AND TURBULENT CASCADE PROCESSES IN THE PRESENCE  

OF EXTERNAL FORCES  
A.A. Tropina 

Results of the numerical modeling of the turbulent spectra for a case of the liquid flow in the field of solenoidal 
and non-solenoidal external forces have been presented. A model is based on the equations for Fourier amplitudes of 
the velocity field summated over the octave of wave numbers.  It was obtained, that putting an external force in dif-
ferent harmonics influences on the turbulent spectrum length corresponding to the Kolmogorov’s law. It was shown, 
that the non-solenoidal part of the external force does not change the qualitative character of the cascade process, 
only increases maximum values of pulsation velocities.  Influence of the non-compressibility of the medium on the 
energy transfer in the turbulent spectrum with Lorentz force has been evaluated.  

Key words: cascade process, turbulent spectrum, Fourier amplitudes of the velocity field, compressible gas, 
Lorentz force, numerical integtration.  
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