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Изложена методика исследований вынужденных колебаний и напряженно-деформированного состоя-
ния венцов рабочих лопаток турбомашин как циклически несимметричной системы с учетом демпфи-
рования. С использованием метода конечных элементов разработана уточненная математическая 
модель венца как совокупности секций «сектор диска – лопатка с демпферными связями», позволяю-
щая учесть конструктивную неоднородность диска и пера лопатки. Приведены результаты расчета 
амплитуд вынужденных колебаний системы, возбуждаемых нестационарной газодинамической силой 
для различных вариантов демпфирования. Указаны значения максимальных напряжений в зависимости 
от частоты вынужденных колебаний и числа узловых диаметров для основных конструктивных ис-
полнений лопаточного венца. 
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Введение 
 

В современных условиях развития турбострое-
ния преобладающей является тенденция увеличения 
единичной мощности турбоагрегатов при непремен-
ном условии повышения их экономичности и на-
дежности. Поэтому для обеспечения бесперебойной 
работы оборудования и снижения затрат на его ка-
питальный ремонт возникает необходимость изуче-
ния вибрационных процессов в наиболее ответст-
венных частях турбомашин. Особое внимание 
должно быть уделено такому высоконагруженному 
узлу, как лопаточный аппарат, подверженному воз-
действию нестационарных газодинамических сил. 
Не менее важным является и тот факт, что с увели-
чением мощности турбоагрегатов возрастает и тем-
пература потока рабочего тела, воздействующего на 
лопатки турбин. 

Основные методы расчета амплитуд и частот, а 
также напряженно-деформированного состояния как 
отдельных лопаток, так и рабочих колес турбин в 
рамках стержневой теории приведены в работах  
[1, 2]. Однако, методикам, основанным на стержне-
вой теории, присущ важный недостаток − лопатки 
рассматриваются как закрученные нерастяжимые и 
жестко закрепленные в диске стержни переменного 
поперечного сечения, совершающие синфазные ко-
лебания в одной из главных плоскостей изгиба. В 
работе [3] вынужденные колебания венца лопаток 
исследуются при помощи метода начальных пара-
метров, однако, в ней не приведен метод вычисле-

ния амплитуд гармоник возмущающих сил. В [4] 
при решении уравнений вынужденных колебаний 
используются асимптотические методы нелинейной 
механики, но не учитывается демпфирование в сис-
теме. В работах [2, 5] данная проблема решается с 
использованием метода конечных элементов, но в 
[2] не учитывается демпфирование, а в [5] лопаточ-
ный венец рассматривается как циклически симмет-
ричная система. Исследование амплитуд и частот 
свободных колебаний венцов рабочих лопаток при-
ведено в работе [6], частот и форм колебаний от-
дельных лопаток методом динамических суперэле-
ментов − в [7], а определение напряжений и частот 
колебаний рабочих лопаток экспериментальным 
путем – в работах [8] и [9] соответственно. 

 
1. Постановка задачи и цель  

исследования 
 
Как свидетельствует приведенный выше анализ 

исследований и публикаций по изучаемой теме, в 
математических моделях вынужденных колебаний 
венцов рабочих лопаток турбомашин, созданных как 
на основе стержневой теории, так и с использовани-
ем МКЭ, не учитывается возможность нарушения 
циклической симметрии лопаточного венца, вы-
званного технологическими отклонениями при из-
готовлении лопаток. Поэтому целью исследования 
является разработка уточненной математической 
модели вынужденных колебаний и напряженно-
деформированного состояния венцов рабочих лопа-
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ток турбомашин как циклически несимметричной 
системы с использованием МКЭ. Также в работе 
необходимо учесть влияние на амплитуды колеба-
ний внутреннего и конструкционного демпфирова-
ния в местах соединения демпферных связей с пе-
ром лопатки. 

 
2. Изложение основного материала 
 
Пусть венец содержит h рабочих лопаток с 

замкнутыми на круг связями, причем h − l лопаток 
имеют одинаковые, а l лопаток − различные геомет-
рические, инерционные и жесткостные характери-
стики. Как было указано выше, разброс парциаль-
ных свойств лопаток может, например, быть резуль-
татом технологических отклонений в процессе их 
изготовления. Возмущающая газодинамическая си-
ла, как и любая периодическая функция, может быть 

разложена в ряд Фурье [10]. Амплитуды резонанс-
ных колебаний рассматриваемого венца лопаток, 
возбуждаемых k-ой гармоникой внешней нагрузки, 
определяются методом прямого решения уравнений 
вынужденных колебаний этого венца на основе раз-
ложения по заранее вычисленным главным формам 
его свободных колебаний. Если для циклически 
симметричной системы такое разложение можно 
проводить по одной – «резонирующей» форме коле-
баний, то в случае значительного отклонения от 
симметрии разложение требуется проводить уже по 
некоторому числу m близких форм свободных коле-
баний [5]. Число m зависит от степени нарушения 
симметрии и плотности частотного спектра свобод-
ных колебаний системы. Лопаточный венец может 
быть представлен в виде совокупности секций, каж-
дая из которых состоит из собственно лопатки, сек-
тора диска и демпферных связей (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Модель секции «сектор диска – лопатка с демпферными связями»:  

индексами (1), (0) и (2) обозначены левая граница,  
средняя часть и правая граница секции соответственно 

 
Запишем уравнения вынужденных колебаний 

одной из таких секций: 

IJIJJIJJIJ FKCM   ,             (1) 
(I,J = 1,2,….,n), 

где MIJ и KIJ – матрицы инерции и жесткости соот-
ветственно; 

CIJ = 2μMIJ − матрица демпфирования [5]; 
μ − коэффициент затухания; 
δJ − обобщенные перемещения узлов секции; 
FI – возмущающая газодинамическая сила: 

tksinFtkcosFF )2(
I

)1(
II  , 

k – номер гармоники возмущающей силы; 
ω – частота вынужденных колебаний секции; 
n – число узлов секции. 

Решение системы уравнений (1) представлено в сле-
дующем виде: 

tksinatkcosa 2
J

1
JJ  ,             (2) 

 (J =1,2,….,n), 

где 1
Ja  и 2

Ja  – амплитуды колебаний узлов левой и 
правой границ секции соответственно. 

Подставляя (2) в (1), получаем систему уравне-
ний (3): 
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где Ψab = 2μkωMIJ; Λab = KIJ – (kω)2MIJ; 
Λ11, Λ01, Λ21 и. т. д. − блоки динамической мат-

рицы жесткости, соответствующей степеням свобо-
ды левой границы (индекс 1), средней части (индекс 
0) и правой границы (индекс 2) секции. Аналогично 
и для динамической матрицы демпфирования Ψ. 

)1(
1a , )1(

0a , )1(
2a  и т. д. – амплитуды вынужденных 

колебаний левой границы, средней части и правой 
границы секции (индексы 1, 0, 2) соответственно, 
возбуждаемых переменной газодинамической си-
лой. Индекс в скобках обозначает амплитуды при 
coskωt − (1), а (2) – при sinkωt. 

Исключая амплитуды колебаний узлов средней 

части секции )1(
0a  и )2(

0a , на основе (3) получается 
следующая зависимость между граничными ампли-
тудами колебаний и возмущающей силы: 
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где 
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2/d),2c(cdD  ;     0),2c(0cA  ;     0),2c(0cA  ; 
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(a = 1, 2, 3; b = 1, 2, 4; c = 1, 2, 4; d = 2, 3, 4), I1 − единичная матрица. 
 

Предполагается, что уравнения (1) описывают 
колебания первой секции системы. Тогда для q-й 
секции элементы вектора в правой части уравнения 
(4) будут определяться следующим образом: 
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где Δα = 2π / h. 

Соотношения (4) и (5) необходимо получить 
для одной из однородных и всех неоднородных сек-
ций.  

Нумерация секций начинается с лопатки, не 
имеющей отклонений.  

Рассматривая систему (венец рабочих лопаток) 
как объединение h секций, можно получить уравне-
ние для определения амплитуд резонансных колеба-
ний системы: 

    FaG  .                               (6) 

Матрица [G] имеет вид: 
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где 
h
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а верхние индексы (1, 2,….,h−2, h−1, h) у элементов 
матрицы [S] определяют номер рассматриваемой 
секции в лопаточном венце. 

Тогда с учетом (4), (5) и (7) уравнение (6) пре-
образуется следующим образом: 
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В формулах (8) индекс в скобках обозначает 
амплитуды при coskωt − (1), а (2) – при sinkωt; пер-
вый нижний индекс обозначает узлы на левой гра-
нице секции (индекс 1), а 2 – на правой; нижний 
индекс после запятой – номер секции в венце. 

Затем по найденным значениям амплитуд вы-
нужденных колебаний граничных узлов на основе 
(4) вычисляются амплитуды вынужденных колеба-
ний и всех остальных узлов секции. Для того, чтобы 
определить амплитуды вынужденных колебаний 
всего венца, необходимо решить уравнения (1) – (8) 
для каждой из секций, входящих  в него. 

После получения значений амплитуд вынуж-
денных колебаний во всех узлах секции, можно пе-
рейти к определению напряжений и деформаций. В 
общем случае матрица напряжений записывается 
следующим образом [10]: 

       0D  ,                             (9) 
где σ − матрица напряжений; 

D – матрица упругих постоянных; 

ε − матрица деформаций; 
ε0 – матрица тепловых деформаций. 

Учитывая то, что при определении деформаций и 
напряжений система координат секции остается та-
кой же, как и при определении амплитуд, матрица 
напряжений в формуле (9) состоит из таких компо-
нентов: 

 























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












YZ

XZ
XY

Z
Y
X

,                            (10) 

где σ – нормальные напряжения; 
τ – касательные напряжения; 

Матрица упругих постоянных формируется на 
основе зависимостей, приведенных в [2]: 

 

















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




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66
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464544
363534

262524

161514

33

2322

131211

D
DD
DDD
DDD
DDD
DDD

D
DD
DDD

D , 

где D11 = D22 = D33 = λ+2ν; 
D12 = D13 = D23 = λ; 
D44 = D55 = D56 = ν; 
D14 = D15 = D16 = D24 = D25 = D26 = D34 = D35 =   

= D36 = D45 = D46 = D56 = 0; 
λ – постоянная Ляме [2]: 

  



211

E , 

ν – коэффициент Пуассона; 
E – модуль Юнга. 

Структура матриц полной ε и тепловой дефор-
маций ε0  приведена в (11) и (12) соответственно 
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,                              (11) 
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 
 
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,                             (12) 

где ε – деформации растяжения-сжатия; 
γ – сдвиговые деформации; 
αe – коэффициент расширения материала; 
Т – температура материала секции. 

Для вычисления деформаций по формулам (11) 
и (12) необходимо связать их с перемещениями уз-
лов секции, определенными в (2). Далее приведена 
формула для определения деформаций рассматри-
ваемой коненчноэлементной модели секции в зави-
симости от перемещения ее узлов, основанная на 
зависимости, предложенной в работе [10]: 
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,                 (13) 

где δX, δY, δZ  − проекции перемещения δ на оси де-
картовой системы координат секции X, Y, Z соот-
ветственно. 

После вычисления по формуле (2) перемещения 
узлов рассматриваемой секции, а по формулам (11) и 
(12) матриц полной и тепловой деформаций соответ-
ственно определяется матрица напряжений. Таким 
образом, может быть получено поле напряжений для 
всех составляющих секции: сектора диска, лопатки и 
демпферных связей. Использование данной матема-
тической модели позволяет проводить исследование 
распределения напряжений и деформаций для любой 
формы колебаний, так как при вычислении переме-
щений по формуле (2) и связанным с ней формулам 
(3 – 8) в рассмотрение можно принять любую k-ую 
гармонику возмущающей переменной газодинамиче-

ской силы. Как и при определении амплитуд вынуж-
денных колебаний, соотношения (9 – 11) необходимо 
получить для всех неоднородных и, как минимум, 
для одной однородной секции. Затем, обобщив полу-
ченные результаты для всех секций, определяются 
поля распределения напряжений и деформаций для 
всего рассматриваемого лопаточного венца. Кроме 
того, может быть решена и обратная задача. Зная по-
ле напряжений в лопатках и диске, например, из ре-
зультатов эксперимента, можно рассчитать величины 
амплитуд и частот вынужденных колебаний всей 
рассматриваемой системы.  

 

3. Основные результаты и их анализ 
 
Описанный в данной работе метод, может быть 

реализован для расчета вынужденных колебаний 
систем рабочих лопаток турбомашин. С целью изу-
чения практической пригодности разработанной 
математической модели проведены расчеты ампли-
туд колебаний, а также напряжений венца рабочих 
лопаток турбины, возбуждаемых нестационарной 
газодинамической нагрузкой, возникающей из-за 
технологической неоднородности сопловой решет-
ки. Неоднородность сопловой решетки задавалась 
отклонениями углов установки лопаток от их номи-
нальных значений. Проведя разложение в ряд Фурье 
периодической газодинамической силы, и зная час-
тоты собственных колебаний венца, можно выде-
лить гармоники, вызывающие резонансные колеба-
ния. Амплитудно-частотные характеристики иссле-
дуемого лопаточного венца с учетом нелинейного 
как внутреннего, так и конструкционного демпфи-
рования представлены на рис. 2. 

Вычисление амплитуд вынужденных колеба-
ний проводилось методом разложения по формам 
свободных колебаний данной системы (венца лопа-
ток). Кривая 1 соответствует модели неполного про-
скальзывания с жесткой связью середин зон контак-
та демпфера и пера лопатки (коэффициент затуха-
ния μ = 0,1636). Кривая 2 – модель полного про-
скальзывания (коэффициент затухания тот же). Оче-
видно, что все промежуточные варианты конструк-
ционного гистерезиса лежат в области, находящейся 
ниже кривой 1 и выше кривой 2. При этом выбор 
той или иной модели демпфирования зависит от 
конструкции венца и параметров прохождения газа  
через него. Для унификации процедуры расчета раз-
личных типов рабочих колес лопаток предполагает-
ся, что середины зон контакта демпфера и пера ло-
патки связаны между собой «пружиной». Варьируя 
жесткостью этой пружины от нулевого уровня до 
абсолютно жесткой связи можно моделировать все 
возможные варианты конструкционного гистерезиса 
от кривой 1 до кривой 2. Исходя из рис. 2 очевидно, 
что более опасным является вариант неполного про-
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скальзывания (кривая 1) В этом случае амплитуды 
резонансных колебаний на 35–38% выше, чем в слу-
чае полного проскальзывания. 

Поэтому целесообразным будет вести расчеты 
амплитуд вынужденных колебаний и напряжений 
венца рабочих лопаток с учетом нелинейного как 
внутреннего, так и конструкционного демпфирова-
ния в предположении неполного проскальзывания, 
так как наибольшие амплитуды соответствуют мак-
симальным напряжениям. 

В табл. 1 представлены зависимости макси-
мальных напряжений, возникающих при вынужден-
ных колебаниях в лопаточном венце, от частоты 
колебаний. Рассматриваются два типа венцов, ис-
пользуемых в практике отечественного турбострое-
ния: венец с диском, имеющим центральное отвер-
стие под вал, и с цельным диском.  

Количество лопаток в венцах равно восьмиде-
сяти; высота лопатки l = 135 мм; материал лопаток – 
жаропрочная сталь СМ88У – ВИ (плотность мате-

риала ρ = 8100 кг/м3, модуль Юнга 1,79*106 МПа, 
коэффициент Пуассона υ =0,3). Расчеты также про-
водились с использованием следующих характери-
стик диска, а именно, диаметр диска D = 450 мм 
материал диска – жаропрочная сталь ЭП 472-ИД 
(плотность материала ρ = 8300 кг/м3, модуль Юнга 
1,73*106 МПа, коэффициент Пуассона υ =0,3). 

Анализируя представленные в табл. 1 зависи-
мости следует отметить, что при одинаковом числе 
узловых диаметров частоты колебаний цельного 
диска выше. Однако, уровень напряжений – ниже, 
чем для диска с центральным отверстием под вал. 
Это может быть объяснено тем, что цельный диск 
является более жестким, значит, частоты его коле-
баний выше, а амплитуды – меньше. поэтому уро-
вень вибронапряжений в цельном диске ниже.  

Следовательно, с точки зрения вибрационной 
надежности предпочтительней применять конструк-
ции венцов, не имеющих диска с центральным от-
верстием. 

 

 
Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики венца лопаток турбины с учетом нелинейного внутреннего  
и конструкционного демпфирования: A*105, м – амплитуда вынужденных колебаний; ω – частота колеба-

ний; ωр – резонансная частота. 1 – расчет в предположении неполного проскальзывания; 2 – расчет  
в предположении полного проскальзывания демпферной связи и пера лопатки 

Таблица 1 
Максимальные напряжения и частоты колебаний венцов рабочих лопаток турбомашин 

Венец с цельным диском 

Число узловых диаметров, n Частота вынужденных  
колебаний ω, Гц 

Максимальные напряжения 
σmax, МПа 

n = 1 933 257 
n = 2 1066 395 
n = 3 1174 628 
n = 4 1295 857 
n = 5 1325 1032 

Венец с диском, имеющим отверстие под вал 
n = 1 825 366 
n = 2 942 473 
n = 3 1097 739 
n = 4 1178 1003 
n = 5 1289 1108 

A 1 

2 

ω/ωр 
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Выводы 
 
С использованием метода конечных элементов 

(МКЭ) решена задача расчета амплитуд и частот 
вынужденных колебаний венца рабочих лопаток 
турбомашин, как циклически несимметричной сис-
темы, с учетом демпфирования. Для решения дан-
ной задачи разработана уточненная математическая 
модель секции «сектор диска – лопатка с демпфер-
ными связями», позволяющая в достаточно полной 
мере учитывать особенности конструкции пера и 
хвостовика лопатки, демпферных связей, диска. Оп-
ределение амплитуд и частот колебаний лопаточно-
го венца с замкнутыми на круг демпферными связя-
ми, а также напряжений, вызванных воздействием 
нестационарной газодинамической силы, может 
быть представлено в виде расчета этих величин для 
совокупности  таких секций. Это, в свою очередь, 
дает возможность проводить исследования для раз-
личных типов конструкций и оптимизировать их 
прочностные характеристики.  

Анализ полученных результатов, проведенный 
для двух типов исследуемой конструкции, подтвер-
ждает адекватность такой модели и указывает на то, 
что для снижения уровня напряжений, возникаю-
щих при вынужденных колебаниях в венце, более 
предпочтительной является конструкция с цельным 
диском. Не менее важным является и то обстоятель-
ство, что при расчете напряженно-деформирован-
ного состояния учитываются не только механиче-
ские, но и температурные деформации.  

Кроме того, матрица упругости может быть 
модифицирована и для случая  применения перспек-
тивных материалов, которые могут иметь ярко вы-
раженную анизотропию свойств, для изготовления 
лопаточного аппарата.  

Также разработанная математическая модель, 
может быть  использована для исследования коле-
баний и напряженно-деформированного состояния 
рабочих колес турбин, лопатки которых имеют бан-
дажные полки, а после определенной модификации 
и для изучения лопаток пакетной конструкции, при-
меняемых в конструкции соплового аппарата тур-
бомашин 
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КОЛИВАННЯ ТА НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМІВНИЙ СТАН ВІНЦІВ РОБОЧИХ ЛОПАТОК  

ТУРБОМАШИН ПРИ ПОРУШЕННІ ЦИКЛІЧНОЇ СИММЕТРІЇ 
О.С. Каіров, С.О. Моргун 

Викладено методику досліджень вимушених коливань та напружено-деформівного стану вінців робо-
чих лопаток турбомашин, як циклічно несиметричної системи, враховуючи демпфірування. З використан-
ням методу кінцевих елементів розроблено уточнену математичну модель вінця, як сукупності секцій «сек-
тор диску – лопатка з демпферними зв’язками», що дозволяє враховувати конструктивну неоднорідність 
диска та пера лопатки. Наведено результати розрахунку амплітуд вимушених коливань системи, які збу-
джуються нестаціонарною газодинамічною силою для різних варіантів демпфірування. Вказано значення 
максимальних напруг в залежності від частоти вимушених коливань та кількості вузлових діаметрів для ос-
новних конструктивних виконань лопаткового вінця. 

Ключові слова: вимушені коливання, демпфірування, амплітуди коливань, напружено-деформівний 
стан, метод кінцевих елементів, газодинамічна сила. 

 
 

TURBINE ENGINES BLADED DISKS SUBMITED AS NON-CYCLICAL SYSTEM VIBRATION, 
STRESS AND DEFORMATION ANALYSIS  

O.S. Kairov, S.O. Morgun 
The problems of turbine engines bladed disks, submitted as non-cyclical system, vibration, stress and 

deformation analysis has been studied. The mathematical model that gives an opportunity to present the whole 
bladed disk as a unity of homogeneous and several inhomogeneous sections has been developed by means of finite 
elements method. The usage of these model types can help to take into consideration such important units as 
structural inhomogeneity of blade and disk parts; internal and constructional damping. The results of turbine engine 
bladed disk vibration amplitudes, forced by variable aerodynamic force are given. Dependences between the highest 
stresses and forced vibration frequencies are also obtained for the two main types of bladed disks. 

Key words: forced vibration, damping, vibration amplitudes, stresses and deformations, finite elements 
method, aerodynamic force. 
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