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АЛГОРИТМ РЕАЛИЗАЦИИ МЕТОДА ЭКСПРЕСС-ОЦЕНКИ  
ПРОГНОЗИРОВАНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ К ДОЗВУКОВОМУ РЕШЕТОЧНОМУ 

ФЛАТТЕРУ ЛОПАТОЧНЫХ ВЕНЦОВ КОМПРЕССОРОВ 
 

На основе сформированной базы данных критических значений приведенной частоты колебаний раз-
работан алгоритм реализации метода экспресс–оценки прогнозирования устойчивости консольных 
лопаток компрессорных ступеней авиационных газотурбинных двигателей к дозвуковому решеточно-
му флаттеру. Приведены результаты применения алгоритма для изгибной формы колебаний рабочих 
лопаток осевых компрессоров авиационных газотурбинных двигателей в виде уравнения множествен-
ной регрессии, на основе которого разработана программа оценки их аэродинамической устойчивости 
к дозвуковому решеточному флаттеру.  
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Постановка задачи 
 
Характерной особенностью современных авиа-

ционных газотурбинных двигателей (АГТД) являет-
ся большая вероятность возникновения дозвукового 
решеточного флаттера их компрессорных, в том 
числе и вентиляторных, лопаточных венцов. Из 
практики эксплуатации АГТД [1] известно, что он 
реализуется преимущественно на низших (первых 
изгибной и крутильной) формах колебаний лопаток 
при повышенных углах атаки и полностью опреде-
ляется аэродинамическим взаимодействием лопа-
ток, которое зависит от приведенной их частоты и 
угла сдвига фаз колебаний, геометрии профиля и 
решетки, угла атаки. 

В настоящее время существует три подхода к 
оценке устойчивости лопаточного аппарата АГТД к 
дозвуковому решеточному флаттеру:  

1) статистический [2-4], базирующийся на ана-
лизе результатов стендовых испытаний двигателей и 
их эксплуатации;  

2) расчетный [5-11], основанный на аналитиче-
ских и численных решениях уравнений Эйлера и 
Навье - Стокса с использованием различных моде-
лей турбулентности; 

3) расчетно-экспериментальный [12-14], когда 
для расчета границ динамической устойчивости ис-
пользуются экспериментально определенные неста-
ционарные аэродинамические характеристики пря-
мой решетки лопаточных профилей.  

Каждый из указанных подходов, базируясь на 
выбранных предположениях и принятых допущени-
ях, имеет определенные границы применимости и, 
соответственно, точность в прогнозировании воз-
никновения дозвукового решеточного флаттера ло-

паток конкретного АГТД. Однако актуальной зада-
чей является прогнозирование границы устойчиво-
сти лопаточного аппарата компрессорных и венти-
ляторных ступеней к дозвуковому решеточному 
флаттеру на возможных режимах работы двигателя 
уже на этапе его проектирования. Для решения этой 
задачи в Институте проблем прочности им. 
Г. С. Писаренко НАН Украины, используя данные 
выполненных экспериментальных исследований 
аэродемпфирования и аэровозбуждения прямых 
решеток лопаточных профилей, которые проводи-
лись в широком диапазоне изменения угла атаки, 
приведенной частоты колебаний профилей, угла 
сдвига фаз их изгибных, крутильных и изгибно-
крутильных колебаний, геометрии решетки, опреде-
лены основные закономерности зарождения реше-
точного флаттера и установлены критические усло-
вия его возникновения, что дало возможность пред-
ложить методику экспресс-оценки динамической 
устойчивости лопаток рассматриваемых ступеней 
АГТД [15]. Её математическая реализация возможна 
при знании накопленной базы критических значе-
ний приведенной частоты колебаний лопаток, опре-
деляющих границу их динамической устойчивости к 
решеточному флаттеру, полученных как расчетны-
ми, так и экспериментальными методами. Поэтому 
целью данной работы является формирование базы 
критических значений приведенной частоты коле-
баний лопаток, на основании систематизации суще-
ствующих данных их определения, разработка её 
математической модели и адаптирование для про-
гнозирования динамической устойчивости к дозву-
ковому решеточному флаттеру венцов консольных 
лопаток компрессорных ступеней АГТД на различ-
ных режимах их эксплуатации. 

 С. Н. Кабанник, А. Л. Стельмах, А. П. Зиньковский 
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1. Формирование базы данных  
критических значений приведенной  

частоты колебаний лопаток 
 

В соответствии с поставленной задачи, такая 
база данных необходима для прогнозирования ди-
намической устойчивости к решеточному флаттеру 
перспективных или разработанных лопаточных вен-
цов. Поэтому в дальнейшем будем называть её адап-
тированной. Исходными данными для её создания 
являются критические значения Ккр приведенной 
частоты колебаний лопаток К=ωb/W1 (ω - круговая 
частота колебаний, b - хорда профиля, W1 - относи-
тельная скорость потока в передней кромке лопа-
ток), полученных на основе данных испытаний пря-
мых решеток компрессорных лопаточных профилей 
компрессорных ступеней (рис. 1) с разными значе-
ниями относительного шагаt = t/b, угла выноса β и 
угла атаки i, а также коэффициента изгибно –
 крутильной связности лопатки  = (а1-а2) / (а1+а2) 
(а1 и а2 - амплитуды колебаний, соответственно, пе-
редней и задней кромок лопаточного профиля). При 
определении значений Ккр  использовались как дан-
ные графической интерполяции экспериментальных 
зависимостей минимальных значений аэродинами-
ческого декремента от приведенной частоты коле-
баний δa min = ƒ(К) для различных углов атаки [16], 
так и результаты расчетов энергетическим методом 
[17] на основе экспериментально полученных аэро-
динамических коэффициентов влияния лопаток 
прямых решеток. 

По результатам выполненных исследований, а 
также имеющихся данных испытаний осевых ком-
прессоров натурных двигателей, сформирована 
адаптированная база данных критических значений

приведенной частоты колебаний для прямых реше-
ток лопаточных профилей с относительным шагом 
t = 0,7; 1,0; 1,3 и углом выноса β = 0; 15; 30; 45; 60º 
при углах атаки i = -10, -5, 0, 3, 6, 10, 13, 17, 20º и 
коэффициенте изгибно – крутильной связности ло-
патки  = 0; 0,09; 0,26; 0,48. Пример такой базы 
данных для первой изгибной формы колебаний ло-
паток, при коэффициенте их изгибно – крутильной 
связности лопатки  = 0, приведен в табл. 1. 
 

 
 

Рис. 1. Модель прямой решетки лопаточных профилей 
 

2. Математическая модель базы данных 
критических значений приведенной 

частоты колебаний лопаток 
 

Учитывая предложенную схему формирования 
указанной базы данных в виде, представленном в 
табл. 1, разработано уравнение множественной рег-
рессии, зависящее от четырех (n = 4) параметров: 
относительного шага и угла выноса решетки, угла 
атаки и коэффициента изгибно – крутильной связ-
ности лопатки, которое находилось из системы нор-
мальных уравнений [18] 

[Kкр]=[F][S].                               (1) 
 

Таблица 1 
Адаптированная база критических значений Ккр приведенной частоты колебаний прямых компрессорных 

решеток лопаточных профилей для коэффициента изгибно – крутильной связности ψ=0 
 

β t         i -10º -5º 0º 3º 6º 10º 13º 15º 17º 20º 
0,7 0,412 0,265 0,245 0,3 0,362 0,448 0,527 0,585 0,644 0,745 
1,0 0,338 0,2 0,174 0,23 0,284 0,367 0,446 0,51 0,581 0,691 

 
60º 

1,3 0,262 0,152 0,122 0,16 0,218 0,305 0,384 0,448 0,521 0,645 
0,7 0,346 0,244 0,217 0,27 0,317 0,398 0,465 0,506 0,558 0,648 
1,0 0,275 0,186 0,146 0,19 0,244 0,315 0,383 0,438 0,486 0,584 

 
45º 

1,3 0,202 0,129 0,088 0,12 0,177 0,250 0,322 0,372 0,431 0,525 
0,7 0,293 0,215 0,182 0,23 0,282 0,35 0,41  0,48 0,557 
1,0 0,223 0,161 0,117 0,16 0,209 0,271 0,320 0,360 0,405 0,488 

 
30º 

1,3 0,167 0,10 0,073 0,11 0,153 0,212 0,268  0,353 0,428 
0,7 0,244 0,186 0,152 0,2 0,244 0,302 0,358 0,380 0,417 0,478 
1,0 0,174 0,131 0,091 0,13 0,174 0,229 0,270 0,30 0,337 0,405 

 
 

15º 1,3 0,128 0,079 0,056 0,09 0,128 0,180 0,225 0,258 0,290 0,350 
0,7 0,198 0,146 0,128 0,16 0,208 0,260 0,311  0,362 0,405 
1,0 0,150 0,096 0,074 0,11 0,150 0,195 0,235 0,255 0,285 0,334 

 
 

0º 1,3 0,102 0,058 0,042 0,07 0,110 0,155 0,188  0,245 0,280 
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где [F] – регрессионная матрица, fpq (p=0…k; 
q=1…N) – регрессоры, выбранные на основе орто-
гональных полиномов Чебышева; [S] – вектор–
столбец k определяемых коэффициентов регрессии 
sp; [Ккр] – вектор–столбец, построенный на основе 
базы данных используемых N критических значений 
приведенной частоты колебаний Ккр.  

Из уравнения (1) получаем выражение для оп-
ределения вектор–столбца [S] неизвестных коэффи-
циентов регрессии 
 

 [S]=([FT][F])-1[FT] [Kкр],                     (2) 

 
где верхние индексы (T) и (-1) означают транспони-
рованные и обратные матрицы.  

Для составления регрессионной матрицы [F] 
использованы ортогональные полиномы Чебышева. 
Их линейные Xjq, квадратичные Zjq и кубичные Vjq 
контрасты записываются как функции варьирования 
факторов xjq [17] 
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Коэффициенты а11j, а22j, а33j выбираются таким 
образом, чтобы после определения значений кон-
трастов Xjq, Zjq, Vjq их конечные значения были ми-
нимальными за абсолютной величиной целых чисел. 

Для определения коэффициентов а30j, а31j и 
а32j кубичного контраста необходимо решить сис-
тему из трех уравнений: 

N N N
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N

31j jq 30 j
u 0

V X a X
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Уравнение множественной регрессии может 

быть представлено как  

1 1(A 1) (A 1)(1) (1)
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где (1) (1) (1) (1)
1 j1 1 j js f (x ),...,s f (x )  – полином первого по-

рядка при варьировании факторов xjq; 
(Aj 1) (Aj 1)

jj js f (x )   – полином (A
j
-1) порядка при ва-

рьировании факторов xjq; П – условное обозначение 
перемножений функций fl на fg, где l=1…j, g=1…j, 

l≠g. 
Для упрощения вида уравнения (6) использует-

ся t–критерий Стьюдента [17]. 
Определение параметров Стьюдента проводи-

лось по формуле  
N
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К

N
 , h – количество полученных дан-

ных исследований при одних и тех же параметрах 
решетки. 

 При параметрах Стьюдента Tq < Tтабл. коэффи-
циенты sq являются статистически незначимыми и 
ими можно пренебречь. 

Качество полученного уравнения множествен-
ной регрессии можно оценить с помощью коэффи-
циента корреляции  
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где кр qК  – среднее арифметическое значение кри-

тической приведенной частоты колебаний для h 
данных; кр qК̂  – значение q–й критической приве-

денной частоты колебаний, полученное с помощью 
уравнения множественной регрессии.  
 

3. Реализация алгоритма для изгибной 
формы колебаний лопаток 

  
Для составления уравнения множественной ре-

грессии, отображающего границу устойчивости ло-
паточного венца к дозвуковому решеточному флат-
теру для первой изгибной формы колебаний лопа-
ток, использовались следующие факторы: относи-
тельный шаг t q = x1q и угол выноса решетки βq = x2q, 
угол атаки iq = x3q, коэффициент изгибно-
крутильной связанности лопаток ψq = x4q.  

На основе сформированной базы данных кри-
тических значений приведенной частоты колебаний 
(см. табл. 1) получены ортогональные полиномы 
Чебышева в виде: 

X1( t ) = ( t -1)/0,3; X2(β) = (β-30)/15; 
X3(i) = (i-5)/5; X4(ψ) = -1+3,4673ψ+1,4568ψ2; 

Z1( t ) = 3(X1
2-2/3); Z2(β) = X2

2-2;            (8) 
Z3(i) = X3

2-4; Z4(ψ) = 3(X4
2-2/3); 

V1( t ) = 0; V2(β) = (5X2
3-3,4X2)/6; 

V3(i) = (X3
3-7X3)/6; V4(ψ) = 0. 

В данном случае в уравнение множественной 
регрессии (5), учитывая все возможные перестанов-
ки, вошло 144 неизвестных коэффициента. Стати-
стическая значимость выбранных факторов находи-
лась с помощью t–критерия Стьюдента. Определив 
по формуле (6) параметры Стьюдента и сравнив их с 
Tтабл (при уровне значимости α=0,05 и степени сво-
боды v=N(h-1)=315 имеем, что Tтабл=1,65), оказа-
лось, что 106 коэффициентов из уравнения множе-
ственной регрессии являются статистически незна-
чимыми и ими можно пренебречь. Таким образом, в 
конечном итоге, в него вошло только 38 коэффици-
ентов.  

На рис. 2 показан пример сопоставления зави-
симости критической приведенной частоты колеба-
ний от угла атаки, получаемой с помощью уравне-
ния множественной регрессии, с результатами ис-
пытаний прямой решетки компрессорных лопаточ-
ных профилей с углом выноса β=45° и относитель-
ным шагом t =1.0 для коэффициента изгибно-
крутильной связанности лопаток ψ=0. Видно, что 
расхождения между регрессионной зависимостью и 
экспериментальными данными минимальны.  

Аналогичные зависимости были получены с 
помощью уравнения множественной регрессии от 

угла выноса решетки, относительного шага решетки 
и коэффициента изгибно-крутильной связанности 
лопаток, которые представлены на рис. 3-5, соответ-
ственно. 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость критической приведенной час-
тоты колебаний от угла атаки, полученная с помо-
щью уравнения множественной регрессии (сплош-
ная линия), и её экспериментальные значения (◊) 
для решетки с параметрами: t =1,0; β=45º и ψ=0 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость критичных значений  
приведенной частоты колебаний от относительного 

шага решетки для решетки с углом выноса β=15º  
и коэффициенте изгибно-крутильной связанности 

лопаток ψ=0,15 при различных углах атаки i, равных 
00 (1), 50 (2), 90 (3), 130(4), 170 (5) 

 

 
 

Рис. 4. Зависимость значений Ккр от угла выноса 
решетки β для решетки с относительным шагом  

решетки t =1.0 при угле атаки і=200 для коэффици-
ента изгибно-крутильной связности лопаток ψ,  

равного 0 (1); 0,1 (2); 0,2 (3); 0,3 (4); 0,5 (5) 
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Рис. 5. Зависимость значений Ккр от коэффициента 
изгибно-крутильной связанности лопаток ψ для ре-
шетки с относительным шагом решетки t =1.0 при 
угле атаки i=10° для углов выноса решетки β, рав-

ных 00 (1), 150 (2), 300 (3), 450 (4), 600 (5) 
 
Анализ представленных данных показал, что 

коэффициент корреляции R находится в диапазоне 
0,92-0,98, в диапазоне изменения рассмотренных 
параметров, что свидетельствует об адекватности 
уравнения множественной регрессии. При этом наи-
большее расхождение с экспериментальными дан-
ными имеет место при углах атаки, близких к нуле-
вым, что не является принципиальным при оценке 

устойчивости лопаточных венцов компрессорных и 
вентиляторных ступеней к дозвуковому (срывному) 
флаттеру. 

 
4. Программа оценки устойчивости  
первой изгибной формы колебаний  
лопаточных венцов к дозвуковому  

решеточному флаттеру 
 
На основании разработанного уравнения мно-

жественной регрессии, разработана программа, по-
зволяющая определять границу устойчивости лопа-
точного венца к дозвуковому решеточному флатте-
ру для первой изгибной формы колебаний лопаток. 
Программа записана в приложении Microsoft Office 
Excel, общий вид которой показан на рис. 6.  

Так как зависимость Ккр от рассмотренных па-
раметров носит монотонно изменяющийся характер, 
то программа может использоваться при оценке ус-
тойчивости первой изгибной формы колебаний ло-
паток компрессоров и вентиляторов в более широ-
ком диапазоне значений относительного шага 
t  = t/b = 0,6…1,4, угла выноса решетки β = 0…65° и 

коэффициента изгибно-крутильной связности 
ψ = 0…0,5 для углов атаки i = -10…20°. 

Для построения границы устойчивости рас-
сматриваемого лопаточного венца в окно I вводятся  

 

 
 

Рис. 6. Общий вид программы 
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значения относительного шага t  и угла выноса β 
решетки в периферийном его сечении, а также зна-
чение коэффициента изгибно-крутильной связанно-
сти лопаток . Программа устанавливает зависи-
мость приведенной частоты колебаний венца от угла 
атаки, отражающей границу его устойчивости (окно 
III). Известные режимы работы рассматриваемого 
лопаточного венца, определяемые как приведенная 
частота колебаний для данного угла атаки, задаются 
в окне II и отображаются в окне III в виде маркеров. 
Кроме графического изображения границы устойчи-
вости, в окне IV выводятся численные значения 
критических значений приведенной частоты коле-
баний для данного лопаточного венца при различ-
ных углах атаки.  
 

Выводы 
 

1. На основе сформированной базы данных 
критических значений приведенной частоты коле-
баний разработан алгоритм реализации метода экс-
пресс–оценки прогнозирования устойчивости кон-
сольных лопаток компрессорных ступеней авиаци-
онных газотурбинных двигателей к дозвуковому 
решеточному флаттеру.  

2.  Проведена реализация алгоритма для пер-
вой изгибной формы колебаний рабочих лопаток 
осевых компрессоров авиационных ГТД в виде 
уравнения множественной регрессии, на основе ко-
торого разработана программа оценки их аэродина-
мической устойчивости к дозвуковому решеточному 
флаттеру.  
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АЛГОРИТМ РЕАЛІЗАЦІЇ МЕТОДУ ЕКСПРЕС-ОЦІНКИ ПРОГНОЗУВАННЯ СТІЙКОСТІ  
ДО ДОЗВУКОВОГО РЕШІТКОВОГО ФЛАТЕРУ ЛОПАТКОВИХ  

ВІНЦІВ КОМПРЕСОРІВ 
С. М. Кабанник, А. Л. Стельмах, А. П. Зіньковський 

На основі сформованої бази даних критичних значень приведеної частоти коливань розроблено алго-
ритм реалізації методу експрес-оцінки прогнозування стійкості консольних лопаток компресорних ступенів 
авіаційних газотурбінних двигунів до дозвукового решіткового флатеру. Приведено результати застосуван-
ня алгоритму для згинальної форми коливань робочих лопаток осьових компресорів авіаційних газотурбін-
них двигунів у вигляді рівняння множинної регресії, на основі якого розроблена програма оцінки їх аероди-
намічної стійкості до дозвукового решіткового флатеру. 

Ключові слова: дозвуковий решітковий флатер, лопатка, профіль, форма коливань, осьовий компре-
сор, авіаційний газотурбінний двигун, границя динамічної стійкості. 

 
 

ALGORITHM FOR IMPLEMENTING THE EXPRESS-EVALUATION METHOD  
TO PREDICT THE STABILITY OF COMPRESSOR BLADING AGAINST SUBSONIC FLUTTER 

S. M. Kabannik, A. L. Stel’makh, A. P. Zinkovskii 
 Based on the created database of critical values for the reduced vibration frequency, the algorithm for imple-
menting the express-evaluation method to predict the stability of the cantilever compressor blades in aircraft gas 
turbine engines against subsonic cascade flutter is developed. The results for the algorithm applicability to the flex-
ural vibration mode of rotor blades in axial flow compressors of aircraft gas turbine engines are presented in the 
form of a multiple regression equation, on the basis of which the program is developed to assess their aerodynamic 
stability against subsonic cascade flutter.  

Key words: subsonic cascade flutter, blade, airfoil, vibration mode, axial flow compressor, aircraft gas turbine en-
gine, aerodynamic stability boundary. 
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