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АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМЫ ТЕЛЕСНЫХ  
ПРОФИЛЕЙ В ОГРАНИЧЕННОМ ПОТОКЕ ВЯЗКОЙ СРЕДЫ 

 
Современное численное решение начально-краевых задач механики сплошных сред базируется на соз-
дании математической модели и построении расчётных сеток на геометрической форме. Данная 
статья посвящена комплексному исследованию создания системы алгебраических уравнений на базе 
обобщённых потенциалов, оригинального аппарата векторно-тензорного анализа и систематического 
применения метода граничных интегральных уравнений. Представлены результаты вычислительного 
эксперимента определения распределённых аэродинамических характеристик (давлений и завихренно-
стей) при обтекании системы телесных профилей ограниченным потоком вязкой несжимаемой жид-
кости в контрольной области и на каждый профиль, расположенный вблизи поверхности раздела. 

 
Ключевые слова: аэродинамические характеристики, системы телесных профилей, алгебраические 
уравнения, дискретизация геометрических границ, схема иллюстрирования течения воздушных пото-
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1. Постановка задачи 
 

Современные несущие системы летательных 
аппаратов широкого применения представляют со-
бой развитую систему многоразрезных крыльев. В 
полной мере эффективность таких систем реализо-
вывается на режимах взлёта-посадки летательного 
аппарата. Причём в силу начального периода дви-
жения скорость не превышает 40 м/с, и математиче-
ской моделью процессов является классическая сис-
тема законов сохранения динамики вязкой несжи-
маемой жидкости [1]. 

Представлено направление решения задачи ис-
следования обтекания произвольной системы про-
филей телесной формы в плоской области (τ) реаль-
ным потоком несжимаемой среды (рис. 1). В связи с 
возможным присутствием плоской поверхности 
раздела на режимах взлёта-посадки самолёта, поле 
скоростей набегающего потока V∞ считается суще-
ственно завихрённым. 

Необходимо подчеркнуть, что современные ис-
следования проблемных и востребованных задач меха-

ники сплошных сред и, в частности, аэрогидродинами-
ки опираются на развитые аппараты функционального и 
векторно-тензорного анализов [1], что в полной мере 
эффективно эксплуатируется и способствует развитию 
численных методов решения всего спектра востребо-
ванных задач механики.  
 

2. Математическая модель задачи 
 

Наиболее достоверной и апробированной матема-
тической моделью движения несжимаемой нетеплопро-
водной жидкости является краевая задача для системы 
дифференциальных уравнений в частных производных 
Навье-Стокса [1, 2], которая состоит из системы урав-
нений сохранения для стационарного движения потока 
вязкой несжимаемой жидкости. 

Принципиально, что векторы скорости V и за-
вихренности Ω являются решениями основной зада-
чи векторного анализа [2, 4, 5]: 
      , q; , ; , 0,=   V = V Ω Ω   (1) 
где q – интенсивность возможных источников / сто-
ков массы. 

Рис. 1. Система телесных профилей в стационарном вязком потоке вблизи поверхности раздела, 
где L1, L2, ..., Ln – границы профилей; Σ – граница контрольного объёма; α1, α2, ..., αn – углы атаки  

профилей; r1, r2, ..., rn – векторы положений профилей; V∞(у) – вектор скорости набегающего потока 
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В дальнейшем основную задачу векторного 
анализа (1) целесообразно представить в виде сис-
темы дифференциальных уравнений второго поряд-
ка [2, 4]: 
    , q; , 0.    V = Ω =   (2) 

К сожалению, до настоящего времени не соз-
дан общий метод исследования и решения нелиней-
ной дифференциальной системы законов сохране-
ния в простейшем случае стационарного вязкого 
потока несжимаемой среды [2, 4]: 
  , 0; V   (3) 

  p, , 0,
  

   
 


 IVV I Ω   (4) 

где в плоском случае течения в декартовом базисе 
u+ vV i j  – вектор скорости потока среды; p –

гидростатическое давление; ρ – плотность среды; 


 


 – коэффициент кинематической вязкости, а   

– коэффициент динамической вязкости. 

 
 

Рис. 2. Границы области течения вязкой среды 
 

Искомые характеристики плоского обтекания: 
давление – p и завихренность – ω, определяются 
граничными условиями для вектора скорости [4, 5]:  

iL = ,V 0       (5) 

и компонент скорости на границе Σ: 
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Тем не менее, современное развитие методов 
решения задач математической физики, основанных 
на методе граничных интегральных уравнений в 
применении к краевым задачам механики [3], и, в 
первую очередь, аэрогидродинамики [2], позволяют 
выходить на аналитические решения определённых 
классов нелинейных задач. 

3. Интегральные преставления  
решений задачи 

 

Тензор    , ,   0Г r r I k  где функции φ и 

ψ – решения уравнения Лапласа, являются консер-
вативными:  , 0 Г  и потенциальными: 

 , 0 Г . Особенно важно выделить тот факт, что 
тензор Г является фундаментальным решением 
дифференциального оператора второго порядка в 
уравнениях (2) [2, 4]: 

   , , , .         Г Г Г I+          (7) 

Интегральные представления решений краевых 
задач математической физики для дифференциаль-
ных уравнений, в данном случае, второго порядка 
строятся путём интегрирования комбинации опера-
торов в уравнениях (2, 7) для вектора скорости V с 
необходимыми дифференциальными свойствами и 
тензора Г по области (τ) (рис. 1). 
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4. Дискретизация геометрических  
границ 

 
Анализ методом граничных интегральных 

уравнений для решения плоских задач начинается с 
дискретизации исследуемой границы области (об-
ласти задачи) и делении её на ячейки сетки, на кото-
рых физические величины считаем постоянными. 

Аппроксимирующий полином одномерной 
ячейки для решения данной задачи [6]: 
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где 1 2
1 1N , N

2 2
  

   – функции формы;   – ко-

ордината локальной системы; x – координата гло-
бальной системы; ix  – координата глобальной сис-
темы конечных точек каждой ячейки. 
 

5. Алгебраические уравнения  
к численному решению задачи 

 
Используя известные интегралы потенциалов 

простого и двойного слоя 
L L L

d ; d ; d ,
n


    
    при-

меняя (4), (8) и с учётом векторного потенциала за-
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кона сохранения импульса [2], получаем линейные 
системы алгебраических уравнений для компонента 
скорости 
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где K – число элементов на границе обтекаемых 
профилей (L); M – число элементов на границе кон-
трольной области (τ); коэффициенты между конеч-
ными точками элементов i ia , b , получены следую-
щим образом: 
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6. Численное решение задачи 
 

Используя функции «сплайн» для построения 
ячеек необходимых количеств на геометрических 
границах с целью повышения точности полученных 
результатов. Вместе граничные условия (5), (6), 
дискретизация (10) и алгебраические уравнения с 
нужными интегралами (11), получена система ли-
нейных уравнений 
      A x b ,    (12) 

где  A  – матрица интегральных коэффициентов; 

 x  – столбец неизвестных значений из давлений p 

и завихреностей ω в границах;  b  – столбец сво-
бодных элементов. Исходные данные примерного 
расчёта показаны в табл. 2, расположение профилей 
в контрольной области на рис. 3. Численные реше-
ния, полученные после решения системы линейных 
уравнений (12) с помощью программы «Matlab» [8], 
показаны на рис. 4 –10. 

Таблица 2 
Исходные данные к примерному расчёту 

Первый профиль «А-18%» 

Второй профиль «В-14%» 

Третий профиль «РН-12%» 

Скорости набегающего потока 60 м/c 

Критерий Рейнольдса 1000 

Длина контрольной области 6м 

Высота контрольной области 6м 
Количества ячеек на границе 

каждого профиля 60 

Количества ячеек на границе 
контрольной области 120 

 

  

Рис. 3. Расположение системы телесных профилей 
«А-18%», «В-14%» и «РН-12%»  

Рис. 4. Схема обтекания системы профилей  
воздушным потоком вязкой среды 
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Рис. 5. Распределение давлений на границе  
первого профиля как предкрылок профиля 

 

Рис. 6. Распределение давлений на границе второго 
профиля как профиль крыла 

  

 

Рис. 7. Распределение давлений на границе  
третьего профиля как закрылок профиля крыла 

Рис. 8. Распределение давлений на границах 
контрольной области 

 

  

Рис. 9. Распределение завихренностей  
в контрольной области в 1/c 

 
Рис. 10. Распределение давлений  

в контрольной области в Па 
   

Заключение 
 

В работе представлены алгоритмические осно-
вы и результаты численной реализации метода гра-
ничных интегральных уравнений с целью определе-
ния распределенных аэродинамических характери-
стик системы телесных профилей в потоке вязкой 
несжимаемой жидкости. Для этого создан пакет 
прикладных программ на базе развитого аппарата 
векторно-тензорного анализа, алгоритма дискрети-
зации геометрических границ и вычисления инте-
гралов типа потенциалов простого и двойного слоя, 
а также сингулярных в интегральных представлени-
ях решений. 

Полученные результаты в сравнении с данны-
ми экспериментами и данными других методов по-
казали хорошее совпадение с допустимыми погреш-
ностями. 

Итак, вычислительная гидродинамика является 
отдельной дисциплиной [2], отличной от экспери-
ментальной и теоретической гидродинамики и до-
полняющей их. Она имеет свои собственные методы, 
трудности и сферу приложения, открывая новые 
перспективы для изучения физических процессов. 
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АЕРОДИНАМІЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМИ ТІЛЕСНИХ ПРОФІЛЕЙ ОБМЕЖЕНИМ ПО-

ТОКОМ В'ЯЗКОГО СЕРЕДОВИЩА 
Ює Пен 

Сучасне чисельне рішення початково-крайових задач механіки суцільних середовищ базується на ство-
ренні адекватної математичної моделі і побудові розрахункових методів на геометричній формі. Дана стаття 
присвячена комплексному дослідженню створення системи алгебраїчних рівнянь на базі узагальнених поте-
нціалів, оригінального апарату векторно-тензорного аналізу і систематичного застосування методу гранич-
них інтегральних рівнянь. Представлено результати обчислювального експерименту визначення розподіле-
них аеродинамічних характеристик (тисків і завихрення) при обтіканні системи тілесних профілів обмеже-
ним потоком в'язкої нестисливої рідини в контрольній області і на кожен профіль, розташований поблизу 
поверхні розділу. 

Ключові слова: аеродинамічні характеристики, системи тілесних профілів, алгебраїчні рівняння, дис-
кретизація геометричних границь, схема ілюстрування течії повітряних потоків. 
 

AERODYNAMIC CHARACTERISTICS SYSTEM, CORPORAL PROFILE  
FLOW RESTRICTION VISCOUS MEDIA 

Yue Peng 
Modern numerical solution of initial value problems of continuum mechanics is based on the creation of an 

adequate mathematical models and computational methods for constructing a geometric shape. This article is 
devoted to the complex study of the creation of a system of algebraic equations based on the generalized potential of 
the original unit vector-tensor analysis and systematic application of the method of boundary integral equations. The 
results of computational experiments determining the distributed aerodynamic characteristics (pressure and swirls) 
in the flow of bodily profiles limited flow of viscous incompressible fluid in the control area and for each profile, 
located near the interface. 

Key words: aerodynamic characteristics of physical profiles, algebraic equations, geometric sampling 
boundaries, the diagram illustrating the flow of air streams. 
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