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ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ СЖАТЫХ ПЛАСТИН 

ИЗ МАТЕРИАЛА ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
 

Проведен анализ закритического поведения сжатых тонких пластин на основе полностью нелинейной 
теории. В основу нелинейной теории положены классические гипотезы Кирхгофа, использован гипе-
рупругий материал первого порядка, связывающий компоненты правого тензора кратности удлинений 
и симметричного тензора напряжений Био. Аналитико-численное решение получено с помощью мето-
да Рэлея-Ритца. Построены диаграммы равновесных состояний с указанием значений полной потен-
циальной энергии. На основе проведенного анализа и принципа минимума полной потенциальной энер-
гии получено значение предельной сжимающей нагрузки. 
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Введение 

 
Многие тонкостенные элементы силовых кон-

струкций аэрокосмической техники могут полно-
ценно функционировать и после потери устойчиво-
сти. К таким элементам можно отнести крыльевые и 
фюзеляжные панели, стенки лонжеронов, нервюр и 
др. Их местное выпучивание не приводит к разру-
шению и допускается в нормальной работе силовой 
конструкции. Таким образом, нагрузки, соответ-
ствующие нижним критическим эйлеровым силам, 
не являются предельными. Вычисление последних– 
задача весьма актуальная и предполагает рассмот-
рение закритического поведения элементов кон-
струкций, что можно сделать только с привлечением 
геометрически нелинейных моделей элементов. 

Простейшей геометрически нелинейной моде-
лью пластин является модель, основанная на теории 
Фёппля-Кармана. Здесь наряду с линейными члена-
ми в выражениях деформаций присутствуют квад-
раты линеаризованных углов поворотов. Эта теория, 
не являясь полностью нелинейной, способна более 
или менее достоверно описать закритическое пове-
дение непосредственно возле точки бифуркации, но 
при силах, существенно превышающих критиче-
ские, приводит к значительным погрешностям. Сей-
час эта теория активно используется для получения 
результатов аналитическими и полуаналитическими 
методами. Построение самой теории можно найти, 
например, в [1, 2], ее дальнейшее развитие и исполь-
зование – [3 – 5]. 

Полностью нелинейные теории строятся, как 
правило, с использованием деформаций Грина и 
напряжений Пиолы-Кирхгофа второго рода. Приме-
ры построения таких нелинейных теорий можно 

найти в работах [6 – 10]. Отметим, что эти деформа-
ции и напряжения не являются инженерными, т.е. 
деформациями, которые представляют собой отно-
сительные изменения длин, и напряжениями, кото-
рые являются истинными в пересчете на недефор-
мированные площадки. Такими деформациями и 
напряжениями являются деформации, порожденные 
правым тензором кратности удлинений, и напряже-
ния Био. Эта энергетически сопряженная пара тен-
зоров деформаций и напряжений в практике нели-
нейных расчетов встречается редко, хотя имеет ряд 
достоинств [11 – 14]. Работы, в которых по той или 
иной причине была использована эта пара тензоров, 
но относящиеся больше к теоретическим работам, 
можно представить в следующем списке [15 – 18]. 

Относительно существующих методов иссле-
дования отметим, что в подавляющем большинстве 
работ численные решения получены методом ко-
нечного элемента. Редкие исключения для упро-
щенных теорий представлены, например, в работах 
[19 – 22].  

В данной работе нелинейная теория деформи-
рования пластины строится с использованием клас-
сических гипотез Кирхгофа. Материал принимается 
гиперупругим, более того, считается справедливым 
закон Гука. Численное решение строится методом 
Рэлея-Ритца с использованием аналитических коор-
динатных функций. Как показывает практика вы-
числений [23 – 29], такой метод обладает высокой 
точностью и быстрой сходимостью не только по 
энергии и перемещениям, но и по напряжениям. 

В работе подразумевается правило суммирова-
ния по повторяющемуся индексу, причем латинские 
индексы пробегают значения 1, 2, 3, а греческие – 1, 
2; обычным шрифтом (строчным или прописным) 
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обозначаются скалярные величины, например, x , Е, 
g ; строчным жирным шрифтом обозначаются 

векторы: u , e ; тензоры второго ранга записывают-
ся жирными прописными буквами: G, F, 1; симво-
лом () вводятся обозначения. 

 
1. Постановка задачи 

 
Функция состояния материала в терминах 

энергетически сопряженных (согласно Хилу [30]) 
правого тензора кратности удлинений Λ  и симмет-
ричного тензора напряжений Био B с учетом гипо-
тез Кирхгофа имеет вид 

        
 

2

2

E : 1 :
W

2 1

       




Λ 1 1 Λ 1 Λ 1
, (1) 

где   E – модуль Юнга; 
– коэффициент Пуассона; 
: – операция свертки тензоров; 
1 – единичный тензор. 
Такой материал называется материалом перво-

го порядка [31], в зарубежной литературе чаще упо-
требляется термин «полулинейный материал» [32]. 

Для сведения задачи к двумерной линеаризуем 

тензор Λ  по вырожденной координате 
h hz ,
2 2

    
 

 2
0 1z 0 z  Λ Λ Λ   (2) 

и проинтегрируем (1) по толщине пластины 
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         
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Здесь V – объем недеформированной пластины; 
  S – ее срединная поверхность. 
Явный вид компонент тензоров 0Λ  и 1Λ , за-

писанных посредством функции перемещений, по-
лучим, рассматривая деформированное состояние 
пластины. Для этого введем правую прямоугольную 
декартову систему координат ix  c единичными 
ортами ie  и расположим ее так, чтобы e  лежали в 
срединной плоскости недеформированной пластины 
( 3x z ). Произвольная точка срединной поверхно-
сти пластины до деформации идентифицируется 

вектором x x e , после деформации – вектором 
 r x u . Здесь i iuu e  – вектор перемещения то-

чек срединной поверхности. Касательные к дефор-
мированной срединной поверхности векторы и век-
тор единичной нормали определяются, как 

x






rr  и 1 2



r r

n , где 1 2  r r . 

Положение произвольной точки пластины с 
координатой z до деформации определяется векто-
ром z 3z x x e , после деформации – вектором 

z z r r n . Касательные к эквидистантному слою 
векторы примут вид z z   r r n , где обозначено 

x






nn . В этих обозначениях тензор градиента 

деформации и метрический тензор срединной по-
верхности представляется так: 

 z 3z 0  
  F Grad r r e ne ;  (4) 

T
3 3g     G F F e e e e ,  (5) 

где под записью ab  подразумевается диадное про-
изведение векторов, а компоненты метрического 
тензора g   r r  являются коэффициентами 

первой квадратичной формы деформированной 
срединной поверхности пластины.  

Далее, используя теорему о полярном разложе-
нии тензора, сначала вычисляем искомые компонен-
ты тензора кратности удлинений 

1
20 3 3     Λ G e e e e , (6) 
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e g g g g4g      –

отличные от единицы корни главных значений мет-
рического тензора G (5), сингулярные числа тензо-
ра градиента деформации и главные значения само-
го же тензора 0Λ . Затем определяем компоненты 
сопровождающего его тензора поворота 
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1
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    (7) 

Компоненты тензора 1Λ  как коэффициенты 
ряда Тейлора получим из соотношений (6), где вме-
сто g  необходимо использовать компоненты 

метрического тензора эквидистантной поверхности 
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2
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здесь величины   принимают вид 

 
 

1211 1 1 2 1 1 2
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;
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и введено обозначение 
11 22







 



. 

Переход к известным выражениям теории пла-
стин Феппля-Кармана  

3 3

2
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2 x x x x
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x x


 

   


 

   
           


  

 

 (9) 

осуществляется путем разложения величин   (8) 

в ряд Тейлора с удержанием только линейных сла-

гаемых iu
x




 и 
2

iu
x x 


 

, а при разложении величин 

  (6) еще и квадратичных по 3u
x




.  

Таким образом, выражение полной потенци-
альной энергии (3) принимает вид 

 

     

   

   

2
ex t 11 222

S
2

11 22 12

3
2

11 222

2
11 11 12

1 EhW
2 1

1 2

Eh

12 1

2 1 dS

2

1

,

2 1

     

      

   

  

  


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 (10) 

где extW  – потенциал внешних сил, а величины 

  и   определяются по формулам (6) и (8) для 

полностью нелинейной теории и по (9) для теории 
Феппля-Кармана. 

 
3. Построение численного решения 

 
Рассматривается прямоугольная пластина 

(рис. 1), равномерно сжатая вдоль оси x (здесь пе-
рейдем к привычным обозначениям 1x x , 2y x , 

1u u , 2v u , 3w u ).  
Внешняя нагрузка считается консервативной. 

Ее потенциал равен 

b
2

b
2

a aext x x
2 2

W p u u dy 


 
  

 
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Считаем, что на границе из главных краевых 

условий заданы только w 0  при ax
2

   и by
2

  . 

Эти условия будут выполнены, если функции пере-
мещений искать в следующем виде 
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nm 2n 1 2
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nm n 2 n m 2 m
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n 0

m

n
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


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


 
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  




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(11) 

где  nmU , nmV  и nmW  – коэффициенты, подлежа-
щие определению; 

iP  – полиномы Лежандра; 

2xx
a

 , 2yy
b

  – безразмерные координаты. 

a

bp

p

x

y

 
Рис. 1. Равномерно сжатая пластина 

 
Функции u, v и w в виде сумм (11) подставля-

ются в выражение полной потенциальной энергии 

(10). Условия ее стационарности 
i

0
C





 приводят 

к системе нелинейных уравнений. Здесь iC  – эле-
менты вектора, составленного из неизвестных ко-
эффициентов 

 

 
i

T
00 00 00 01 01 01

C

U , V , W , U , V , W , ... .

 



c
      (12) 

Решение системы проводится методом Ньюто-
на. Используется процедура пошагового нагружения 
с возможностью контроля как приращения величи-
ны внешних нагрузок, так и величины евклидовой 

нормы вектора 2
iC c . На каждом шаге 

нагружения определяется число обусловленности 
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матрицы Гессе как отношение наибольшего ее соб-
ственного значения к наименьшему. По знаку числа 
обусловленности делается заключение об устойчи-
вости или неустойчивости данного равновесного 
состояния. 

Алгоритм решения задачи реализован на языке 
программирования C++. 

 
4. Численный пример 

 
На рис. 2 показаны диаграммы равновесных 

состояний (справа) и изменения значения полной 
потенциальной энергии (слева) для пластины с раз-
мерами в плане a b 1.5 1    и толщиной h 0.01 . 
Модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала 
равны соответственно E 720000 , 0.3  . Здесь и 
ниже все абсолютные величины приводятся к раз-
мерности силы [кН] и длины [дм]. 

Рассматриваются две ветви равновесных состо-
яний, берущих свое начало в точках бифуркации, 
соответствующих первой критической силе 

kr1p 2.8244  (точка 1B , две полуволны) и второй – 

kr2p 3.0549  (точка 2B , одна полуволна). Обе 
ветви имеют предельные точки 1C  и 2C . В этих 
точках возмущенные формы равновесия в виде двух 
и одной полуволн перестают быть устойчивыми 
(ветви 1 1C D  и 2 2C D ). Таким образом, при превы-
шении внешней нагрузкой величины p = 14.6 
(p = 13.6) произойдет перескок на устойчивую ветвь 

1 1D E  ( 2 2D E ). Соответственно, при разгрузке про-
изойдет перескок из ветвей DE на ветви BC при 
силах, равных p = 9.21 и p = 8.10. Такой вид диа-
граммы равновесных состояний характерен для 
поведения оболочек, а при исследовании закритиче-
ского поведения пластин ранее, как известно автору, 
обнаружен не был. 
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На рис. 2 также показаны эти же ветви равно-
весных состояний, но полученные по теории пла-
стин Феппля-Кармана. Видно, что эта теория приво-
дит к более или менее достоверному результату при 
силах, превышающих критические не более, чем в 
три раза (прогиб составляет не более четырех тол-
щин). Естественно, эта теория не позволяет опреде-
лить предельные точки на диаграмме равновесных 
состояний. 

Отметим также, что тела стремятся занять по-
ложение с минимальным значением потенциальной 
энергии. Таким образом, если считать, что «потен-
циальный барьер» всегда может быть преодолен 
каким-либо случайным воздействием, то при нагру-
жении пластины перескок из любой устойчивой 
формы равновесия на ветвях BC  на ветвь 2 2D E  
произойдет при значении усилия p 10.8 . Именно 
здесь реализуется наименьшее значение полной 
потенциальной энергии. Перемещения на этой ветви 
растут очень быстро, поэтому эта величина может 
считаться предельным значением усилия сжатия 
данной пластины.  

 
Заключение 

 
1. Предложенная геометрически нелинейная 

теория пластин позволяет выявить все особенности 
закритического поведения сжатых пластин. 

2. В закритической области для равномерно 
сжатых пластин (как и для оболочек) наблюдаются 
перескоки из одних форм равновесия на другие. 

3. Принцип минимума полной потенциальной 
энергии можно использовать для определения пре-
дельного значения внешних нагрузок. 

4. Теорию пластин Феппля-Кармана можно 
применять только при прогибах, не превышающих 
толщину в несколько раз. Иначе она может приво-
дить к существенным количественным погрешно-
стям и качественно неверному решению. 

Автор выражает искреннюю благодарность 
С. А. Халилову за помощь в подготовке и написании 
статьи. 
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ГРАНИЧНИЙ СТАН СЖАТОЇ ПЛАСТИНИ З МАТЕРІАЛУ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 

В. Б. Минтюк 
Виконано аналіз закритичної поведінки стиснутих тонких пластин на основі повністю нелінійної теорії. 

В основу нелінійної теорії покладено класичні гіпотези Кірхгофа, використано гіперпружний матеріал пер-
шого порядку, який зв’язує компоненти правого тензору кратності подовжень та симетричного тензору на-
пружень Біо. Аналітико-числове вирішення отримано за допомогою методу Релея-Рітца. Побудовано діаг-
рами рівноважних станів із зазначенням величин повної потенційної енергії. На основі проведеного аналізу 
та принципу мінімуму повної потенційної енергії отримано значення граничного стискуючого навантажен-
ня. 

Ключові слова: нелінійна теорія пластин, закритична поведінка, матеріал першого порядку. 
 
 

LIMIT STATE COMPRESSED PLATE FROM THE FIRST-ORDER MATERIAL 
V. B. Myntiuk 

The post-buckling of a uniformly compressed plate was considered. An analytical-numerical solution was ob-
tained using the Rayleigh-Ritz method. Legendre polynomials and their linear combinations were used as basis 
functions. The resolving equations were obtained from the principle of the stationarity of the total potential energy, 
in which the elastic potential is a strain energy density function of the semilinear material. This hyperelastic material 
means a linear binding between the right stretch tensor (right Biot-stretch tensors) and the conjugate symmetric 
tensor of stresses Biot (Jaumann stress) pertaining to the Seth-Hill family. To reduce the problem to a two-
dimensional (plane stressed state), Kirchhoff-Love's classical hypotheses were used. The components of the right 
stretch tensor in the reference Cartesian coordinate system were written explicitly in terms of the derivatives of the 
three displacement functions. To do this, the deformation gradient tensor of the deformed middle surface, the right 
Cauchy–Green deformation tensor, the right stretch tensor and the proper orthogonal rotation tensor were first con-
structed. After this, the right tensor of the multiplicity of elongations for an equidistant surface was similarly con-
structed. After this, the right tensor of elongations was constructed similarly for a surface that is located from a de-
formed middle surface to a small distance z. The components of this tensor were expanded in a Taylor series about 
the neglected coordinate z = 0 and its linear part were singled out. The algorithm for solving the problem, which 
includes the implementation of the Rayleigh-Ritz method and Newton's method, was performed using the C ++ 
programming language. Diagrams of equilibrium states were constructed and graphs of the change in the total po-
tential energy were presented. Two branches of equilibrium states, which begin with the first and second critical 
Euler loads, were traced, and these branches, obtained by the Föppl–von Kármán plate theory, are also given. It has 
been shown that Föppl–von Kármán plate theory gives a satisfactory result only near the bifurcation point and can 
lead to a qualitatively incorrect result. It was demonstrated that post-buckling for uniformly compressed plates, 
jumps from one form of equilibrium to another (as for shells) are observed. To determine the limiting value of the 
compressive load from the condition of a minimum of the total potential energy was proposed. 

Keywords: nonlinear theory of plates, post-buckling, semi-linear material. 
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