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ДВУХМАССОВАЯ МОДЕЛЬ СИСТЕМЫ СИЛОВОЙ ГИРОСКОПИЧЕСКОЙ 

СТАБИЛИЗАЦИИ  
 

Исследована механическая система гироскопической стабилизации по одной оси, состоящая со стаби-
лизирующего двигателя и подвесной рамы с применением двухмассовой модели. На основе известных 
математических моделей механических проводимостей, часто встречаемых при исследовании меха-
нических систем электроприводов, составлены передаточные функции для механической системы ги-
роскопического стабилизатора с целью получения переходных процессов, отвечающих условиям тех-
нического оптимума. Получены уравнения изменения моментов инерции, при которых в любом случае 
обеспечиваются условия технического оптимума. Достоверность проведенных исследований под-
тверждена результатами симуляции компьютерных моделей, составленных в программной среде 
MATLAB.   
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Введение 

 
Как известно, двухмассовая механическая сис-

тема (ДМ МС) имеет большое значение с точки зре-
ния построения простейшей математической модели 
электромеханических систем, учитывающая упру-
гость передач. 

В литературе [1- 4] рассмотрены вопросы ис-
следования динамических свойств МС электропри-
водов, на основе двухмассовой модели и получены 
достоверные результаты (рис. 1).  

 
Рис.1. Двухмассовая модель механической системы 

 
В статье изложены основные принципы исследо-

вания гироскопических стабилизаторов, с применени-
ем двухмассовой модели, в которой в качестве первой 
массы принимается стабилизирующий двигатель, а в 
качестве приводимой массы – подвесная рама гиро-
скопа по одной оси координатной системы [6,7]. 

 
1. Постановка задачи 

 
Таким образом, в схеме МС, приведенной на 

рис.1.: J1, ω1, β1, - момент инерции, угловая скорость 
вращения, коэффициент трения ротора стабилизи-

рующего двигателя соответственно, J2, ω2, β2 - мо-
мент инерции, угловая скорость вращения, коэффи-
циент трения подвесной рамы гироскопа, c12 - коэф-
фициент трения механической передачи между ро-
торами двигателя и подвесной рамы, γ - коэффици-
ент соотношения масс, α - действительная часть 
корня, М - крутящий момент двигателя, Мс - момент 
сопротивления. Для модели, приведенной на рис. 1, 
составлены дифференциальные уравнения в опера-
торной форме (J1 = const и J2 = const) [1]: 

 12 1 2 1 1M(s) Z (s) (s) (s) Z (s) (s)      ,        (1) 

 12 1 2 c 2 2Z (s) (s) (s) M (s) Z (s) (s)      ,     (2) 
где: 

1 1 1Z (s) J (s)  ,                        (3) 

2 2 2Z (s) J (s)  ,                       (4)  

12 12 12Z (s) C / s                    (5) 

являются механическими сопротивлениями ротора 
двигателя, гироскопа и механической передачи, со-
ответственно. 

Решения уравнений (1) и (2) относительно ω1 и 

ω2, представляют собой зависимости угловых ско-
ростей от входного параметра - М и от возмущаю-
щего параметра - Мс ДМ МС :  
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(7) 
Далее уравнения (6) и (7) представлены ком-

пактно в терминах механических проводимостей: 

1 11 12 c(s) Y M(s) Y M (s)    ,               (8) 

2 21 22 c(s) Y M(s) Y M (s)    .              (9) 

Очевидно, что: 
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Коэффициенты, характеризирующие моменты 
трения, трудно определить и поэтому, чтобы упро-
стить теоретические исследования в приближенных 
расчетах, принято, что: 1 2 12       , а величи-
ну  – достаточно малой во избежание фактора 
нелинейности.  

Тогда:  

1 1Z (s) J (s)  ,                      (14) 

2 2Z (s) J (s)  ,                      (15)  

 12 12
1Z (s) C s
s

  .                (16) 

Подставляя эти значения в (10)-(13), получены 
выражения для проводимостей в операторной фор-
ме:  
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После несложных преобразований выражения 
(17) - (19) приведены в стандартный вид: 
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На основе формул (20) - (22), полученных в [1] 

нами было предложено исследовать систему «ста-
билизирующий двигатель – рама подвеса гироско-
па», применением принципа технического оптимума 
с целью получения оптимальных переходных про-
цессов. Основной задачей при этом является нахож-
дение необходимого соотношения параметров, 
обеспечивающих нормализацию характеристиче-
ского уравнения, входящих в знаменатели выраже-
ний (20) - (22).  
 

2. Решение задачи 
 

Известно, что нормализированное уравнение 
третьего порядка имеет вид: 

3 3 2 2T s 2T s 2Ts 1 0    ,                   (23) 

которое также используется в электротехнике таких 
фильтров как фильтр Баттерворта, а также для син-
теза регуляторов электроприводов [8, 9]. На основе 
сопоставления коэффициентов (23) и знаменателя 
(17) - (19) составим следующую систему уравнений: 
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                            (24) 

и находим следующие соотношения: 

1 2
2 2

1 2

1 2
12 2

J J 4T

J J 4T
J J2C

T 2T


   
  
   


.                     (25) 

Отметим, что третье выражение системы (25) 
никак не влияет на условия обеспечения техниче-
ского оптимума переходных процессов, но оно име-
ет значимость при учёте первых двух равенств в 
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коэффициентах, которые находятся в числителях 
выражений (20) - (22). Таким образом, получим: 

2 2
2
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1 2 1 2

2T J 4Ta ;a T ;
J J J J


  

 
2 2

1
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1 2 1 2
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  0
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 . 

Теперь напишем выражения для комплексных 
проводимостей с новыми нормированными коэффи-
циентами: 

2 2
22

1 2 1 2
11 3 3 2 2

2T J 4Ts s 1
J J J J

Y (s)
T s 2T s 2Ts 1

   
         

  
 ,     (26) 
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 ,    (27) 

12 21 3 3 2 2

T s 1
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T s 2T s 2Ts 1

   
  

  
  . (28) 

Совместное решение первых двух уравнений 
(25) дает следующий ответ: 

22T J  .                        (29) 
Отсюда: 

1 2J  J .                          (30) 

Теперь, если выражения (26) - (28) написать с 
учетом (29), (30), то получим: 
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Таким образом, применение способа нормали-

зации коэффициентов характеристического уравне-
ния выражений (20) - (22), с целью приведения его в 
форму (23) и тем самым обеспечить  технический 
оптимум переходного процесса, привело к тому, что 
двухмассовая система должна состоять из масс, у 
которых моменты инерции должны быть одинако-
выми. И, если известен момент инерции устройства, 
то, зная коэффициент трения, можно, очень прибли-
зительно, вычислить время переходного процесса 
или же наоборот, если задано время переходного 
процесса, можно определить каким должен быть 
коэффициент трения. При этом момент инерции 
приводного двигателя должен быть равен моменту 
инерции устройства. Напомним, что эти выводы 

были получены путем сопоставления коэффициен-
тов характеристического уравнения (20) - (22) с ко-
эффициентами нормализированного уравнения 
третьего порядка.  

Для проведения численного расчета воспользу-
емся примерными данными: J2 = 1.036 10-5 кгм2. 

5
1 2J J 2T 1.036 10     кгм2 (согласно формулам  

(29) и (30)). Предположим, что необходимо полу-
чить переходные процессы около 0.1 сек. Тогда 

Т=0.001, 5
2J / 2T 1.036 10 / 0.002 0.0052     .  

А уравнения (28) - (30) будут в следующих формах:  
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  ,        (35) 

21 3 2
0.005s 1Y (s)

0.000001s 0.0002s 0.02s 1



  

 .         (36) 

Соответствующие переходные процессы пока-
заны на рис. 2.  

Следует напомнить о том, что все вышеприве-
денные теоретические исследования проводились с 
условием того, что коэффициенты трения двухмас-
совой механической системы очень малы, и свойст-
вом нелинейности, которое весьма характерно при 
наличии трения, можно пренебречь. 

Характеристические уравнения ПФ (20) - (22) 
являются уравнениями третьего порядка и для их 
исследования можно также применять дискрими-
нант кубического уравнения [10]. 

Например, возьмем выражение (22): 
 

0
12 21 3 2

0 1 2

c s 1
Y (s) Y (s)

d s d s d s 1


 
  

   

и формулы, определяющие коэффициенты с0, d0, d1, 
d2 : 

0
12

c ;
C


 1 2 1 2 1 2
0 1 2

12 12

J J J J J J
d ;d ;d

2 C C 2
 

  
 

. 

Характеристическое уравнение ПФ (22): 
3 2

0 1 2d s d s d s 1 0    ,                  ( 37) 
а дискриминант этого кубического уравнения: 

3 2 2 3
1 3 1 2 0 2

2
0 1 2 3 0 3

4d d d d 4d d

    18d d d d 27d d

     

 
         (38) 

или: 

   2 2 3
1 2 1 0 1 2 2 0d d 4d d 18d d 4d 27d      .    ( 39) 

 
Итак, возможны только три случая, из которых 

мы выделим только нижеприведенные два: 
если Δ > 0, тогда уравнение имеет три различ-

ных вещественных корня; 
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если Δ < 0, то уравнение имеет один вещест-
венный и пару комплексно сопряжённых корней. 

Поэтому сначала определим условия, при кото-
рых: 

 
 

2 2
1 2 1

3
0 1 2 2 0

d d 4d

   d 18d d 4d 27d 0

   

   
        (40) 

и составим систему уравнений: 
2

2 1
3

1 2 2 0

d 4d 0

18d d 4d 27d 0

  


  
,              ( 41) 

С учетом выражений для 0 1 2d ,d ,d систему 
(41) можно написать в следующей форме: 

 

2
1 2 1 2

12
2 3

1 2 1 2 1 2

12 12

J J J J
4 0

2 C

J J J J J J18 4 27 0
2 C 2 2 C

       

   

       

,  (42) 

В следующих выражениях представлены пре-
образования уравнений системы: 
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Уравнение (44) получено из условия 0  , оп-
ределяемое уравнением (40).  

Независимо от того, какими будут динамиче-
ские свойства двухмассовой системы с ПФ (22), 
чтобы уравнения (44) имели физический смысл не-
обходимо 

1218 C 16 0                        (45) 
или: 

12
16C
18

 .                               (46) 

Принимаем, что значение С12 можно написать в 
виде:  

12
16C l
18

 ,                              (47) 

где l – действительное число больше единицы, явля-
ясь безразмерным параметром, выражает кратность 
значения коэффициента жёсткости относительно 
значения, при котором моменты инерции ДМ МС 
имеют нулевые значения. То есть, этот безразмер-
ный параметр напрямую определяет физический 
смысл составленной системы уравнений (42). 

Тогда:  
2

1 2

4
1 2 2

18J J
l

(l 1)J J 192
l

 
 


  



.                              (48)  

Квадратное уравнение, составленное на основе 
системы (48) , имеет вид:  

1

2
2 4

1 2
18 (l 1)J J 192 0

l l
 

    .              (49) 

Значения для момента инерции приводного 
двигателя: 
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Если:  
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Тогда:  
l 1.4218  

и  при этом моменты инерции приводного двигателя 
и рамы гироскопа равны: 
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2

2
9J J

1.02343


  .                 (51) 

Если  
22

4
2
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или  
1 l 1.4218  , 

тогда  

 1,2

2
J 18 18 768(l 1)

2l


    .          (52) 

 
Таким образом, при l 1.4218  момент инерции 

определится формулой (53): 

1

29J
1.4218


 , 

 
а при 1 l 1.4218  : 

1

2

2
2

2
2

J 18 18 768(l 1)
2l

J 18 18 768(l 1)
2l

        
  


        

,           (53) 

 
3

0 3
108 (l 1)d

l
 

 , 
2

1 2
20.25d

l


 , 2
9d
2l


 , 0
9c
8l


 . 

 



Двигатели и энергоустановки аэрокосмических летательных аппаратов 77 

Заключение 
 

На рис. 3 и 4 представлены графики и осцилло-
графы, полученные от вычислений и симуляции в 
программной среде MATLABSimulink. Графики, 
представленные на рис. 3, показывают зависимости 
моментов инерции подвесной рамы и ротора стаби-
лизирующего двигателя в зависимости от безраз-
мерного параметра l: J1=f(l), J2=f(l), при значениях 
коэффициента трения β1=0.002 и β2=0.003.  

Графики, представленные на рис. 3, наглядно 
показывают, что равенство моментов инерции воз-
можно при обеспечении режима технического оп-
тимума. Графики, представленные на рис. 4, пока-
зывают изменение характера переходного процесса 
при разных значениях коэффициента l. 

Как видно из переходных процессов, чем 
меньше коэффициент кратности, тем больше пока-
затель колебательности переходного процесса. Но, 
влияние значения этого параметра на время пере-
ходного процесса относительно мало. 

 
 

Рис. 2. Переходные процессы двухмассовой системы (34) - (36). MatLabSimulink 
 

 
 

Рис. 3. Зависимости моментов инерции подвесной рамы J2=f(l) и ротора стабилизирующего двигателя J1=f(l) 
от безразмерного параметра l, при значениях коэффициента трения β=0.002 и β=0.003 
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Рис. 4. Переходные процессы при различных значениях коэффициента кратности: 
 l1=1.1; l2=1.3; l3=1.4 
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ДВОМАСОВА МОДЕЛЬ СИСТЕМИ СИЛОВОЇ  ГІРОСКОПІЧОЇ СТАБІЛІЗАЦІЇ 
Е. Т. Газанханов, T. І. Карімлі, B. А. Нейматов 

Досліджено механічну систему гіроскопічної стабілізації по одній осі, що складається з стабілізуючого 
двигуна і підвісної рами із застосуванням двомасової моделі. На основі відомих математичних моделей ме-
ханічних провідностей, які часто зустрічаються при дослідженні механічних систем електроприводів, скла-
дено передавальні функції для механічної системи гіроскопічного стабілізатора з метою отримання перехід-
них процесів, що відповідають умовам технічного оптимуму. Отримано рівняння зміни моментів інерції, 
при яких в будь-якому випадку забезпечуються умови технічного оптимуму. Достовірність проведених дос-
ліджень підтверджено результатами симуляції комп'ютерних моделей, складених в програмному середовищі 
MATLAB. 

Ключові слова: стабілізуючий двигун, підвісна рама, механічна провідність, нормалізовані коефіцієн-
ти, технічний оптимум. 
 

TWO-MASS MODEL OF THE SYSTEM OF FORCE GYROSCOPIC STABILIZATION 
A. T. Hazarkhanov, T. İ. Karimli, V. A. Neymatov  

The mechanical system of the gyro stabilization device on one axle, consisting of a stabilizing engine and a 
hinged frame, has been investigated using a two model that adopts as the first mass a stabilizing engine, аnd as an 
inferred mass, the gyroscope frame of a single axis of the coordinate system. The objective is to draw up a transmis-
sion function for the mechanical system of the gyroscope stabilizer in order to obtain transitional processes that meet 
the conditions of technical period based on known Mathematical models of mechanical conductivity often encoun-
tered in the study of mechanical electric power systems. It was proposed to apply the standardized equation of the 
third order with constant coefficients and to obtain the equations of the moment of inertia, in which the conditions of 
technical optimum were maintained in any case. It was also suggested that a formula be applied to discriminant a 
cubic equation in order to obtain calculation formulas to calculate the moments of inertia that provide the conditions 
of technical optimum. In this case, a definition of the dimensionless parameter, expressed by the multiplicity of the 
stiffness coefficient value, is given, relative to the value at which the moments of inertia of the mechanical system 
Gyrostabilizer have zero values, and the defining physical. The meaning of the resulting equations for the mechani-
cal system. In the MATLAB software environment, models have been prepared to derive the transition processes of 
the two system of Gyrostabilizer, the moments of inertia of the hinged frame and the rotor of the stabilizing engine 
from the dimensionless parameter, with different values Friction coefficient and transitional processes at different 
values of the coefficient of multiplicity. The graphs and transition curves that have been obtained demonstrate that 
the equality of moment of inertia is only possible if the technical optimum is achieved, the oscillation ability transi-
tion rate decreases with the increase. A multiplicity coefficient, and the effect of this setting is relatively low during 
the transition process. Thus, the results obtained from the simulation of computer models confirmed the validity of 
the studies carried out. 

Keywords: stabilizing motor, suspension frame, mechanical conductivity, normalized coefficients, technical 
optimum. 
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