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ПРО ПОБУДОВУ МАЙЖЕ ІНТЕРПОЛЯЦІЙНИХ 
СПЛАЙНІВ БЕЗ’Є 

Запропонована одна конструкція параболічних сплайнів Без'є, що 
співпадають з майже інтерполяційними сплайнами мінімального 
дефекту. 

Постановка проблеми. Останнім часом намітився розрив між 
інструментальними засобами інженерно-конструкторських CAD-систем 
та існуючим математичним апаратом, розробленими в рамках теорії 
апроксимації (напр. [1, 2]). Зокрема, це відноситься до опису кривих. 
Протягом останніх 20 – 30 років отримані численні методи опису 
кривих, зокрема сплайн-функціями. У той час, як у CAD/CAM-
системах, в основному, для рішення траєкторних задач  
використовуаються параболічні сплайни Без’є. У зв'язку із цим, виникає 
проблема коректування алгоритмів, вбудованих у CAD/CAM-системи 
для з метою підвищення їхньої ефективності. 

 
Аналіз відомих результатів і публікацій. Популярності сплайнів 

Без’є сприяє простота їхньої реалізації [1; 3]. До негативних сторін 
варто віднести їхню негладкість і погану якість наближення. У [4] була 
почата спроба поліпшити якість наближення за рахунок адаптивного-
оптимального вибору вузлів сплайна. Було показано, що для 
асимптотично оптимального розбиття отриманий сплайн Без’є має 
кращі аппроксимативні властивості і є «майже» гладким. У даній роботі 
запропонована конструкція сплайнів Без’є, що, не змінюючи локальних 
властивостей апроксимації Без’є, для рівномірного розбиття дозволяє 
одержати інструмент наближення, що асимптотично співпадає з 
інтерполяційним сплайном мінімального дефекту. 

 

Постановка задачі. У [1] показано, що для ])1(,[ hiiht +∈  

будь-який параболічний сплайн мінімального дефекту по розбиттю 

,...)2,1,0( ±±=iih  можна записати у вигляді  
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Сплайни виду (1) досить зручні й прості, однак у ряді програмних 

засобів для графічного відображення використовуваються параболічні 
сплайни Без’є. Метою даної роботи є побудова такої конструкції 
сплайнів Без’є, які будуть співпадать з майже інтерполяційними 
сплайнами (2). Одержання такої конструкції дозволяє підвищити 
ефективність вбудованих графічних функцій. 

 

Основні результати. Для ])1(,[ hiiht +∈  й точок 

12/1 ,, ++ iii MMM  сплайн Без’є має вигляд 
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Вирішуючи цю систему, одержуємо 
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Таким чином, сплайн Без’є )},
~

,
~

,
~

({ 12/1 tMMMsb iii ++  буде 

співпадати з майже інтерполяційним параболічним сплайном 
мінімального дефекту. 

Як відзначалося вище, апарат сплайнів Без’є активно 
використовується для опису кривих, тому наші подальші міркування 
присвячені обчисленню похибки між кривою, що має бути 
наближеною, і побудованим аппроксимаційним апаратом. 

 
Теорема 1. Нехай параметрична замкнута крива 
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тут ),( γΓR  – хаусдорфова відстань між кривими )(tΓ  й )(tγ , тобто 

найменше з ε , при якому крива )(tΓ  лежить в ε  – коридорі кривої 

)(tγ  (наприклад. [6]). 
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Звідси й з (4) одержуємо 
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Щоб вирішити задачу знаходження мінімуму спочатку приведемо 
допоміжне твердження. 

 
Лема 1. Якщо )( ba ⋅  – скалярний добуток векторів a  й b й 
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Доведення. Функція 
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Тепер, з визначення векторного й скалярного добутків маємо 

=
−

=
⋅−

2

22222

2

222

||

cos||||||||

||

)(||||

b

baba

b

baba ϕ
 

,
||

||

||

sin||||
2

2

2

222

b

ba

b

ba ×
==

ϕ
 



 
131

де )( ba
∧

=ϕ . 

Із цієї леми випливає, що вираз, який стоїть у правій частині 
рівності (5) досягає свого мінімуму по ς  при  
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Підставляючи отриманий вираз в (5) і використовуючи лему 1, а 
так само те, що  
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Аналогічно 
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Звідси й з визначення хаусдорфової відстані, маємо 
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що й завершує доказ теореми. 
Помітимо, тому що отримані сплайни Без’є співпадають зі 

сплайнами 2
~s , то теорема вірна й для сплайнів Без’є. 

Приклад наближення контуру за допомогою Без’є сплайнів 
другого порядку 

 

 
Рис 1. Приклад реконструкції контуру України на базі 50 

опорних точок: 
�  – точки, в яких сплайн майже інтерполює контур. Ці 

точки необхідно зберігати для проведення реконструкції, 
�  – точки для побудови Без'є кривої. Зберігати не потрібно – 

будуються динамічно 
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Висновки. У даній статті запропонована схема побудови 
параболічних сплайнів Без’є, що спіпадають з майже 
інтерполяційними параболічними сплайнами мінімального дефекту, 
що дозволяє підвищити ефективність існуючих програмних засобів 
для рішення траєкторних задач. 
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