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СТАВЛЕННЯ ІНВЕСТОРА ДО РИЗИКУ
У статті досліджено імовірнісні властивості вибіркового оцінювання коефіцієнта,

що описує ставлення інвестора до ризику за класичного припущення про нормальність роз-

поділу та неавтокорельованість дохідностей, з яких складено портфель. Знайдено точну

густину вибіркового оцінювання та на прикладі щотижневих спостережень за цінами

5 акцій, що входять до індексу "Dow Jones", показано, що густина є близькою до густини

нормального розподілу. Знайдено асимптотичний розподіл вибіркового оцінювання та

показано, що збіжність емпіричних густин до асимптотичної є доволі швидкою. На осно-

ві асимптотичного розподілу побудовано інтервальні оцінки коефіцієнта, що описує став-

лення до ризику та запропоновано статистичний тест його значення.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА, ОПИСЫВАЮЩЕГО

ОТНОШЕНИЕ ИНВЕСТОРА К РИСКУ
В статье исследованы вероятностные свойства выборочной оценки коэффициента,

который описывает отношение инвестора к риску при классическом предположении о нор-

мальности распределения и неавтокоррелированности доходностей, из которых состав-

лен портфель. Найдена точная плотность распределения выборочной оценки и на приме-

ре еженедельных наблюдений за ценами 5 акций, входящих в индекс "Dow Jones", показано,

что плотность близка к плотности нормального распределения. Найдено асимптоти-

ческое распределение выборочной оценки и показано, что сходимость эмпирических плот-

ностей к асимптотической довольно быстрая. На основе асимптотического распределе-

ния построены интервальные оценки коэффициента, описывающего отношение к риску и

предложен статистический тест его значений.

Ключевые слова: портфель финансовых активов; нерасположенность инвестора к риску;

доходность актива; нормальное распределение.
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MODELLING THE COEFFICIENT OF INVESTOR RISK AVERSION
The paper studies the probabilistic properties of sample estimation of risk aversion coefficient

under the classical assumption of normally distributed and unautocorrelated asset returns includ-

ed in a portfolio. The exact density of the sample estimation distribution is found and using weekly

observations for prices of 5 stocks included in Dow Jones it is shown that this density is close to the

density of normal distribution. The asymptotic distribution is found and it is shown that convergence

of empirical densities to asymptotic density is quite fast. Based on asymptotic distribution an inter-

val estimator of risk aversion coefficient is constructed and a statistical test for the values of risk

aversion coefficient is presented.
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Постановка проблеми. Сучасним фінансовим ринкам притаманна доволі

висока волатильність. Це багато в чому зумовлено нестабільністю світової полі-

тики та наслідками світової фінансової кризи 2008–2009 рр., негативні наслід-
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ки якої дотепер остаточно не подолано. Тому головним завданням інвестора є

зменшення фінансових ризиків. Одним із найвідоміших методів зниження

фінансових ризиків є диверсифікація, а одним із найвідоміших методів засто-

сування диверсифікації у фінансовій діяльності є використання портфелів.

Зазначимо, що використання диверсифікації, а отже і портфелів, є доволі

широким. Диверсифікація використовується у всіх сферах економічної діяль-

ності людини. Важливість використання диверсифікації в різних секторах

економіки розглядається багатьма вченими. Зокрема, важливість диверсифі-

кації в агропромисловому секторі, який на поточний момент є чи не найваж-

ливішим сектором економіки України, описано у [8]. Необхідність диверсифі-

кації при формуванні місцевих бюджетів досліджено у [3]. Питання викори-

стання диверсифікації при роботі сервісних центрів досліджено у [7], а вико-

ристання портфелів з найменшим рівнем ризику для організації та плануван-

ня роботи банківської установи розглянуто в [5]. Більш загально питання

використання диверсифікації в економічній діяльності висвітлено у [1; 6].

Через популярність та поширеність на сьогодні існує багато визначень

диверсифікації як процесу. Нас цікавитиме одне з найширших означень, наве-

дене у [10]: диверсифікація – це розподіл капіталів, що інвестуються між різ-

ними об'єктами вкладень з метою зниження ризику можливих втрат капіталу

або доходів від нього.

На практиці диверсифікація часто реалізується шляхом побудови портфе-

ля фінансових активів. Теорія портфелів бере свій початок з роботи Г. Марко-

віца [24], в якій він вперше проаналізував алгоритм раціонального вибору

структури портфеля. Незважаючи на свою популярність, методу Марковіца

щодо вибору раціональної структури портфеля фінансових активів притаман-

ні певні недоліки. Одним з них є те, що при виборі раціональної структури

портфеля необхідно брати до уваги співвідношення між очікуваним доходом

та ризиком, іншим – вибір дисперсії за міру ризику. Це призвело до вироб-

лення інших критеріїв вибору раціональної структури портфеля з використан-

ням сучасних мір ризику, таких як Value-at-Risk (VaR) та умовне Value-at-Risk

(CVaR). Популярним на практиці методом вибору раціональної структури

портфеля є критерій максимізації очікуваної корисності портфеля, що

поєднує в собі елементи теорії портфеля та теорії корисності. Цей метод базу-

ється на максимізації функції корисності портфеля, яка залежить від коефіці-

єнта, що описує ставлення інвестора до ризику. Як наслідок, структура порт-

феля з максимальною корисністю також залежить від цього коефіцієнта. У

класичній теорії портфеля припускається, що значення коефіцієнта, який

описує ставлення до ризику, є відомим. Таке припущення зазнає критики на

практиці. У фінансовій літературі запропоновано декілька методів визначен-

ня цього коефіцієнта, проте у всіх випадках отримана величина розглядається

як константа. Такий підхід є неправильним. За нього нехтується властивість

невизначеності параметрів, що може призводити до отримання недостовірної

інформації та, як наслідок, до прийняття неправильного управлінського

рішення, наслідки якого можуть бути доволі сумними. Оцінки невідомих

параметрів необхідно розглядати як випадкові величини та використовувати

їх, попередньо дослідивши їхні властивості.
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Аналіз останніх досліджень та публікацій. Теоретичні та прикладні аспекти

управління портфелем фінансових активів та аналізу основних характеристик

портфеля розглядали в своїх працях як вітчизняні (В.В. Вітлінський [2],

А.Б. Камінський [21], О.І. Черняк [9]), так і закордонні (Г. Александр [11],

Т.Д. Боднар [15], Т. Болерслев [16], В. Шмід [25]) вчені.

Мета дослідження полягає у врахуванні невизначеності параметрів при

визначенні значення коефіцієнта, що описує ставлення інвестора до ризику,

який входить у запис функції очікуваної корисності портфеля, а саме, дослід-

женні імовірнісних властивостей оцінки коефіцієнта, що описує ставлення

інвестора до ризику, побудові статистичних тестів та інтервальних оцінок

цього параметра. Проведене дослідження дасть інвестору можливість більш

точно аналізувати та планувати основні характеристики портфеля на основі

інтервальних оцінок коефіцієнта, що описує ставлення до ризику, наприклад,

визначаючи песимістичні та оптимістичні сценарії розвитку подій та обчис-

лення інтервалів довіри щодо ризику та очікуваної дохідності портфеля.

Основні результати дослідження. У класичній теорії портфеля припус-

кається, що значення коефіцієнта, який описує ставлення до ризику, є відо-

мим [25]. Таке припущення зазнає значної критики на практиці. З одного

боку, коефіцієнт, що описує ставлення інвестора до ризику, залежить від пере-

конань інвестора, які відповідно залежать від багатьох суб’єктивних чинників.

З іншого боку, цей коефіцієнт залежить від активів, з яких формується порт-

фель, тобто від об’єктивних чинників. 

Ідея обчислення коефіцієнта, що описує ставлення до ризику (β), на

основі ринкових даних розглядалася у [2; 16; 20]. У [20] коефіцієнт β обчисле-

но на основі оцінки нейтральних до ризику та історичних імовірностей, отри-

маних з цін опціонів. У [16] обчислення коефіцієнта β відбувається на основі

реалізованої волатильності. В [2] обгрунтовано вплив як об’єктивних, так і

суб’єктивних чинників на значення коефіцієнта β. Значення коефіцієнта β,

що використовуються на практиці, лежать у межах від 1 до 50, вибір значення

цього коефіцієнта відбувається евристично. Ідея обчислення коефіцієнта β на

основі рівня довіри для VaR вперше запропоновано в [18]. Очевидно, що зро-

зуміліше виразити ставлення до ризику через визначений строго статистично

рівень довіри для VaR, ніж через абстрактний коефіцієнт β. Зважаючи на це, в

[18] шляхом накладання умов на дохідність портфеля, коефіцієнт, що описує

ставлення інвестора до ризику, визначено через порівняння VaR отриманого

портфеля з бажаним рівнем ризику. У [11] розглянуто проблему визначення

коефіцієнта, що описує ставлення інвестора до ризику, порівнюючи розв’язки

задач мінімізації VaR портфеля [12] та максимізації очікуваної корисності

портфеля [25]. У [11] за припущення нормальності дохідностей з параметрами

µ та Σ, з яких сформовано портфель (k – їх кількість), отримано вираз для

обчислення коефіцієнта, що описує ставлення інвестора до ризику:

(1)

де                      – очікувана дохідність портфеля фінансових активів з най-

МАТЕМАТИЧНІ МЕТОДИ, МОДЕЛІ ТА ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ В ЕКОНОМІЦІМАТЕМАТИЧНІ МЕТОДИ, МОДЕЛІ ТА ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ В ЕКОНОМІЦІ 217

ACTUAL PROBLEMS OF ECONOMICS #4(190), 2017ACTUAL PROBLEMS OF ECONOMICS #4(190), 2017



меншою дисперсією [14]; s = µ'Rµ;                               zα = –Φ–1 (1 – α); 

α – квантиль стандартного нормального розподілу; 1 – k-вимірний вектор,

елементами якого є одиниці.

Зазначимо, що припущення про нормальність дохідностей активів, з яких

складено портфель, не є критичним для обчислення β. Вираз (1) буде справед-

ливим також і для дохідностей, що мають багатовимірний еліптичний розпо-

діл [14] чи поводяться як довільний стаціонарний процес, для якого квантиль

розподілу дохідності портфеля не залежить від ваг w [15]. У цих випадках 

потрібно у (1) замінити квантиль         на квантиль, що відповідає припущен-

ню про поведінку вектора дохідностей, з яких сформовано портфель.

Безпосередньо використати вираз (1) для β на практиці неможливо,

оскільки він залежить від невідомих параметрів VGMV та s, що залежать від

параметрів розподілу вектора дохідностей, з яких сформовано портфель, µ та

Σ. Спочатку інвестор змушений оцінити ці параметри. Ми використаємо

вибіркові оцінки параметрів розподілу. З вибірки значень векторів дохідно-

стей активів X1, X2, …, Xn ми побудуємо вибіркові оцінки невідомих парамет-

рів, тобто

(2)

Підставивши оцінки (2) в (1), отримаємо вибіркову оцінку коефіцієнта,

що описує ставлення інвестора до ризику:

(3)

У загальному випадку оцінка         є випадковою величиною, тому важли-

во дослідити її імовірнісні властивості. Зауважимо, що імовірнісні властивості

розглянутої оцінки залежать від імовірнісних властивостей вектора дохідно-

стей, з яких складено портфель. Ми припустимо, що дохідності активів, з яких

складено портфель, є нормально розподіленими та неавтокорельованими.

Нехай кількість активів, які ми включаємо в портфель є відома та ста-

новить k. Зауважимо, що оцінка (3) має зміст лише за виконання умови 

Імовірність виконання цієї умови досліджена в [4], де показано, що 

імовірність виконання такої умови є близька до 1 при α > 0,85. Надалі ми роз-

глядатимемо імовірнісні властивості оцінки          за виконання умови

Знайдемо спочатку стохастичне представлення оцінки      за умови, що оцінка 

параметра s є відома.

Теорема 1. Нехай ми формуємо портфель з k фінансових активів. Позначимо

Xt – k-вимірний вектор дохідностей активів, з яких формується портфель у

момент часу t. Припустимо, що Xt є k-вимірною нормально розподіленою випад-

ковою величиною з параметрами µ та Σ. Нехай X1, X2, …, Xn є незалежними 

реалізаціями Xt, n > k, µ ≠ µ1 і                Тоді 
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(4)

де символ         означає рівність за розподілом, а випадкова величина ξ2 має χ2

розподіл з (n – k) ступенями свободи.

Доведення. Врахувавши, що розподіли вибіркових оцінок параметрів VGMV

та s мають вигляд [13]:

(5)

де через Fk–1,n–k+1;ns позначено нецентральний розподіл Фішера з (k – 1) та 

(n – k + 1) ступенями свободи та нецентральним параметром ns, а           – 

χ2-розподіл з (n – k) ступенями свободи, та випадкова величина          неза-

лежна від       отримаємо твердження теореми.

Наслідок 1. В умовах теореми 1 густина випадкової величини                має 

вигляд (при x > 0):

(6)

де                                           Γ(•) – гамма функція.

Доведення. Позначимо                               та розглянемо випадкову 

величину ξ= η x aβ(y)1/2, де η– випадкова величина, яка має обернений χ-роз-

поділ з ν ступенями свободи.

Маємо:

(7)

отже:

(8)

З [23], маємо

(9)

Звідси та з теореми 1 отримаємо потрібне твердження.

Зрозуміло, що передбачити значення, яке прийме оцінка параметра s

неможливо, тому ми зацікавлені в розподілі оцінки параметра β за виконання 

умови 

Теорема 2. В умовах теореми 1 маємо:

(10)

де 
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(11)

Fa,b;λ(x) та fa,b;λ(x) є, відповідно, функція розподілу та густина нецентрального

розподілу Фішера з a і b ступенями свободи та нецентральним параметром λ, 

а                           задана в наслідку 1 (6).

Доведення. Доведення теореми випливає з [13].

Зобразимо густину розподілу випадкової величини                графічно. Ми 

виберемо щотижневі спостереження за цінами 5 акцій, що входять до індексу

"Dow Jones", а саме: "Microsoft" (0,091; 0,102), "Coca-Cola" (0,618; 0,892), "Walt

Disney" (0,773; 0,342), "Boeing" (0,774; 0,228), "McDonald's" (0,582; 0,173) за

період часу з 25.11.2013 до 28.12.2015 (110 спостережень). В дужках після назв

компаній вказано p-значення тестів Колмогорова-Смірнова на нормальність

розподілу дохідностей та Бокса-Пірса – на неавтокорельованість (зі зміщен-

ням 1) дохідностей. При рівні довіри 95% для проведених тестів наше припу-

щення про незалежність та неавтокорельованість дохідностей є коректним.

Нехай рівень довіри для VaR становить α = 0,95. Припустимо, що точні

значення параметрів розподілу вектора дохідностей µ та Σ є відомими.

Значення для них ми обчислимо з вибірки вибраних дохідностей активів,

тобто

µ = (0,3544; 0,0552; 0,3667; 0,0559; 0,1674)'; 

На основі цих значень обчислимо точне значення коефіцієнта β: 

β = 1,0115 та зобразимо густину випадкової величини            графічно при

n ∈ {60; 120; 240} (рис. 1).

З рис. 1 можемо зробити висновок, що при зростанні обсяґу вибірки

вибіркова оцінка коефіцієнта β стає точнішою, в тому сенсі, що зменшується

дисперсія оцінки. Також густина є симетричною при n = 240 та візуально

близькою до нормального розподілу.

Густина вибіркової оцінки       (10) є доволі складною для обчислення та 

при зростанні обсягу вибірки стає подібною на густину нормального розподі-

лу, виникає запитання: чи можна на практиці замінити густину (10) густиною

нормального розподілу та наскільки добрим буде таке наближення? Ми 

знайдемо асимптотичний розподіл вибіркової оцінки      та дослідимо його 

точність.
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Рис. 1. Густини розподілу випадкової величини              

при n ∈ {60; 120; 240}, авторська побудова

Теорема 3. В умовах теореми 1 при n→ ∞

(12)

Доведення. Використовуючи дельта-метод [17], отримаємо

(13)

де

(14)

де                            – очікувана дохідність портфеля з найменшою дисперсією 

[14] та 

(15)

– асимптотична матриця коваріацій вектора оцінок параметрів ефективної

множини [22].

МАТЕМАТИЧНІ МЕТОДИ, МОДЕЛІ ТА ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ В ЕКОНОМІЦІМАТЕМАТИЧНІ МЕТОДИ, МОДЕЛІ ТА ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ В ЕКОНОМІЦІ 221

ACTUAL PROBLEMS OF ECONOMICS #4(190), 2017ACTUAL PROBLEMS OF ECONOMICS #4(190), 2017

 
0

3

6

9

-0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4

n=60 n=120 n=240



Маємо

(16)

Підставивши попередні рівності у (14), отримаємо потрібне твердження.

Теорему доведено.

На практиці ми змушені використовувати оцінку дисперсії (12), тобто

(17)

З доведення теореми 3 та з теореми 1.14 в [19] отримаємо, що оцінка (17)

є конзистентною оцінкою дисперсії (12).

Дослідимо результати попередньої теореми. Значення параметрів вибере-

мо на основі реальних даних, які ми розглядали раніше, отримаємо

(18)

Рис. 2. Емпіричні та асимптотичні густини випадкової величини 

при  n ∈ {250;500;1000} та k = 5, авторська побудова

На рис. 2 представлено емпіричні та асимптотичну густини випадкової 

величини              при n ∈ {250;500;1000} та k = 5. Швидкість збіжності 

емпіричних густин до асимптотичної є швидкою, отже інвестор при управ-

лінні портфелем фінансових активів може використовувати результати теоре-

ми 2.
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Використовуючи результати теореми 3, ми маємо можливість побудувати

(1 – γ) інтервали довіри для значення коефіцієнта, що описує ставлення інве-

стора до ризику 

(19)

Інтервал довіри (19) дозволяє провести статистичний тест, чи отримане

значення оцінки коефіцієнта β суттєво відрізняються від бажаного за рівня

довіри (1 – γ).

Зауваження 1. При зростанні кількості активів у портфелі спостерігається

зміщення емпіричних розподілів вправо. Щоб запобігти цьому, необхідно в

процесі моделювання використовувати незміщену оцінку для параметра β,

(20)

Так, побудована оцінка може бути невизначеною, оскільки випадкова

величина під коренем може приймати від’ємні значення з додатною імовірні-

стю. Тому при її використанні на практиці потрібно або ігнорувати вибірки,

для яких значення під коренем прийматиме від’ємні значення, або замінити

отримані від’ємні значення нульовими.

Висновки. Прийняття управлінських рішень в економічній діяльності від-

бувається в умовах невизначеності. Одним з головних завдань в такій ситуації

є мінімізація ризиків. На практиці для досягнення цієї мети часто використо-

вується диверсифікація, тобто розподіл капіталу між різними об’єктами. Така

стратегія повністю відповідає основним принципам теорії портфеля. Проте

порівняння різних портфелів, навіть складених з однакових об’єктів, є питан-

ням нетривіальним, оскільки інвестор зацікавлений у таких, як правило, обе-

рнено пропорційних, характеристиках портфеля, як очікувана дохідність та

ризик. Одним з найвідоміших методів порівняння портфелів є їхня очікувана

корисність. Функція очікуваної корисності портфеля залежить від коефіцієн-

та, що описує ставлення до ризику. Часто припускається, що такий коефіцієнт

є незмінним в часі. Таке припущення зазнає нищівної критики. Існує декіль-

ка методів визначення цього коефіцієнта. Одним з найпростіших та найкраще

статистично обґрунтованим є метод, описаний в [11], в якій авторами знайде-

но значення коефіцієнта, що описує ставлення до ризику, на основі рівня

довіри до міри ризику VaR та імовірнісних властивостей дохідностей об’єктів,

включених до портфеля. Авторами запропоновано використовувати точкову

оцінку знайденої величини для управління портфелем. Такий підхід не є уні-

версально правильним, оскільки в цьому випадку нехтується властивість

невизначеності параметрів. Доцільнішим є підхід, за якого отриману оцінку

розглядають як випадкову величину, а найкращим інструментом для опису

властивостей випадкової величини є її розподіл. Зважаючи на це, робота при-

свячена дослідженню імовірнісних властивостей вибіркової оцінки коефіці-

єнта, що описує ставлення інвестора до ризику, побудованої на основі резуль-

татів, отриманих в [11]. За припущення нормальності та неавтокорельованості
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дохідностей, з яких сформовано портфель фінансових активів, ми знайшли

точний та асимптотичний розподіли цієї оцінки. З’ясувалося, що при обсягу

вибірки історичних значень, більшому за 250, густина точного розподілу є

симетричною та подібною на густину нормального розподілу. Крім того,

швидкість збіжності емпіричних густин до асимптотичної є доволі швидкою і

незначно зміщеною. Цей недолік можливо виправити використанням незмі-

щеної оцінки. Отримані результати дають змогу інвестору побудувати інтер-

вальну оцінку для коефіцієнта, що описує ставлення до ризику, та перевірити

статистично, чи портфель істотно відрізняється від класичного портфеля з

найменшою дисперсією, врахувати песимістичні та оптимістичні сценарії

розвитку подій та побудувати інтервали довіри для ризику та очікуваної дохід-

ності портфеля. Крім того, інвестор отримує можливість швидко реагувати на

зміни економічної ситуації та перебудувати свій портфель відповідно до нових

умов (використавши, наприклад, контрольні карти для характеристик коефі-

цієнта, що описує ставлення до ризику), що є надзвичайно важливо в умовах

сучасної нестабільності. Також, інвестор, що надає перевагу класичній теорії

портфеля, може дослідити характеристики свого портфеля в умовах новітньої

теорії і вибрати структуру таким чином, щоб його ризик був мінімальним, а

очікувана дохідність дорівнювала наперед заданому значенню.
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