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ИНФОРМАЦИОННАЯ ТЕХНОЛОГИЯ АНАЛИЗА
ДАННЫХ С ПОМОЩЬЮ ЛИНЕЙНЫХ МОДЕЛЕЙ В

УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

Введение
Во многих актуальных практических задачах известно, что входы и

выходы связаны линейной моделью. Предложенные за последние деся-
тилетия подходы к устойчивой оценке параметров линейных моделей
при наличии неопределенностей покрывают ряд классов неопределен-
ностей и свойств матриц входов и смешивания. Однако систематизация
новых методов недостаточна, многие задачи требуют разработки и усо-
вершенствования методов для работы в реальном времени и с разными
типами неопределенностей.

Поэтому актуальна разработка информационной технологии анализа
данных для разных типов неопределенностей – как на основе анализа
и систематизации существующих методов, так и путем их развития с то-
чки зрения повышения вычислительной эффективности, более обосно-
ванного учета шума, способности работать с выборками малого объема
в задачах, использующих представление данных линейными моделя-
ми. В данной статье приводится описание разработанной информацион-
ной технологии анализа данных с помощью линейных моделей (ИTЛM)
для устойчивого решения задач аппроксимации (ЗА) [1] и выделения
скрытых источников (ВСИ) [2], а также излагаются разработанные для
нее методы, их реализация и применение.

Задачи и данные
В ЗА [1] данные заданы парами вход-выход какDL = {(xi, yi)}i=1,L и

требуется оценить θ для функции f вида y = f(x) =
P

j=1,N xjθj ≡ 〈x, θ〉.
В задаче ВСИ [2] данные заданы наблюдениями выходов-смесей

DL = {yi}i=1,L которые связаны с неизвестными входами x неизвестной
смешивающей матрицей A ∈ ℜN×N как y = Ax, и требуется оценить ра-
зделяющую матрицу W = A−1 и получить неизвестные входы x = Wy.

Анализ подходов к решению ЗА и ВСИ позволил выявить характер-
ные для них типы неопределенностей и особенности данных; которые
могут быть положены в основу структурирования задач и соответству-
ющих методов их решения, которые составляют основу разработанной
ИTЛM.

Разработанная ИTЛM обеспечивает устойчивое решение ЗА при ма-
трице входов X(L×N):
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• полного либо неполного ранга, размерностью L > N , в отсутствии шу-
ма за счет использования методов построения модели оптимальной
сложности [3];

• близкого к неполному либо неопределенного численного ранга, ра-
змерностью L > N , при наличии аддитивного шума в X за счет
использования методов регуляризации [4];

• близкого к неполному ранга, размерностью L > N , при наличии ад-
дитивного шума в X за счет использования метода устойчивого ре-
шения ЗНК – PRGM [5], [6];

• полного либо неполного ранга, размерностью L << N , в отсутствии
шума за счет использования методов разреженной аппроксимации
[7].

• полного либо неполного ранга, размерностью L << N , при зашум-
ленном векторе выхода, за счет использования модифицированного
метода поиска соответствия [8].

Разработанная ИTЛM обеспечивает устойчивое решением задач ВСИ
при неизвестных матрицах плана и смешивания полного ранга без шу-
мов для:

• L > N за счет использования методов анализа независимых компо-
нент [2];

• L > N,L < 100 за счет использования метода выделения скрытых
источников - BSSMDL [5], [9];

• L < N за счет использования методов анализа разреженных компо-
нент [10].

Алгоритм функционирования ИTЛM
Если решается ЗА – перейти к шагу 1.1. Если решается задача ВСИ –

перейти к шагу 2.1.
Шаг 1.1. Проверить соотношение количества образцов выборки L и

числа входов N . Если N >> L – перейти к шагу 1.6, в противном случае
перейти к шагу 1.2.

Шаг 1.2. Если имеется априорная информация о том, что матрица
входов не искажена шумом – перейти к шагу 1.7; если же матрица входов
содержит аддитивный шум X = X0+Ξ – перейти к шагу 1.3.

Шаг 1.3. Вычислить матрицу XT X и ее число обусловленности
λmax/λmin. Если число обусловленности порядка единиц – перейти к шагу
1.8; иначе – к шагу 1.4.

Шаг 1.4. Проанализировать поведение ряда сингулярных чисел. Если
ряд сингулярных чисел имеет выраженную отделенность gap(i,X) – пе-
рейти к шагу 1.9, в противном случае перейти к шагу 1.5.

Шаг 1.5. Для решения задачи выбран метод регуляризации Tихонова
[4]. Перейти к шагу 1.10.

ISSN 1562-9945 73



“АСАУ” – 11(31) 2007

Шаг 1.6. Для решения задачи выбран метод разреженной аппрокси-
мации (см. ниже модифицированный метод поиска соответствий). Пе-
рейти к шагу 1.10.

Шаг 1.7. Для решения задачи выбран метод построения модели [3].
Перейти к шагу 1.10.

Шаг 1.8. Для решения задачи выбраны методы решения ЗНК [11].
Перейти к шагу 1.10.
Шаг 1.9. Для решения задачи выбраны устойчивые методы решения

ЗНК (см. ниже модифицированный метод Гревиля).
Шаг 1.10. Решение задачи на основе полученных в результате аппро-

ксимации оценок параметров и выхода модели. Закончить работу.
Шаг 2.1. Проверить соотношение количества источников M и числа

каналов (датчиков) N . Если M > N , перейти к шагу 2.6, в противном
случае перейти к шагу 2.2.

Шаг 2.2. Проанализировать закон распределения сигналов, составля-
ющих выборку данных. Если закон распределения Гауссовский – пере-
йти к шагу 2.7.

Шаг 2.3. Проанализировать, обладают ли источники сигнала свой-
ством статистической независимости. Если статистическая независи-
мость источников соблюдается, перейти к шагу 2.4, в противном случае
перейти к шагу 2.8.

Шаг 2.4. Проверить, какое число образцов имеется в обучающей выбор-
ке. Если число образцовLмало (L < 100), перейти к шагу 2.9, в противном
случае перейти к шагу 2.5.

Шаг 2.5. Для решения задачи выбран анализ независимых компонент
[2]. Перейти к шагу 2.10.

Шаг 2.6. Для решения задачи выбран анализ разреженных компо-
нент [10]. Перейти к шагу 2.10.

Шаг 2.7. Для решения задачи выбран анализ главных компонент РСА
[2]. Перейти к шагу 2.10.

Шаг 2.8. Для решения задачи выбран анализа независимых компо-
нент с поддиапазонным разложением [2]. Перейти к шагу 2.10.

Шаг 2.9. Для решения задачи выбран метод выделения скрытых
источников на основе алгоритмической теории информации (см. ниже).

Шаг 2.10. Решение задачи на основе полученных в результате ВСИ
оценок скрытых источников. Закончить работу.

Mодифицированный метод Гревиля
Разработана модификация метода Гревиля (PRGM) для рекурсивного

вычисления вектора параметров при работе в скользящем рабочем окне
(см. также [5], [6]).

Вычислить вектор параметров θM для первого рабочего окна, т.е. для
первых M образцов выборки DM = {(xi, yi)}i=1,M используя рекурсив-
ную процедуру Плакетта [11]:

θk+1 = θk + bk+1(yk+1 − x
T
k+1θk); k = 0, 1, . . .,M − 1. (1)
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Для сокращения вычислительной сложности и затрат памяти, а та-
кже для обеспечения устойчивости в случае rank(X) < N , предлагается
вычислять значение bk+1 ∈ ℜN по формулам [12]:

При ||xT
k+1Qk||2 > Neff:

bk+1 = Qkxk+1/(x
T
k+1Qkxk+1); (2)

Pk+1 = (I − bk+1x
T
k+1)Pk(I− bk+1x

T
k+1)

T + bk+1b
T
k+1; (3)

Qk+1 = (I− bk+1x
T
k+1)Qk (4)

При ||xT
k+1Qk||2 ≤ Neff:

bk+1 = Pkxk+1/(1 + x
T
k+1Pkxk+1); (5)

Pk+1 = (I− bk+1x
T
k+1)Pk;Qk+1 = Qk. (6)

Здесь Xk – матрица входов для k полученных образцов. Xk ∈ ℜk×N ,
Pk = X+

k (X+
k )T – симметричная матрица размерностью N × N ; P0 = 0,

Qk = I − X+
k Xk – проекция на ортогональное дополнение пространства

строк матрицы Xk размерностью N ×N ; Q0 = I.
Получить следующий образец данных (xT

k+1, yk+1). Пополнить матри-
цу Xk новым образцом xk+1. Вычислительная сложность: O(N)

Удалить из Pk и Qk старый образец x1 = xk−M+1 по формулам (7),(8).
Для линейно независимого удаляемого образца xT

1 q1 ∈ (1 ±Neff):

Pk = (I− q1q
T
1 /||q1||2)(Pk+1 − q1q

T
1 )(I− q1q

T
1 /||q1||2); (7)

Qk = (I− q1q
T
1 /||q1||2)(Qk+1 − q

T
1 q1)

Для линейно зависимого удаляемого образца xT
1 q1 /∈ (1 ±Neff):

Pk = Pk+1 + q1q
T
1 /(1 + x

T
1 q1); (8)

Qk = Qk+1,

где q1 ∈ ℜN – столбец, соответствующая старому образу x1 ∈ ℜN ,
Xk = (x1|X′T

k )
T

, X′T
k = {x2, x3, . . .,xk} и X+

k = (q1|Dk). Вычислительная
сложность: O(N3).

Пополнить Pk и Qk новым образцом xk+1 при ||xT
k+1Qk||2 > Neff по (3),

(4), а при ||xT
k+1Qk||2 ≤ Neff по (6). Вычислительная сложность: O(N3).

Вычислить новое значение bk+1 ∈ ℜN . При ||xT
k+1Qk||2 > Neff по (2), а

при ||xT
k+1Qk||2 ≤ Neff по (5). Вычислительная сложность: O(N2).

Вычислить значение θk+1 по (1). Вычислительная сложность: O(N).
Вычислить новое значение первого столбца q1’ псевдообратной матрицы
X+

k+1 : q1 = (I− bk+1x
T
k+1)q1. Вычислительная сложность: O(N2)

Перейти к следующему образцу.
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Достоинством PRGM является то, что его вычислительная сложность
O(N + 2N2 + 2N3) не зависит от величины рабочего окна: Удалось избе-
жать хранения матрицы x+

k , требуемая память: MN + 3N2 + 2N .

Модифицированный метод поиска соответствий
Предложена модификация метода поиска соответствий MMПС [13].

Модификация обычного метода поиска соответствия [8] с целью учета
шума в векторе выхода заключается в использовании для останова теста
Грибонваля [14], а при неприменимости теста Грибонваля – критерия
выбора модели [15].

На первом этапе MMПС определяется, может ли для рассматривае-
мого базиса использоваться тест Грибонваля. Для этого необходимо:

Для матрицы входов X вычислить функцию связности µ(·):

µ(s) = sup
card(I)≤s

sup
j /∈I

X

i∈I

|〈ϕj , ϕi〉|, (9)

где ϕi – столбец i матрицы входов X формируется как ϕi = ϕi/||ϕi||2, s ≤
N, s – число членов в линейном разложении; I – множество индексов фун-
кций, образующих подпространство; i – индексирует элементы подпро-
странства, для всех возможных card(I)-членных разложений y(card(I) =
1, . . . , s, i = 1, . . . , card(I)), i ∈ I ; card(I) ≤ s – означает, что мощность мно-
жества индексов (размерность подпространства) варьируется от 1 до s.

Проверить условие µ(2s − 1) < 1 для s = 1, . . . , 0.5N . Если условие
выполняется для s ≥ 1, в качестве критерия останова MMПС используе-
тся тест оптимальной разреженности Грибонваля. При невыполнении
условия связности для останова используются критерии выбора модели

(см. ниже).
На втором этапе MMПС выполняются следующие вычисления.

Инициализировать f0 = 0, Rk = y = (y1, . . ., yL). В матрице входов x

найти базисную функцию i, скалярное произведение вектора ϕi которой
с вектором текущего остатка Rk максимально:

γk = arg max
i=1,...,N

|〈X(·, i),Rk〉|; (10)

γk – индекс базисной функции в матрице входов γk ∈ {1, . . ., N}.
Определить значение вектора параметров как θk = (ΦT

k Φk)−1ΦT
k Rk,

где Φk = {Φk−1, ϕγk}.
Вычислить новый вектор остатка Rk+1 = Rk − θγkX(·, γk).
Если для останова используется тест оптимальной разреженности

Грибонваля:
Вычислить |R|1 + |R|2k, где

|R|1 = |Rk+1|1 = (|〈Rk+1, ϕi〉|2)1/2, |R|2k = |Rk+1|2k = (
X

i∈I2k

|〈Rk+1, ϕi〉|2)1/2

(11)
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I2k – множество индексов 2k наибольших скалярных произведений
|〈Rk+1, ϕi〉|.

Вычислить:

0.5(1 − µ(2k − 1)) min
i

|θi|, (12)

где i – индекс параметра, минимального по модулю; k – число отобранных
базисных функций.

Проверить выполнение |Rk+1|1 + |Rk+1|2k < 0.5(1− µ(2k− 1)) mini |θi|.
Если неравенство удовлетворяется, полученная k-членная линейная мо-
дель является решением с максимально возможной разреженностью и
наименьшей ошибкой аппроксимации на основании теста оптимальной
разреженности Грибонваля [14]. В противном случае продолжить фор-
мирование модели, перейдя на следующую итерацию.

Если для останова используется критерий выбора модели: Вычи-
слить значение используемого критерия выбора модели CR(k).

Произвести сравнение CR(k) ≥ CR(k − 1). Если неравенство удовле-
творяется, то для выбранного критерия и метода перебора моделей по-
лученная k-членная линейная модель является моделью оптимальной
сложности при данном уровне шума выхода y. В противном случае про-
должить формирование модели, перейдя на следующую итерацию.

Выделение скрытых источников на основе
алгоритмической взаимной информации

Алгоритмическая взаимная информация определяется как [16]:

I(x1 : x2) = K(x1) −K(x1|x2), (13)

где K(x1) – алгоритмическая сложность строки данных (наблюдений)
x1, K(x1|x2) – алгоритмическая сложность преобразования x1 в x2.

Вычислимым эквивалентом алгоритмической сложности строки дан-
ных K() на основе подхода MDL является минимальная длина описа-
ния [15]. Нами предложено для вычисления K(·) использовать мини-
мальную длину описания данных универсальной моделью – nMDL, ли-
бо минимальную длину описания данных смешанной моделью – gMDL,
предложенные Bin Yu [15]:

nMDL = (L/2) log(RSS/(L− k)) + 0.5k log(F ) + log(L− k)− 3/2 log(k); (14)

gMDL = (L/2) log(RSS/(L− k)) + 0.5k log(F ) + log(L) (15)

F = (xT
x−RSS)/(kRSS/(L− k)), RSS = ||x − Φθ||2. (16)

Здесь x сопоставлена линейная модель M вида x =
P

i=1,k θiϕi, где

θ ∈ ℜk – параметры, ϕ ∈ ℜL – базисные функции, позволяющие аппро-
ксимировать x ∈ ℜL, L – длина выборки, по которой строится модель, k –
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число параметров, ϕij образуют матрицу Φ ∈ ℜL×k. Предлагаемая целе-
вая функция BSSMDL для разделения двухкомпонентной смеси имеет
следующий вид

I(x∗
1 : x∗

2) = MDL(Yw1) −MDL(Yw1|M2), (17)

где Y ∈ ℜL×2 – матрица выходов, Yw1 = x∗
1 – вектор оценки сигна-

ла источника x∗
1 ∈ ℜL,MDL(·) – функция, значением которой является

длина описания данных (например (14) или (15) ), x∗
1 ∈ ℜL – вектор оцен-

ки сигнала первого источника, x∗
2 ∈ ℜL – вектор оценки сигнала второго

источника, w1 – строка разделяющей матрицы, соответствующая перво-
му источнику, M2 – линейная модель для аппроксимации x∗

2. Оптими-
зационная задача отыскания w1∗ для выделения первого источника

w
∗
1 = arg min

w
I(x∗

1 : x∗
2) = arg min

w
(MDL(Yw1) − MDL(Yw1|M2)), (18)

На каждой итерации оптимизационной процедуры осуществляется
построение линейной модели M1 для аппроксимации текущей оценки
x∗

1 = Yw∗
1 и линейной модели M2 для аппроксимации x∗

2 = Yw∗
2, где

w∗
1 и w∗

2 – оценки w1 и w2, полученные на текущей итерации опти-
мизации. Для построения моделей M1 и M2, устойчивых к шуму, пре-
длагается использовать MMПС с остановом по тесту оптимальной разре-
женности Грибонваля (см. выше модифицированный метод поиска соо-
тветствий). Затем вычисляется nMDL(Yw1) по (14). Для вычисления
nMDL(Yw1|M2) предлагается аппроксимировать Yw1, используя толь-
ко базисные функции Φ2, полученные в M2 и вычислять (14), используя
RSS = ||Yw1 −Φ2θ2||2.

Реализация и применения
Для реализации и использования ИTЛM разработано программного

обеспечение в виде модулей MatLab Toolboxes, модель Simulink систе-
мы подавления активных помех, модули программного нейрокомпьюте-
ра SNC [17].

ИTЛM использована для решения задачи определения содержания
радионуклидов в объектах окружающей среды при фиксированной и
нефиксированной геометрии измерений [13], [18], [19]. ИTЛM также
использовалась для решения задачи подавления активных помех в не-
однородных и однородных антенных системах [5], [6], [9]. Применение
ИTЛM позволило получить более высокие результаты по сравнению с
используемыми методами решения этих задач.

Выводы
Разработанная информационная технология анализа данных с помо-

щью линейных моделей позволяет автоматизировать процесс принятия
решения по выбору метода решения прикладных задач на основе ре-
шения задач аппроксимации и выделения скрытых источников с помо-
щью линейных моделей в условиях неопределенности и предоставляет
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средства для их решения за счет разработки программно-аппаратных
реализаций методов. Она показала хорошие результаты в задачах по-
давления активных помех и определения содержания радионуклидов в
объектах окружающей среды. Предполагается расширить перечень ре-
шаемых прикладных задач и набор методов, используемых в техноло-
гии.
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