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СТОХАСТИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ
МНОГОМЕРНЫХ КОМБИНИРОВАННЫХ СИСТЕМ

С ДИНАМИЧЕСКИМИ КОМПЕНСАТОРАМИ
ВОЗМУЩЕНИЙ

Введение
Задача компенсации возмущений приобретает особую значимость в

связи с необходимостью создания высокоточных систем автоматического
управления движущимися объектами и технологическими процессами.
Как известно [1], существенного повышения точности управления можно
достичь путем использования принципа комбинированного управления,
реализуемого на основе разомкнуто-замкнутых структур, включающих в
себя компенсаторы возмущений, построенных в виде последовательного
соединения обратных и прогнозирующих моделей. Реализация указан-
ного принципа для многомерных систем наталкивается на существен-
ные трудности, связанные с необходимостью обращения многомерной пе-
редаточной матрицы объекта управления. В настоящей работе решается
задача стохастической оптимизации многомерных комбинированных си-
стем управления с динамическими компенсаторами возмущений, синте-
зированными на основе реализаций обратных динамических систем в
пространстве состояний [2].

Постановка задачи
Задачу синтеза дискретной комбинированной системы управления

будем рассматривать применительно к объекту управления вида:

xk+1 = Axk +Buk +Bffk, yk = Cxk, (1)

где xk ∈ Rn – вектор состояния объекта на k-том шаге, uk ∈ Rm – ве-
ктор управлений, fk ∈ Rmf – вектор измеряемых возмущений, yk ∈ Rq

– вектор регулируемых переменных. Будем считать, что выполняются
условия обратимости rankC = q, rankB = m, rank (S) = m 6 q, S = CB.

Задача синтеза комбинированной системы состоит в нахождении за-
кона управления uk в функции измеряемых переменных yk, fk, обеспечи-
вающего стабилизацию замкнутой системы и компенсацию влияния во-
змущений на регулируемые переменные. При этом предполагается, что
возмущающее воздействие измеряется с некоторой случайной погрешно-
стью (помехой) fk + ξk.

Синтез системы комбинированного управления
Выберем закон комбинированного управления в виде суммы стаби-

лизирующей и компенсирующей компонент управляющего воздействия
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uk = us
k + uc

k. Стабилизирующая компонента управления us
k принимае-

тся в виде us
k = K · ey

k, где ey
k = y∗k − yk – ошибка регулирования, y∗k –

задающее воздействие, K – матрица коэффициентов линейной стабили-
зирующей обратной связи. Выбор этой матрицы может осуществляться
известными методами синтеза модального управления по выходу. Для
простоты ограничимся рассмотрением случая y∗k = 0.

Компенсирующая компонента управления uc
k формируется с помощью

предложенного в [2] динамического компенсатора, состоящего из регуля-
ризованной обратной [3] и прогнозирующей моделей:

x̄c
k+1 = F̄ (ε, P2) x̄

c
k +R(P2)Π (ε)Bf (fk + ξk) ,

ūc
k = −B̄ (ε) [CAQx̄c

k + CBf (fk + ξk)] ,
(2)

где матрицы компенсатора возмущения F̄ (ε) = RΠ(ε)AQ, H̄ (ε) =
RBS+ (ε), B̄ (ε) = B+ (H (ε) + PΩ(ε)), Π(ε) = In − H (ε)C, Ω(ε) = Iq −
SS+ (ε) в силу уравнений структурного синтеза компенсатора [4]

„
C
R

«−1

=
`
P Q

´
=

„
P1 Q1

P2 Q2

«q

n−q

, P1 = Iq, Q1 = 0q×n−q (3)

при произвольной невырожденной матрице Q2, detQ2 6= 0 , зависят от
настроечных параметров ε, P2. Здесь матрица S+ (ε) = ST

`
εIq + SST

´−1

является, фактически, регуляризованным псевдообращением матрицы
S, причем S+ (ε)

˛̨
ε=0 = S−1 и S+ (ε) |ε=∞ = 0 .

Исследуем динамические характеристики разомкнуто-замкнутой
комбинированной системы с динамическим компенсатором возмущений.
Для этого получим уравнение ошибки регулирования для замкнутой
комбинированной системы управления с объектом (1) и синтезирован-
ным компенсатором возмущений пониженного порядка (2).

Учитывая соотношения xk − Qx̄c
k = (QR+ PC) xk − Qx̄c

k = Qθ̄k − Pek,
где θ̄k = Rxk − x̄c

k, получим уравнения динамики ошибки регулирования

ek+1 = C (AP −BK) ek − CAQθ̄k + Λ1 (ε) f̄k − SB̄CBfξk,
θ̄k+1 = R (BK − AP ) ek +RAQθ̄k + Λ2 (ε) f̄k −R

`
Π(ε) +BB̄C

´
Bfξk,

f̄k = −CBffk + CAQx̄c
k,

(4)

где матрицы Λ1 (ε) =
`
Iq − SB+P

´
Ω(ε), Λ2 (ε) = RBB+PΩ(ε). Очевидно,

что Ω(ε = 0) = 0, SB̄u (ε = 0) = Iq и SB̄u (ε = ∞) = SB+
u P .

Обозначив через x0
k = Qθ̄k −Pek вектор состояния замкнутой системы,

представим уравнения (4) в следующей эквивалентной форме:

x0
k+1 = (A−BKC)x0

k + Λ̄ (ε) f̄k − Γ̄ (ε) ξk, e=k − Cx0, (5)

где матрицы Λ̄ (ε, P2) =
`
I −BB+

´
PΩ(ε), Γ̄ (ε) =`

In −
`
In −BB+

´
PΩ(ε)C

´
Bf , причем Λ̄ (ε = 0) = 0, Γ̄ (ε = 0) = Bf .

Из уравнений (6) следует, что введение в закон управления допол-
нительной компенсирующей компоненты, сформированной с помощью
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синтезированного компенсатора возмущений, приводит к эффекту, экви-
валентному преобразованию исходного возмущения и помех измерений с
помощью некоторых формирующих динамических фильтров. Многомер-
ные передаточные функции, описывающие указанные динамические
преобразования, оказываются зависящими от параметров настройки, что
делает возможным формализацию задачи параметрического синтеза и
оптимизации компенсаторов возмущений по критерию точности регули-
рования.

Параметрическая оптимизация комбинированной системы
Установим предварительно связь между дискретными Z – преобра-

зованиями сигнала ошибки регулирования e(z) и внешних возмущений
f(z) и помех измерений ξ(z):

e(z) = Gf (z) f (z) +Gξ (z) ξ (z) , (6)

где дискретные матричные передаточные функцииGf (z) иGξ (z) равны

Gf (z) = −C (zIn − A+BKC)−1 Λ̄ (ε)C
“
AQ

`
zIn−q − F̄

´−1
RΠ − In

”
Bf ,

Gξ (z) = C (zIn − A+BKC) Γ̄(ε).
(7)

Пусть возмущающее воздействие и помехи измерений описываются
моделями дискретных случайных процессов, задаваемых своими спе-
ктральными плотностями мощности

Sf (jω) = σ2
fΦf

“
ejω
”

ΦT
f

“
e−jω

”
, Sξ (jω) = σ2

ξΦξ

“
ejω
”

ΦT
ξ

“
e−jω

”
, (8)

где Φf

`
ejω
´

и Φξ

`
ejω
´

– нормированные частотные характеристики соо-
тветствующих формирующих фильтров, σ2

f и σ2
ξ – дисперсии порожда-

ющих дискретных белых шумов. Примем в качестве критерия каче-
ства компенсации возмущения мощность сигнала ошибки регулирова-
ния, определяющую точность управления:

Je = σ2
f ‖Hf (z)‖2 + σ2

ξ ‖Hξ (z)‖2 ,
Hf (z) = Gf (z) Φf (z) , Hξ (z) = Gξ (z)Φξ (z) ,

(9)

где матричные передаточные функции Gf (z) и Gξ (z) определяются со-
гласно выражениям (6), а L2 – норма матричных передаточных функций
вычисляется с помощью известных выражений:

‖H (z)‖2 =
1

2πj

I

|z|<1

tr
h
HT

`
z−1
´
H (z)

i dz
z

=
1

2π

∞Z

−∞

tr
h
HT

“
e−jω

”
H
“
ejω
”i
dω.

(10)
Воспользовавшись полученными в [4] оценками качества переходных

процессов в динамическом компенсаторе (2), сформулируем задачу его па-
раметрического синтеза из условий получения максимальной точности

52 ISSN 1562-9945



“АСАУ” – 11(31) 2007

компенсации возмущений при ограничениях на длительность TП (ε) 6

T ∗
П и колебательность σ (ε) 6 σ∗:

Je (ε, P2) → min, TП (ε, P2) 6 T ∗, σ (ε, P2) 6 σ∗,

TП (ε) 6
`
ln
`
λ−1 (ε)

´´−1
ln
`
∆−1

´
, σ (ε) 6

β−1
β+1

, β = λ1 (ε) (1 − λ (ε)) ,
(11)

где λ1 (ε) =
‚‚F̄ (ε) − In−m

‚‚
2
, ∆ – заданный уровень, определяющий усло-

вия окончания переходного процесса.
При вычислительной реализации предложенной процедуры параме-

трического синтеза наиболее трудоемким этапом является вычисление
показателя качества Je. Используя известные методы анализа дискре-
тных стохастических систем в пространстве состояний, можно суще-
ственно упростить вычисления. Для простоты ограничимся рассмотре-
нием ситуации, когда возмущающее воздействие и помехи измерений
описываются моделями независимых дискретных случайных процессов
с нулевыми средними M {fk} = 0, M {ξk} = 0, и заданными ковариаци-
онными матрицами M

˘
fkf

T
k

¯
= Pf , M

˘
ξkξ

T
k

¯
= Pξ.

В установившемся режиме при выполнении условий устойчивости за-
мкнутой системы и динамического компенсатора, ковариационные ма-
трицы их векторов состояния определяются как решения дискретных
матричных уравнений Ляпунова:

Px0 = (A−BKC)Px0 (A−BKC)T + Λ̄Pf̄ Λ̄T + Γ̄PξΓ̄
T ,

Px̄c = F̄Px̄c F̄ T +RΠBf (Pf + Pξ)B
T
f ΠTRT ,

(12)

где Pf̄ = CBfPfB
T
f C

T + CAQPx̄cQTATCT . Тогда среднеквадратическая
ошибка регулирования определяется как σ2

e = tr
`
CPx0CT

´
.

Ограничившись лишь требованием внутренней устойчивости дина-
мического компенсатора и воспользовавшись известным свойством ма-

тричных норм
‚‚F̄
‚‚

2
6
‚‚F̄
‚‚

Φ
, где

‚‚F̄
‚‚

Φ
=
`
tr
`
F̄ T F̄

´´1/2
=

 
n−qP
i,j=1

˛̨
F̄ij

˛̨2
!1/2

– фробениусова матричная норма, сформулируем упрощенную постанов-
ку задачи параметрического синтеза:

σ2
e (ε, P2) → min,

‚‚F̄ (ε, P2)
‚‚

Φ
6 λ∗ < 1. (13)

Очевидно, что полученная модификация исходной задачи в виде (13)
является задачей квадратичного программирования относительно эле-
ментов матрицы P2, что значительно упрощает процедуру синтеза.

Выводы
В результате проведенного анализа можно сделать вывод о том, что

существует предельно достижимая точность компенсации возмущений,
зависящая как от характеристик объекта, так и от выбранных на-
строечных параметров, обеспечивающих требуемые динамические ха-
рактеристики компенсатора. Полученные соотношения позволяют коли-
чественно оценить максимально достижимую точность компенсации во-
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змущений при выбранных значениях настроечных параметров. Это, в
свою очередь, позволяет формализовать постановку задачи параметри-
ческого синтеза на основе компромисса между противоречивыми требо-
ваниями точности и качества комбинированных систем и тем самым
обеспечить реализацию конструктивного подхода к формированию ин-
женерной методики синтеза многомерных динамических компенсаторов
и оценке на этапе проектирования предельно достижимой степени ком-
пенсации возмущений.
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