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АНТРОПОМОРФНОГО КРОКУЮЧОГО
АПАРАТА

Анотацiя: У роботi побудовано тривимiрну математичну модель кiнемати-

чних зв’язкiв антропоморфного крокуючого апарата, який характеризується сi-

мома твердотiлими ланками, дванадцятьма ступенями свободи у кiнематичних

парах i шiстьма ступенями свободи апарата вiдносно базової системи коор-

динат. Для формалiзацiї моделi використано матрицi направних косинусiв та

матрицi переносу.
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Вступ
Однiєю з основних проблем синтезу антропоморфного крокуючо-

го апарата (АКА) є побудова математичної моделi його кiнемати-
чних зв’язкiв, яка дає можливiсть дослiдити динамiчнi характе-
ристики АКА, у тому числi такi, як дотримання рiвноваги, змiна
фази руху тощо [1,2].

Першi спроби математичної формалiзацiї кiнематики АКА здiй-
сненi ще у роботах В.В. Белецького [3]. Подальше розширення фун-
кцiональних можливостей АКА призвело до зростання вимог до їх
кiнематичних схем, у результатi чого на сьогоднi iснує декiлька
класифiкацiй кiнематичних схем [4], розроблених такими вчени-
ми, як T. McGeer [5], W. Blajer [6], В. Тимошенко [7], S. Gruber [8] ,
L. Yang [9], D. Braun [10]. Спiльною рисою їхнiх робiт є вирiшення
таких задач механiки, як: перемiщення ланок, проковзування на
опорнiй поверхнi, подання апарата у виглядi оберненого маятника,
аналiз моментiв та iнерцiї у шарнiрах. Однак, жодної кiнематичної
моделi АКА, придатної для моделювання дотримання рiвноваги
АКА на опорнiй поверхнi, за даними про розподiл сил реакцiї опо-
ри, побудовано не було [4,11].

Формування кiнематичної схеми АКА
Розглянута у роботi кiнематична схема АКА (рисунок 1) скла-

дається iз семи ланок AB, BC1, BC2, C1D1, C2D2, D1E1, D2E2, що
мають вiдповiднi довжини LAB , LBC1 , LBC2 , LC1D1 , LC2D2 , LD1E1 ,
LD2E2 i визначають корпус, стегна, гомiлки i стопи апарата. Па-
ри ланок, об’єднанi шарнiром, визначають ступенi свободи АКА.
Так, ланки BCi, де i = [1..2], мають три ступенi свободи вiдносно
ланки AB, якi задаються кутами αC

1 , βC
1 , γC

1 , αC
2 , βC

2 , γC
2 . Ланки
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CiDi, i = [1..2] мають по однiй ступенi свободи, що заданi вiдносно
ланок BCi кутами γD

i . Ланки DiEi мають по двi ступенi свободи
вiдносно ланок CiDi, якi заданi кутами αE

i , γE
i . Ланка AB зберiгає

свою просторову позицiю у системi координат OXY Z.

Рис. 1 – Загальна кiнематична схема АКА
AB, BC1, BC2, C1D1, C2D2, D1E1, D2E2 – ланки АКА; αC

1 , αE
1 , βC

1 ,
γC
1 , γD

1 , γE
1 – кути кiнематичних пар АКА

Формалiзацiя кiнематичних зв’язкiв АКА
Початкове положення ланок AB, BC1, BC2, C1D1, C2D2, D1E1,

D2E2 АКА у системi координат OXY Z задається положенням вiд-
повiдних точок A, Bi, Ci, Di, Ei (рисунок 2), якi належать цим лан-
кам. Кожна iз вказаних точок задається вектором координат:

A =
1

10
1
; B =

1
7
1
; C1 =

2
4

−1.5
; C2 =

2
4

1.5
;

D1 =
1
1

−2
; D2 =

1
1
2
; E1 =

2
1

−2
; E2 =

2
1
2
.

(1)

у тривимiрному просторi у вiдповiдностi з пропорцiями тiла люди-
ни:

Розглянемо два типи перемiщення кiнематичних пар: кутове
перемiщення (КП), при якому точка ланки радiально перемiщує-
ться вiдносно заданого центру, та лiнiйне перемiщення (ЛП), при
якому точка ланки перемiщується на заданi величини вiдносно
осей системи координат.
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Рис. 2 – Загальна схема кiнематичних пар та координат точок у
ланках АКА

Опис кутового перемiщення кiнематичних пар АКА
Так, згiдно з рисунком 1, КП ланки стегна АКА BC1 вiдносно

ланки корпуса AB тотожне перемiщенню точки С1 вiдносно систе-
ми координат з центом у точцi B i осями, що спiвпадають за напря-
мом з OX, OY , OZ. Розглянута кiнематична пара має три кутовi
ступенi свободи, що описанi кутами αC

1 , βC
1 , γC

1 . Перемiщення вiд-
носно кожного з цих кутiв може бути описане наступним чином:

C
RxαC

1
1 = C1 ·M

X
rot

(

αC
1

)

,

C1 =
2
4

−1.5
,

MX
rot

(

αC
1

)

=
1 0 0
0 cos

(

αC
1

)

− sin
(

αC
1

)

0 sin
(

αC
1

)

cos
(

αC
1

)

;

C
RyβC

1
1 = C1 ·M

Y
rot

(

βC
1

)

,
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C1 =
2
4

−1.5
(2)

MY
rot

(

βC
1

)

=
cos
(

βC
1

)

0 sin
(

βC
1

)

0 1 0
− sin

(

βC
1

)

0 cos
(

βC
1

)

;

C
RzγC

1
1 = C1 ·M

Z
rot

(

γC
1

)

,

C1 =
2
4

−1.5

MZ
rot

(

γC
1

)

=
cos
(

γC
1

)

− sin
(

γC
1

)

0
sin
(

γC
1

)

cos
(

γC
1

)

0
0 0 1

.

Тодi поворот ланки вiдносно трьох осей має вигляд:

CRot
1 =

[(

C
RxαC

1
1 ·MX

rot

(

αC
1

))

·MY
rot

(

βC
1

)

·MZ
rot

(

γC
1

)]

. (3)

Iдентично до КП ланки BC1, поворот ланки BC2 буде вигляда-
ти так:

CRot
2 =

[

MY
rot

(

βC
2

)

·MZ
rot

(

γC
2

)

·
(

MX
rot

(

αC
2

)

· C
RxαC

2
2

)]

. (4)

Тодi повний опис КП стегнових ланок має такий вигляд:

CRot
i =

[

MY
rot

(

βC
i

)

·MZ
rot

(

γC
i

)

·
(

MX
rot

(

αC
i

)

· C
RxαC

i
i

)]

, i = [1, 2] . (5)

Кутове перемiщення гомiлкових ланок АКА CiDi, i = [1, 2] зада-
ється подiбно до КП ланок BCi, проте, на вiдмiну вiд попередньо-
го випадку, дане перемiщення характеризується одним ступенем
свободи, який заданий вiдносно осi Z. Таким чином опис КП ланок
CiDi має вигляд:

D
RzγD

1
1 = MZ

rot

(

γD
1

)

·D1,

D1 =
1
1
−2

,

MZ
rot

(

γD
1

)

=
cos
(

γD
1

)

− sin
(

γD
1

)

0
sin
(

γD
1

)

cos
(

γD
1

)

0
0 0 1

,

(6)

де γD
1 – кут повороту точки D1 вiдносно осi Z навколо центру в точцi

C1. Iдентично до КП точки D1, перемiщення точки D2у площинi Z
задається таким рiвнянням:
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D
RzγD

2
2 = MZ

rot

(

γD
2

)

·D2. (7)

Повний опис КП гомiлкових ланок має вигляд:

DiRzγD
2 = MZ

rot

(

γD
i

)

·Di, i = [1, 2] . (8)

Кутове перемiщення ланок стопи АКА DiEi також подiбне до
КП ланок BCi, CiDi. Однак розглянута кiнематична пара ланок
має два ступенi свободи, що визначенi вiдносно осей OX,OZ i заданi
кутами αE

i , γE
i , i = [1, 2], вiдповiдно до рисунка 1.

Так, КП точки E1 вiдносно D1 в однонаправленiй з OXY Z систе-
мi координат складається з КП вiдносноOX, яке описано рiвнян-
ням (9) та КП вiдносноOZ, описане рiвнянням (10).

E
RxαE

1
1 = MX

rot

(

αE
1

)

·E1. (9)

E
RzγE

1
1 = MZ

rot

(

γE
1

)

· E1. (10)

Тодi КП E2 вiдносно D2 описується так:

E
RxαE

2
2 = MX

rot

(

αE
2

)

·E2, (11)

E
RzγE

2
2 = MZ

rot

(

γE
2

)

· E2. (12)

Повний опис КП ланок стоп АКА DiEi вiдносно осей OX, OZ має
вигляд:

ERot
i =

[

MZ
rot

(

γE
i

)

·MY
rot

(

βE
i

)

·
(

MX
rot

(

αE
i

)

· Ei

)]

, i = [1, 2] . (13)

Таким чином, згiдно з рiвняннями (5, 8, 13), АКА буде мати два-
надцять ступенiв свободи у шарнiрах. Окрiм того, вiн буде мати
ще шiсть ступенiв свободи вiдносно базової системи координат, якi
визначаються рiвняннями (5).

Опис лiнiйного перемiщення кiнематичних пар АКА
У результатi кутового перемiщення, нове положення АКА ви-

значається координатами точок A, B, Crot
i , Drot

i , Erot
i , вiдстанi мiж

якими рiзняться вiд початкових. Так, для корекцiї моделi викори-
стано метод ЛП точки на величину похибки позицiювання ∆x, ∆y,
∆z, що задається формулою:

T =

1 0 0 ∆x
0 1 0 ∆y
0 0 1 ∆z
0 0 0 1

. (14)
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Для виконання операцiй над векторами координат точок шар-
нiрiв АКА, опис цих векторiв був доповнений вiльним членом.

A =

1
10
1
1

, B =

1
7
1
1

, . . . , E2 =

2
1
2
1

. (15)

Так, перемiщення точок Di залежить вiд КП точок Ci i коректу-
ється за наступною формулою:

Dmov
i = Di ·

1 0 0 ∆Cix
0 1 0 ∆Ciy
0 0 1 ∆Ciz
0 0 0 1

, де
∆Cix =

[

Di ∓Drot
i

]

· [1, 0, 0]
∆Ciy =

[

Di ∓Drot
i

]

· [0, 1, 0]
∆Ciz =

[

Di ∓Drot
i

]

· [0, 0, 1]
, (16)

а Di — доповнений вектор координат точки.
Перемiщення точки Ei виконується подiбно до перемiщення Di

та записується так:

Emov
i = Di ·

1 0 0 ∆Dix
0 1 0 ∆Diy
0 0 1 ∆Diz
0 0 0 1

, де
∆Dix =

[

Ci ∓Crot
i

]

· [1, 0, 0]
∆Diy =

[

Ci ∓ Crot
i

]

· [0, 1, 0]
∆Diz =

[

Ci ∓ Crot
i

]

· [0, 0, 1]
, (17)

де Ci— доповнений вектор координат точки.
Загальне перемiщення АКА формалiзується за КП та ЛП ко-

жної його ланки, КП та ЛП базової ланки та ЛП в’язаних ланок,
яке додається для забезпечення цiлiсностi структури АКА.

Опис кутового перемiщення ланки AB АКА
Кутове перемiщення точки A подано подiбно до КП точок Ci:

ARxαA
1 = A ·MX

rot

(

αA
)

,

MX
rot

(

αA
)

=

1 0 0
0 cos

(

αA
)

− sin
(

αA
)

0 sin
(

αA
)

cos
(

αA
)

;

ARyβA

= A ·MY
rot

(

βA
)

,

MY
rot

(

βA
)

=
cos
(

βA
)

0 sin
(

βA
)

0 1 0
− sin

(

βA
)

0 cos
(

βA
)

;
(18)

ARzγA

= A ·MZ
rot

(

γA
)

,

MZ
rot

(

γA
)

=
cos
(

γA
)

− sin
(

γA
)

0
sin
(

γA
)

cos
(

γA
)

0.
0 0 1

Тодi поворот ланки AB вiдносно трьох осей має такий вигляд:
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ARot =
[(

ARxαA

·MX
rot

(

αA
))

·MY
rot

(

βA
)

·MZ
rot

(

γA
)]

. (19)

Крiм кутового перемiщення, ланка AB має можливiсть перемi-
щуватися ще i вздовж трьох осей базової системи координат. Для
опису ЛП АКА достатньо формалiзувати ЛП точки A, що нале-
жить моделi АКА таким чином:

Emov
i = Di ·

1 0 0 ∆Ax
0 1 0 ∆Ay
0 0 1 ∆Az
0 0 0 1

, (20)

де ∆Ax, ∆Ay, ∆Az вказують прирiст координат точки A вздовж
осей X, Y , Z базової системи координат.

Висновок
Основною характеристикою запропонованої моделi кiнемати-

чних зв’язкiв АКА є можливiсть її застосування для подальшо-
го дослiдження динамiчних характеристик апарата у його стати-
чних фазах. Також важливою областю застосування моделi є ви-
вчення взаємодiї АКА з рельєфною опорною поверхнею.

Однак у результатi застосування матрицi напрямних косинусiв
i матрицi переносу виникають проблеми з точнiстю моделювання
кiнематики АКА у двох випадках, а саме:

• коли координати точок апарата рiвнi нулю;

• коли кути у кiнематичних парах рiвняються 90 i 180 градусiв.

Так, у першому випадку ЛП ланки здiйснюється з похибкою.
У другому випадку – матриця КП вироджується. Для вирiшен-
ня означених недолiкiв у роботi здiйснюється коригування крити-
чних параметрiв координат i кутiв ланок. У результатi чого нагро-
мадження помилок не вiдбувається.
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