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Введение
В данной статье предложен метод решения задач квадрати-

чного по переменным состояния объекта управления и к расходу
энергии на управление. Суть метода состоит в определении опти-
мальных параметров алгоритма управления из условия миниму-
ма критерия качества после подстановки в него переменных состо-
яния, найденных решением дифференциального уравнения объе-
кта управления, в котором управление абстрактно выражается в
виде линейной зависимости от переменных состояния. В резуль-
тате таких подстановок критерий качества становится функцио-
налом, зависящим от параметров алгоритма управления. После-
днее позволяет определить оптимальные значения параметров ал-
горитма управления. Предложенный подход позволяет генериро-
вать конструктивную процедуру определения компромиссных ре-
шений, удовлетворяющих исходные требования ПОТРЕБИТЕЛЯ
системы к качеству процесса управления и к расходу энергии на
управление. Метод позволяет решить задачу управления перемен-
ными состояния без необходимости формализации задачи в виде
одного общего интегрального выражения. Метод позволяет также
решить соответствующие задачи на условный экстремум. В статье
приведен демонстрирующий пример предложенного подхода, по-
зволяющего выявить суть и преимущества последнего.
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Анализ методов оптимального квадратичного
управления

Известно, что для решения задач квадратичного оптимально-
го управления состоянием динамических объектов могут быть
использованы как вариационные методы оптимального управле-
ния (метод классического вариационного исчисления и полувари-
ационный принцип максимума Понтрягина), так и метод динами-
ческого программирования. Применение любых из названных ме-
тодов для решения указанной задачи связано с необходимостью ре-
шения дифференциальных уравнений порядка 2n, где n – размер-
ность объекта управления. Кроме этого, ввиду того, что, как пра-
вило, трудно выбрать параметры критерия качества, удовлетво-
ряющих противоречивым требованиям ПОТРЕБИТЕЛЯ системы
к переменным состояния объекта управления и расходу энергии
на управление, в дальнейшем необходимо найти соответствующие
компромиссные значения параметров критерия качества [1], на
основе которых впоследствии окончательно определяются опти-
мальные значения параметров регуляторов.

Постановка задачи
В статье рассматривается задача управления состоянием одно-

мерного по управлению объекта в следующей постановке:

u∗(x) = arg







min
u

∞
∫

0

(

xTQx+ ru2
)

dt

∣

∣

∣

∣

ẋ = Ax+Bu,
x(0) = x0,







(1)

где х – вектор переменных состояния, u – управляющее воздей-
ствие, Q – матрица, учитывающая требования к переменным со-
стояния, r – параметр, учитывающий требования к расходу энер-
гии на управление, A – матрица состояния объекта, B – матри-
ца управления. При этом необходимо найти алгоритм замкнутого
управления:

u∗(x) = K∗x, (2)

обеспечивающий требования ПОТРЕБИТЕЛЯ системы к пере-
менным состояния и расходу энергии на управление.

Решение указанной задачи может быть получено при помощи
любого из трех вышеуказанных методов управления. Однако при
этом, как было указано выше, при использовании вариационных
методов неизбежно сталкиваемся с необходимостью решения си-
стем дифференциальных уравнений порядка 2n, где n – размер-
ность вектора переменных состояния объекта управления. Дей-
ствительно, в общем случае в процедурах указанных методов фи-
гурируют n дифференциальных уравнений объекта упраления и
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n дифференциальных уравнений функций Лагранжа или Пон-
трягина.

В данной статье для сведения числа дифференциальных урав-
нений процедуры решения задачи (1) к размерности объекта управ-
ления предлагается подход, основанный на известной структуре
алгоритма управления, а именно на ее линейности:

u∗(x) = −R−1BTK∗x, (3)

что вытекает, например, из результата, полученного методом дина-
мического программирования. В выражении (3) матрица K пред-
ставляет собой матрицу Риккати алгоритма управления, которая
определяется матричным дифференциальным уравнением:

K = −ATK −KA+KBR−1BTK −Q. (4)

При бесконечном времени управления уравнение (4) принимает
следующий вид:

ATK +KA−KBR−1BTK +Q = 0. (5)

Процедура решения задачи на основе предложенного здесь под-
хода имеет следующий вид:

1. Алгоритм управления с учетом его линейности по переменным
сосояния представляем в виде:

u(x) = Kx, (6)

где матрица K имеет строчный вид K = [k1, . . . kn].

2. Представленное в виде (6) управление подставляем в уравне-
ние состояния объекта ẋ = Ax+Bu, после чего оно принимает
однородный вид:

ẋ− (A−BK) x = 0. (7)

3. Находим решение x векторно-матричной модели (7).

4. Подставляем найденное решение x в критерий качества рас-
смотренной задачи (1), в результате чего он принимает следую-
щий вид:

I =

∞
∫

0

(

xTQx+ ru2
)

dt =

∞
∫

0

(

xTQx+ ruTu
)

dt =

∞
∫

0

(

xTQx+ rxTKTKx
)

dt. (8)

5. Определяем значение интегрального выражения (8), которое
получится в виде функции от коэффициентов k1, . . . kn:

I = I(k1, . . . kn). (9)
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6. Оптимальные значения k∗1 , . . . k
∗
n коэффициентов k1, . . . kn

определяем из условия минимума найденного интеграла (9):

(k∗1 , . . . k
∗
n) = arg

{

min
k1,...kn

I(k1, . . . kn)

}

=

= arg

{

d

dki
I(k1, . . . kn)

}

, i = 1 . . . n. (10)

Таким образом, процедура решения задачи оптимального управ-
ления (1) на основе предложенного подхода связана с решением
n дифференциальных уравнений объекта управления (7), опре-
делением интеграла (8), решением n алгебраических уравнений
(10), что, как правило, проще чем решение 2n дифференциальных
уравнений, на основе которых в дальнейшем определяется алго-
ритм упраления.

Необходимо отметить, что приведенный подход, как и любые
классические, позволяет получить окончательное решение задачи
управления лишь в случае, когда задача ПОТРЕБИТЕЛЯ системы
формализована адекватно. Однако такая ситуация практически
не встречаются из-за трудности формализации исходных требова-
ний ПОТРЕБИТЕЛЯ к точности управления и к расходу энергии
на управление в виде одного интегрального выражения, включа-
ющего матрицыQ и R критерия качества, структуры и параметры
которых подлежат определению. Выбор их структур не представ-
ляет особой трудностью, так как на практике, как правило, эти
матрицы имеют диагональный вид. Основная трудность связана с
определением их коэффициентов и матриц Q и R. Это обусловлено
тем, что требования к качеству переменных состояния управления
и к расходу энергии на управление всегда являются противоречи-
выми. Так, например, требование уменьшения расхода энергии на
управление неизбежно приведет к ухудшению качества перемен-
ных состояния, а требование к улучшению качества переменных
состояния неизбежно приведет к увеличению расхода энергии на
управление. Как правило, до решения задачи на формальном уров-
не компромиссное согласование указанных требований не может
быть найдено самостоятельно ни ПОТРЕБИТЕЛЕМ системы, ни
ее РАЗРАБОТЧИКОМ.

Окончательное решение задачи (1) может быть получено сов-
местно ПОТРЕБИТЕЛЕМ системы и его РАЗРАБОТЧИКОМ после
формального решения задачи. При использование существующих
методов формальное решение позволяет выбрать коэффициенты
матрицы алгоритма управления (4) или коэффициенты матриц Q
и R критерия качества, на основе которых впоследствии определя-
ются коэффициенты матрицы алгоритма управления, что и сде-
лано в [1]. При использовании же предложенного подхода синтеза
алгоритма управления компромиссное решение может быть полу-
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чено без необходимости определения коэффициентов матриц Q и
R критерия качества.

Некоторое облегчение определения компромиссного решения за-
дачи управления, если оно с точки зрения ПОТРЕБИТЕЛЯ суще-
ствует, может быть получено в случае, когда ПОТРЕБИТЕЬ может
указать некоторые дополнительные ограничения в виде, напри-
мер, ограничений на расход энергии на управление или на каче-
ство управления переменными состояния. В таких случаях зада-
чи управления должны формализоваться в виде соответствующих
задач на условный экстремум. Например, пусть ПОТРЕБИТЕЬ си-
стемы объявит ограничение на энергию управления E 6 Eдоп. В
этом случае формализованная постановка задача управления при-
нимает следующий вид:

u∗(x) = arg







min
u

∞
∫

0

(

xTQx+ ru2
)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ẋ = Ax+Bu,
x(0) = x0,
E 6 Eдоп.







(11)

При применении предложенного метода решения задачи управ-
ления выражение (11) приводится к виду:

u∗(x) = arg















min
u

∞
∫

0

(

xTQx
)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ẋ = Ax+BxTKTKx,
x(0) = x0,

∞
∫

0

xTKTKx 6 Eдоп.















(12)

Полученная задача в дальнейшем может быть решена предло-
женным методом. При этом, как вытекает из (6), коэффициенты
алгоритма управления (2) определяются решением следующей ал-
гебраической задачи на условный экстремум:

(k∗1 , . . . k
∗
n) = arg

{

min
k1,...kn

I(k1, . . . kn, x) |IE(k1, . . . kn) 6 Eдоп

}

, (13)

где I(k1, . . . kn, x) =
∞
∫

0

xTQxdt, IE(k1, . . . kn) =
∞
∫

0

xTKTxdt.

Как вытекает из приведенного, решение исходной задачи (11)
на условный экстремум предложенным способом в общем случае
проще, чем обычным.

Технологию решения задач квадратичного оптимального управ-
ления продемонстрируем на основе следующей задачи управления
объекта первого порядка:

u∗(x) = arg







min
u

∞
∫

0

(

qx2 + u2
)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ẋ+ ax = bu,
x(0) = x0,
x(∞) = 0.







(14)

1. Представим алгоритм управления в виде:

66 ISSN 1560-8956



Мiжвiдомчий науково-технiчний збiрник «Адаптивнi системи автоматичного управлiння», 2015, № 1(26)

u∗ = kx. (15)

1. Подставим (14) в дифференциальное уравнение объекта
управления, в результате чего оно принимает следующий вид:

ẋ+ ax = bu→ ẋ+ ax = bkx→ ẋ+ (a− bk)x = 0. (16)

Как видно, после такой операции дифференциальное уравне-
ние объекта становится однородным.

1. Определим решение уравнения (16):

x(t) = x0e
(bk−a)t. (17)

1. Подставим (17) в критерий качества, в результате чего он при-
нимает следующий вид:

I =

∞
∫

0

(

qx2 + u2
)

dt = x2
0

∞
∫

0

(

q + k2e2(bk−a)t
)

dt. (18)

1. Определим интеграл (18):

I =
x2
0(q + k2)

2(a− bk)
= I(k, a, b, x0). (19)

Из полученного выражения может быть найдено оптимальное
значение коэффициента k усиления алгоритма управления (14)
при известных параметрах a, b, q и начальных условий x(0) = x0.
Ниже приведены результаты решения задачи (14) при следующих
значениях параметров: a = 0, 1, b = 1, q = 1, x0 = 5.

Оптимальный коэффициент усиления алгоритма управления
равен k∗ = −0.905 и совпадает с k∗, полученном методом динами-
ческого программирования.

Однако, как было указано выше, окончательное компромиссное
решение задачи может быть получено совместно ПОТРЕБИТЕ-
ЛЕМ и РАЗРАБОТЧИКОМ системы. Это может быть осуществлено
следующим образом. РАЗРАБОТЧИК системы представляет ПО-
ТРЕБИТЕЛЮ зависимости частных показателей качества пере-
менных состояния и расхода энергии на управление в виде выра-
жений:

Ix =

∞
∫

0

x2dt =
x2
0

2(a− bk)
, Iu =

∞
∫

0

u2dt =
k2x2

0

2(a− bk)
, (20)

на основе которых ПОТРЕБИТЕЛЬ сам может выбрать устраи-
вающий его коэффициент усиления алгоритма управления (15).
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Для принятия окончательного решения ПОТРЕБИТЕЛЕМ удо-
бнее будет, если ему выражения (20) будут совместно представ-
лены в графическом виде. Это вытекает из приведенных резуль-
татов на Рис.1., где приведены зависимости часных критериев Ix
и Iu от коэффициента усиления k алгоритма управления (2). Так
допустимому расходу энергии на управление Iид соотвестсвует ин-
теральная точность Iхд, которая достигается при условии, если ко-
эффициент усиления алгоритма управления будет равным k∗. На
основе Рис.1 может быть найден необходимый расход энергии для
достижения требуемой точности Iхд. Отсутствие удовлетворяюще-
го ПОТРЕБИТЕЛЯ решения означает, что он имеющимся объектом
не может реализовать интересующий его процесс с требуемыми по-
казателями качества. На Рис. 2 приведены графики переменной
состояния и управления при полученном на Рис.1 коэффициенте
усиления алгоритма управления k∗.

Рис. 1 – Графики зависимостей частных критериев Ix, Iu от коэф-
фициента усиления k алгоритма управления

Из полученного вытекает важный вывод для РАЗРАБОТЧИКА
истемы, а именно, что при предложенном походе оптимальное ре-
шение задачи инвариантно к параметрам матриц Q и R, что зна-
чительно упрощает ему выполнение этапа формализации задачи
управления, а именно формализации требований ПОТРЕБИТЕЛЯ
к качеству переменных состояния объекта управления и к расходу
энергии на управление. Эти требования без ущерба качества реше-
ния задач интегрального квадратичного по переменным состояния
и расходу энергии на управление могут быть формализованы в са-
мом простом виде, а именно:
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Рис. 2 – Графики переменной состояния и управления при допу-
стимом расходе энергии и полученом коэффициенте усиления ал-
горитма управления

Ix =

∞
∫

0

x2
idt, i = 1, . . . l, Iu =

∞
∫

0

u2dt. (21)

После представления алгоритма управления в виде (6), его
подставления в уравнении состояния объекта управления, ин-
тегрирования последнего, подставления переменных состояния в
выражениях (21) последние становятся функциями от параметров
k1, . . . kn алгоритма управления, параметров матриц A, B уравне-
ния состояния объекта управления и начальных условий, т.е.:

Ii = Ii(k1, . . . kn, a1, . . . an, b1, . . . bm, x0), i = 1, . . . l,
Iu = Iu(k1, . . . kn, a1, . . . an, b1, . . . bm, x0).

(22)

Компромиссные удовлетворяющие ПОТРЕБИТЕЛЯ системы,
если они существуют, могут быть найдены на основе выражений
(22), или на основе их графической интерпретации, или в виде со-
гласования решений соответствующих задач на условный экстре-
мум, в которых в качестве условий служит ограничение на расход
энергии на управление.

В случае, если заранее известны параметры матрицы Q крите-
рия качества, то оптимальные значения k∗1 , . . . k

∗
n параметров ре-

гулятора k1, . . . kn определятся из условия минимума полученного
критерия качества, т.е.:
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(k∗1 , . . . k
∗
n) = arg

{

min
k1, ...kn

I(k1, . . . kn)

}

= arg





d
dk1

I(k1, . . . kn) = 0,

. . .
d

dkn
I(k1, . . . kn) = 0.



 .

(23)

Выводы
1. Предложенный подход синтеза алгоритмов регуляторов для

решения задач квадратичного по переменным состояния и ра-
сходу энергии позволяет в два раза уменьшить порядок общей
системы дифференциальных уравнений стандартных проце-
дур решения задач оптимального управления и свести его к
размерности объекта управления.

2. Предложенный подход синтеза алгоритма интегрального ква-
дратичного управления облегчает РАЗРАБОТЧИКУ системы
выбрать структуру и параметры критерия качества при осу-
ществлении формализованной постановки задачи управле-
ния.

3. Предложенный подход синтеза алгоритма интегрального ква-
дратичного управления позволяет ПОТРЕБИТЕЛЮ системы
выбрать параметры алгоритмы управления на основе абстра-
ктных результатов, полученных ее РАЗРАБОТЧИКОМ.

4. При использовании косвенных, в том числе и квадратичных
критериев качества, окончательные решения синтеза алгори-
тмов управления всегда являются компромиссными.

5. Компромиссные решения могут быть найдены только совме-
стно ПОТРЕБИТЕЛЕМ системы и ее РАЗРАБОТЧИКОМ после
полученных им абстрактных решений задач синтеза алгори-
тмов управления.

6. Предложенный метод позволяет паспортизировать объект с
точки зрения достижимых показателей качества управляемо-
сти.
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