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ДИНАМIЧНА МОДЕЛЬ АНТРОПОМОРФНОГО
КРОКУЮЧОГО АПАРАТА З ВРАХУВАННЯМ
МОМЕНТIВ ТА СИЛ ВЗАЄМОДIЇ З ОПОРНОЮ

ПОВЕРХНЕЮ

Анотацiя: у роботi побудовано двовимiрну математичну модель динамiки

антропоморфного крокуючого апарата, яка враховує сили реакцiї опори та си-

ли тертя (проковзування) по опорнiй поверхнi. Наведена модель налiчує лан-

ку корпуса та двi три-ланковi опори. Для побудови моделi застосований метод

Ньютона-Гауса.
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Вступ
Побудова системи управлiння антропоморфним крокуючим

апаратом (АКА) потребує формалiзацiї як його кiнематичної стру-
ктури так i динамiки руху. У випадках, коли АКА стоїть на опор-
нiй поверхнi (ОП), його кiнематична структура не може бути одно-
значно описана єдиною моделлю. Iнварiантнiсть кiнематичної мо-
делi АКА спричинена рiзницею у формалiзацiї розiмкненого кi-
нематичного ланцюга та замкнених кiнематичних ланцюгiв при
одно та двохопорних фазах руху. Таким чином, математичнi моде-
лi кiнематичних зв’язкiв повиннi зазнавати змiн при кожнiй змiнi
опорної фази апарата.

Що стосується динамiчної моделi АКА, зокрема при русi апарата
по ОП, то вона повинна враховувати низку факторiв, якi змiнюю-
ться вiдповiдно до фази руху апарата, параметрiв ОП, взаємодiї з
ОП, швидкостi руху АКА тощо.

Огляд результатiв попереднiх дослiджень
Вперше проблема достовiрного вiдтворення кiнематичної i ди-

намiчної моделей АКА була розглянута у працях Muybridge E.[1],
який застосував метод кiнограми руху для фiксацiї та спостере-
ження циклiчної змiни фаз людської ходи. Подальший розвиток
даної проблеми знайшов своє вiдображення у публiкацiях таких
авторiв, як: McGeer T.[14, 15], Frank A. [2], Pai A. [3], Chow C.,
Jacobson D. [4]. Так, зокрема, у публiкацiї [15] показано побудо-
ву кiнематичної моделi крокуючого апарата з невагомими одно-
ланковими опорами та сектороподiбними ланками стоп, що взає-
модiї його з ОП без врахування сили тертя та сили реакцiї ОП.

Найбiльш успiшними прикладами формалiзацiї динамiчної мо-
делi АКА є моделi, запропонованi такими авторами: Велiчен-
ко В.В. [16], Артоболевскiй I.I. [5], Бернштейн Н.А. [17], Muybri-
dge E. [1], Tomovic R. [6], McGee R. [7], McGeer T [14, 15], Frank A. [2],

c© М.М. Ткач, Д.О. Гуменний, Н.О. Якунiна, 2015
ISSN 1560-8956 143



Мiжвiдомчий науково-технiчний збiрник «Адаптивнi системи автоматичного управлiння», 2015, № 1(26)

Pai A. [3], Chow C., Jacobson D. [4], Vukobratovic M. [8], Chemori A.,
S. Le Flock, S. Krut, E. Dombre [18] та iншi. Так, у роботi [18] авто-
рами Chemori A., S. Le Flock, S. Krut, E. Dombre показано побудо-
ву i застосування кiнематичної моделi АКА, яка налiчує 12 твер-
дих ланок. Для управлiння даною моделлю, значення кутiв зада-
ються у виглядi вектора управлiння X ∈ R18. Тодi як, сама мо-
дель описується вектором Xtags = f (q); q = R18;Xtags ∈ R45, а
її зворотня модель (простiр станiв) подається так: q = f−1 (Xtags);
q ∈ R18;Xtags ∈ R45. Кутове перемiщення у тазо бедерному шарнiрi
задається трьома ступенями свободи, гомiлко-бедровому шарнiрi —
однiєю ступеню свободи, а у гомiлко-стоповому шарнiрi-двома сту-
пенями свободи. Особливiстю цiєї моделi є наявна група шарнiрiв
Position, Orientation, якi задають кутове та лiнiйне положення АКА
вiдносно опорної поверхнi.

На основi запропонованої кiнематичної моделi, авторами побудо-
вано динамiчну модель апарата, яка задана рiвняннями Лагран-
жа [20] у такому виглядi:

M (q) q̈ + C (q, q̇) q̇ +G (q) = Su,

де: q = [q1, . . . , q12,ωz, ωy, ωz, Tx, Ty, Tz]
T ∈ R18 – вектор узагальнених

координат; M (q) ∈ R18×18 – матриця iнерцiї ланок; C (q, q̇) ∈ R18×18

– матриця Корiолiсових та доцентрових прискорень; G (q) ∈ R18 –
вектор сили тяжiння; u ∈ R12 – вектор вхiдних кутових впливiв;
S ∈ R18×12 матриця розподiлу кутових моментiв шарнiрiв.

У випадку дотику ланки (ланок) до ОП рiвняння динамiки мо-
делi АКА задається таким чином:

M (q) q̈ + C (q, q̇) q̇ +G (q) = Su+ J (q)T λ,

де λ i J(q) – вiдповiдно Лагранжевi множники та матриця Якобiа-
нiв.

У роботi [19] авторiв Huy T.D., Cuong N.C., Phuong N.T. кiнема-
тична модель апарата має 10 ступенiв свободи i складається з 8
ланок, серед яких ланка TorsoС задає тулуб апарата, ланка BK
визначає таз, ланки KK1, BB1 задають бедра АКА, а ланки K1,
E, B1, B2 задають його гомiлки. Кожна з ланок моделi АКА хара-
ктеризується масою та довжиною, що задаються параметрами m, l
– вiдповiдно. Кiнематична взаємодiя ланок задається координата-
ми точок, що формують вiдповiднi ланки, а сама модель задається
кутами: [Θ1, . . . ,Θ10], де: Θ1,Θ2,Θ10,Θ9 – кути мiж стопою та гомiл-
кою у площинах Z та X правої i лiвої ноги – вiдповiдно; Θ3,Θ8 –
кути мiж гомiлками та стегном для правої i лiвої ноги – вiдповiд-
но; Θ4,Θ5,Θ6,Θ7 – кути повороту ланок бедер у площинах X та Y
правої i лiвої ноги – вiдповiдно.
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Статичне положення моделi визначається координатами точки
центру тазу:

xca = l1 sinΘ1 − l2 sin (Θ3 −Θ1)

yca = l1 sin (Θ2) + l2 cos (Θ3 −Θ1) sin (Θ2) +
l3
2
cos (Θ3 +Θ4)

zca = l1 cos (Θ1) cos (Θ2) + l2 cos (Θ3 −Θ1) cosΘ2 − l3
2
sin (Θ2 +Θ4) ,

та положенням точки центру мас (ТЦМ):

xcom = mbxb+m1x1+m2x2+mcxc+m3x3+m4x4+mexe

mb+m1+m2+mc+m3+m4+me
;

ycom = mbyb+m1y1+m2y2+mcyc+m3y3+m4y4+meye
mb+m1+m2+mc+m3+m4+me

;

zcom = mbzb+m1z1+m2z2+mczc+m3z3+m4z4+meze
mb+m1+m2+mc+m3+m4+me

,

де m – маси, зосередженi у шарнiрах кiнематичних пар.
На основi даної моделi, авторами роботи побудовано модель ди-

намiки апарата, яка описана рiвняннями Лагранжа у такому ви-
глядi:

m =
ẍca

ÿca
z̈ca

де J — матриця Якобiанiв, що задана так:

J =
dp

dq
=

0 rCp Sp

−rCr 0 −Sr
−rCrSr

D

−rCpSp

D
D

,

а рiвняння динамiки у площинi x АКА подано так:

m (−zcaÿca + ycaz̈ca) = τx −mgyca, τx ≡ D

Cr
τr.

Аналогiчним чином описанi рiвняння динамiки, що задають
рух АКА у площинах y i z.

Загалом, у розглянутих роботах [16,5,17,1,6,7, 14,15,2,3,4,8,18],
для вивчення антропоморфного руху та розробки вiдповiдного ма-
тематичного, алгоритмiчного та програмного забезпечення i апара-
тних засобiв, авторами побудовано низку математичних та комп’ю-
терних моделей, що у визначенiй мiрi описують кiнематичну стру-
ктуру зв’язкiв i динамiку руху АКА.

Таким чином, у загальному виглядi, розглянутi моделi можуть
бути поданi так:

11
∑

i=1

(mi) (Wizi − Siyi)

Mx = θ

[

12
∑

i=1

(Vizi −Riyi)

]

+ δ

[

+
8
∑

i=4

Jxi

]

+

+
11
∑

i=1

mi (Pizi − Tiyi)− g
11
∑

i=1

miyi + Jx

Jx = Jx1β2l + Jx2β1l + Jx9β1r + Jx11β3r = 0

(1)
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My = θ

[

11
∑

i=1

mi (Rixi −Aizi) + Jy1 + Jy2 + Jy9 + Jy10 + Jy11

]

+ δ

11
∑

i=1

miSixi +
11
∑

i=1

mi (Tixi − Cizi) + g
11
∑

i=1

mixu = 0
, (2)

де параметри iнерцiй, реакцiй, кутiв, кутових швидкостей та при-
скорень iнварiантнi обранiй моделi апарата.

Також, важливо зауважити, що у наведених рiвняннях не вра-
хованi сили реакцiй опори та тертя, вiдсутнiсть яких спричинює
неможливiсть застосування методiв управлiння, що базуються на
розподiлi та змiнi їхнього значення [9–13].

Побудова моделi динамiка АКА з врахуванням
моментiв та сил вiдносно ОП

Для побудови моделi, яка врахувує взаємодiю мiж ОП та АКА,
у роботi запропоновано, у якостi базової точки кiнематичної схеми
АКА використати точку стопи, а взаємодiю АКА з ОП подавати у
виглядi групи сил: реакцiї опори, проковування та вiдповiдних мо-
ментiв. Для побудови такої динамiчної моделi АКА застосовано ме-
тод Ньютона-Гауса, який характеризується чутливiстю до вибору
напряму прикладених зовнiшнiх сил.

Тодi, у загальному виглядi кiнематична схема АКА може бути
представлена, як зображено на рис. 1, а її динамiчна модель описа-
на системою рiвнянь:

macx =
∑

(Fjx )
macy =

∑
(

Fjy

)

Jcω =
∑

(M)
. (3)

Розкриваючи систему рiвнянь (3) отримаємо:

V1 = −α sinΘ sin β2L; V2 = 2V1 − b sin Θ sin β1L;
V3 = V2 − b sinΘ sin β1L;V4 = V3; V5 = V3; V6 = V3;

V7 = V5; V8 = V6; V9 = V3 − b sinΘ sin β1R;
V10 = V3 − (2b sin β1R + α sin β2R) sinΘ;

V11 = V3 − (2b sin β1R + 2α sin β2R + h sin β3R) sinΘ;

W1 = 0; W2 = 0; W3 = 0; W4 = ccosϕ;
W5 = (R − e) cosψ; W6 = (R − 2e) cosψ − s cosα sinψ;

W7 =W5; W8 =W6; W9 = 0; W10 = 0; W11 = 0;

P1 = −aΘ2cosΘsin β2L − aΘβ2L sinΘ cos β2L + aβ2L cosΘ cos β2L
−aβ2LΘsinΘ cosβ2L − aβ2

2L cosΘ sin β2L;

P2 = 2P1 − bΘ̇2b cosΘ sin β1L − bΘ̇β1L sin Θ cos β1L + α ¨β1L cosΘ

−b ˙β1LΘ̇ sinΘ cos β1L − bβ1
1L cosΘ sin β1L
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Рис. 1 – Кiнематична схема АКА з базовою системою координат, що
прив’язана до стопи

P3 = P2− →
····

Θ

2

P4 = P3 − cψ; P5 = P3 − (R − e)ψ2 sinψ;

P6 = P3 − ψ2 (R− 2e) sinψ − sψ2cosβ cosψ;

P7 = P5; P8 = P6;

P9 = P3 − bΘ2cosΘsin β1R − 2bΘβ1R sinΘ cos β1R
+bβ1R cosΘ cos β1R − bβ2

1R cosΘ sin β1R;

P10 = P3 +
(

2bβ1R cos β1R − 2bβ2
1R

sin β1R + aβ2R − aβ2R cosβ2R − aβ2
2R sin β2R

)

cosΘ
−2Θ (2bβ1R cos β1R + aβ2R cos β2R) sinΘ−

−Θ2 (2bβ1R cosβ1R + asinβ2R) cosΘ;

P11 = P3 +
(

2bβ1R cos β1R − 2bβ2
1R sin β1R + 2aβ2R cosβ2R

)

sinΘ
+
(

−2aβ2
2R sin β2R sin β2R + hβ3R cos β3R − hβ2

3R cosβ3R
)

sinΘ
−Θ2 (2b sin β1R + 2a sin β2R + h sin β3R) cosΘ;

A1 = a cosβ2R cosΘ; A2 = 2A1 + b cos β1L cosΘ;
A3 = A2 + b cos β1L cosΘ; A4 = A3; A5 = A3; A6 = A3
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A7 = A3; A8 = A3; A9 = A3 − b cosβ1R cosΘ;

A10 = A3 − (2b cosβ1R + a cosβ2R) cosΘ;

A11 = A3 − (2a cos β2R + 2b cos β1R + h cos β3R) cosΘ;

C1 = −aβ2L sinΘ− aβ2
2L cosβ2L sinΘ− aβ2LΘsin β2L cosΘ

−aΘβ2L sin β2L cosΘ− aΘ2 cosβ2L sinΘ;

C2 = 2C1 − dβ1L sinΘ− bβ2
1L cosβ1L sinΘ

−2bβ1LΘsin β1L cosΘ− dΘ2cosβ1L sinΘ;

C3 = C2 − bβ1L sinΘ− bβ2
1L cos β1L sin Θ

−2bβ1LΘsin β1L cosΘ− bΘ2 cos β1L sinΘ;

C4 = C3; C5 = C3; C6 = C3;
C7 = C3; C8 = C3;

C9 = C3 + bβ1R sin β1R sinΘ + bβ2
1R cos β1R sinΘ

+2bβ1RΘsin β1R cosΘbΘ
2 cos β1R sinΘ;

C10 = C3 +
(

2bβ1R sin β1R + 2bβ2
1R cosβ1R

)

sinΘ
+
(

aβ2R sin β2R + aβ2
2R cosβ2R

)

sinΘ
+2Θ (2bβ1R sin β1R + aβ2R sin β2R) cosΘ
+Θ2 +Θ2 (2b cosβ1R + a cosβ2R) sinΘ;

C11 = C3 +
(

2aβ2R + 2aβ2
2R cos β2R + 2bβ1R sin β1R

)

sinΘ
+
(

2bβ2
1R cosβ1R + hβ3R sin β3R + hdorβ2

3R cosβ3R
)

sin Θ
+2Θ(2aβ2R + 2bβ1R sin β1R + hβ3R sin β3R) cosΘ
+Θ2 (2a cos β2R + 2b cosβ1R + h cos β3R) sin Θ;

R1 = a cos β2L sinΘ; R2 = − (2a cos β2L + b cos β1L) sinΘ
R3 = R2 − b cosβ1L sinΘ; R4 = R3; R5 = R3; R6 = R3;

R7 = R5; R8 = R6; R9 = R3 + b cosβ1R sinΘ;
R10 = R9 + (b cosβ1R + a cosβ2R) sinΘ; R11 = R10 + a cos β2R sinΘ;

S1 = 0; S2 = 0; S3 = 0;
S4 = −C sinψ; S5 = − (R − e) sinψ;
S6 = − ((R− 2e) sinψ + s cos a cosψ) ;

S7 = S5; S8 = S6; S9 = 0;
S10 = 0; S11 = 0;

T1 = −a
(

β2L sin β2L cosΘ + β2
2L cos β2L cosΘ

−2β2LΘsin β2L sinΘ + Θ2cosβ2L cosΘ

)

;

T2 = −
(

2aβ2L sin β2L + 2aβ2L cos β2L + bβ1L sin β1L + bβ2
1L cosβ1L

)

cosΘ
+2Θ(2aβ2L + b1L sin β1L) sinΘ−Θ2 (2acosβ2L + b cosβ1L) cosΘ;
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T3 = T2 − bβ1L sin β1L cosΘ− bβ2
1L cos β1L cosΘ

+2bΘβ1L sin β1L sinΘ− bΘ2 cosβ1L cosΘ;
T4 = T3 − Cψ2 cosψ; T5 = T3 − ψ2 (R − e) cosψ;

T6 = T3 − ψ2 ((R − 2e) cosψ − s cos a sinψ) ;

T7 = T5; T8 = T6;

T9 = T3 + bβ1R cosΘ + bβ2
1Rcpsβ1R cosΘ

−2bΘβ1R sin β1R sinΘ + bdptΘ2 cosβ1R cosΘ;

T10 = T9 − 2Θ (bβ1R sin β1R + aβ2R sin β2R) sinΘ
+
(

bβ1R sin β1R + bβ2
1R cos β1R − aβ2R − aβ2

2R cos β2R
)

cosΘ+
+Θ2 (b cos β1R + a cos β2R) cosΘ;

T11 = T10 + aβ2R sin β2R cosΘ + aβ2
2R cos β2R cosΘ−

−2aΘβ2R sin β2R sinΘ + aΘ2 cos β2R cosΘ,

де, параметрами Θ та R — сила реакцiї ОП та сила тертя — вiдпо-
вiдно.

Варто зауважити, що у поданiй моделi АКА описано його дина-
мiку лише у сагiтальнiй площинi. Тривимiрна ж модель апарата
матиме бiльшi розмiри та розмiрностi. Вiдтак, для подання динамi-
ки АКА у тривимiрнiй системi координат, рекомендується застосо-
вувати комп’ютернi методи моделювання, якi базуються на методi
Ньютона-Гауса для динамiки взаємодiї твердотiлих ланок.

Висновки
У роботi показано побудову математичної моделi динамiки АКА,

у якiй враховано взаємодiю апарата з ОП за параметрами сил реа-
кцiї ОП i тертя (проковзування). У якостi базової точки моделi обра-
но точку на стопi. Такий пiдхiд до моделювання дозволив спрости-
ти адаптацiю моделi до одно чи двохопорної фаз руху. Використа-
ння у моделi параметрiв сил реакцiї ОП дозволяє її застосування
для вирiшення задачi управлiння рiвновагою АКА на анапрiорнiй
ОП за даними про розподiл сил реакцiї ОП.
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