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Введение 
 

Моменты инерции относительно трех коор-
динатных осей определяют устойчивость и 
управляемость колесной машины. Определе-
ние радиусов инерции представляет собой 
определенную трудность, особенно на ста-

дии проектирования этих машин. В настоя-
щей статье предложен усовершенствованный 
метод вероятностного определения радиусов 
инерции автомобиля относительно трех ко-
ординатных осей по известным координатам 
его центра масс. 
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Анализ публикаций 
 
Исследованием устойчивости автомобилей в 
различных режимах движения занималось 
большое количество авторов [1–5]. Ими бы-
ли рассмотрены различные факторы и пара-
метры, влияющие на это эксплуатационное 
свойство. 
 
В настоящее время определение моментов и 
радиусов инерции автомобилей относитель-
но трех координатных осей осуществляется 

экспериментальным путем. Для определения 
момента и радиуса инерции относительно 
вертикальной оси используется метод крути-
льных колебаний подвешенной на тросах 
платформы с установленным на ней исследу-
емым автомобилем [6].  
 
В табл. 1 приведены результаты эксперимен-
тального исследования моментов и радиусов 
инерции автомобиля относительно оси OZ, 
выполненных в работе [7].  

 
Таблица 1  Результаты экспериментального определения моментов и радиусов инерции автомобилей от-

носительно оси OZ [7] 
Параметры Автомобили 

A B C D E F G H I J 

am , кг 2119 2590 2178 883 2050 1010 795 628 824 1167 

zcI , кгм2 4571 6327 5435 1099 5444 1030 1050 481 1020 2099 

zi , м 1,225 1,563 1,579 1,115 1,629 1,009 1,149 0,875 1,113 1,341 
a , м 1,470 1,680 1,500 0,900 1,490 1,240 1,322 0,863 1,368 1,148 
b , м 1,530 1,350 1,550 1,280 1,700 1,020 0,958 1,167 1,012 1,552 
L , м 3,00 3,03 3,05 2,18 3,20 2,26 2,28 2,03 2,38 2,70 
h , м 0,500 0,500 0,500 0,400 0,500 0,450 0,473 0,421 0,421 0,510 
B , м 1,470 1,485 1,570 1,280 1,568 1,107 1,117 0,995 1,166 1,323 

 
В табл. 1 приняты следующие обозначения: 

am  – масса автомобиля; 

zcI  – момент инерции автомобиля относите-
льно вертикальной оси; 
h  – высота центра масс автомобиля; 
a , b  – расстояния от передней и задней осей 
автомобиля до проекции центра масс на го-
ризонтальную плоскость, проходящую через 
эти оси; 
L , B  – база и колея автомобиля соответст-
венно; 

zi  – радиус инерции автомобиля относитель-
но вертикальной оси. 
 
В работах [6, 8–11] предложен вероятност-
ный метод, позволяющий на стадии проекти-
рования автомобиля по известным координа-
там центра масс ( a , b ) определять радиус 
инерции. В работе [6] приведена расчетная 
схема, являющаяся исходной при построении 
вероятностной модели в указанных работах. 
В них предложена вероятностная модель на 
основе предположения о нормальном законе 
распределения квадрата радиуса инерции в 
пределах базы, колеи и габаритной высоты 
автомобиля. Для определения интервала на-
иболее вероятных значений радиусов инер-
ции использовалось правило «трех сигм».  

В результате получены следующие выраже-
ния при условии нахождения значений ради-
усов инерции в пределах одного среднего 
квадратического отклонения: 
– относительно продольной оси OX 
 

    hhHBhhHix 
6
1

122
1 2

;  (1) 

  
– относительно боковой оси OY 

 

  bahhHbai y 
6
1

3
1

2
1 ;   (2) 

 
– относительно вертикальной оси OZ 
 

baBbaiz 
6
1

122
1 2

,           (3) 

 
где H  – габаритная высота автомобиля. 
 
Однако исходная модель, предложенная ра-
нее, является неточной, поскольку учитывает 
возможность смещения центра элементарной 
массы только в плоскости XOZ и не учитыва-
ет возможности его смещения в поперечной 
плоскости YOZ. 
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Цель и постановка задачи 
 
Целью исследования является уточнение ве-
роятностного метода определения радиусов 
инерции автомобиля относительно трех ко-
ординатных осей.  
 
Для достижения поставленной цели необхо-
димо решить следующие задачи: 
– получить уточненные вероятностные зави-
симости радиусов инерции относительно 
трех координатных осей; 
– провести оценку точности предложенных 
вероятностных зависимостей. 

 
Получение уточненных зависимостей 

 
Для получения уточненных зависимостей 
используем две точечные массы (располо-
женные впереди и сзади поперечной плоско-
сти YOZ) (рис.1). 

 

Определим радиус инерции автомобиля от-
носительно оси OY (рис. 1, а). Момент инер-
ции автомобиля относительно центральной 
оси OY (создаваемый осесимметричными 
массами 1m  и 2m , установленными в точках 

1C  и 2C ) может быть определен следующим 
образом 

 

   22
2

22
1 2211

21

cccc

ycycyc

zxmzxm

III




.        (4) 

 
Из условия нахождения центра масс автомо-
биля в точке 0С  определим (рис. 1, а) 
 

22
2
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Рис. 1. Исходная расчетная схема для определения радиусов инерции относительно 

трех координатных осей: а – относительно оси OY; б – относительно оси OX; в – 
относительно оси OZ 

 
Уравнение (4), с учетом соотношения (6), 
после преобразований примет вид 
  

 22

22

11

11
1

cca

ccayc

zx
a
bm

a
bzx

L
bmI





 

.     (7) 

 

Из уравнения (7) определим квадрат радиуса 
инерции автомобиля относительно оси OY 
  222

11 cc
a

yc
y zx

a
b

m
I

i  .                 (8) 

 
Величина квадрата радиуса инерции 2

yi  мо-
жет находиться в пределах от 0 до 
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   
a
bhai y  22*2

max ,                (9) 

 
либо  

  
a
bhHai y  222

max .           (10) 

 
Сравнивая уравнения (9) и (10), можно сде-
лать вывод о том, что 2 * 2

max max( )y yi i , поско-
льку для большинства автомобилей  

 
hH 2 .                           (11) 

 
Среднее значение квадрата радиуса инерции 
относительно оси OY находим в предполо-
жении усеченного нормального закона его 
распределения 
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– при hH 2 ;  (12) 

 
или 

 
22

22
1 h

a
bbai y     – при  hH 2 .   (13) 

 
Среднее квадратическое отклонение квадра-
та радиуса инерции относительно оси OY 
находим с использованием правила «трех 
сигм» 
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  – при  hH 2 .  (15) 

 
Таким образом, допуская, что наиболее веро-
ятные значения 2

yi  находятся в окрестностях 

среднего значения 2
yi , ограниченных одним 

среднеквадратическим отклонением 2
yi

 , 

определим 
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или 
 




 


 
6
1

2
12h

a
babi y  – при  

hH 2 .                                                         (17) 
 
Определим радиус инерции относительно 
оси OX (рис. 1, б). Момент инерции осесим-
метричных точечных масс 1m  и 2m  относи-
тельно оси OX  

    22
2

22
1 2211 ccccxc yzmyzmI  .    (18) 

 
Из условия положения центра масс машины 
в точке 0С  определим 
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После подстановки (19) в (18) и преобразо-
ваний получим 

  22
11 ccaxc yz

a
bmI  .             (20) 

 
Квадрат радиуса инерции автомобиля отно-
сительно оси OX 

  222
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Наименьшее значение  

   0
min

22
11

 cc yz ,                   (22) 
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Таким образом,  
 

0min
2 xi ;                         (25) 
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Принимая усеченный нормальный закон рас-
пределения 2

xi , а также используя правило 
«трех сигм», получим 

 

















 





 



)29(.2при
42

1

)28(;2при

)(
42

1

2
2

2
2

2

hH

hB
a
b

hH

hHB
a
b

ix                  

 

















 





 



)31(.2при
46

1

)30(;2при

)(
46

1

2
2

2
2

2

hH

hB
a
b

hH

hHB
a
b

xi
                     

 
Наиболее вероятные значения радиуса инер-
ции автомобиля относительно продольной 
оси OX автомобиля могут быть определены 
по следующей формуле 
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Определим радиус инерции автомобиля от-
носительно оси OZ (рис. 1, в). Момент инер-
ции осесимметричных точечных масс 1m  и 

2m  относительно оси OZ  
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Из условия нахождения центра масс машины 
в точке 0С  находим 
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После подстановки (35) в (34) и преобразо-
ваний получим 
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a
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Квадрат радиуса инерции автомобиля отно-
сительно оси OZ 
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Предельные значения квадрата радиуса 
инерции автомобиля относительно оси OZ 
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Среднее значение (при условии усеченного 
нормального закона распределения 2

zi ) 
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Среднеквадратическое отклонение 2

zi (при 
использовании правила «трех сигм») 
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Наиболее вероятные значения радиуса инер-
ции автомобиля относительно вертикальной 
оси OZ 
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Оценка точности предложенных  
вероятностных зависимостей 

 
Оценку точности полученных зависимостей 
проведем на примере расчетов zi , для кото-
рого имеются соответствующие эксперимен-

тальные значения, определенные в работе 
[7]. В табл. 2 приведены результаты расчетов 
радиуса инерции zi  по формулам (3) и (42) 
для десяти моделей, представленных в  
табл. 1. 

 
Таблица 2  Сравнение результатов расчета zi по формулам (3) и (42) 

 

Параметры Автомобили 
A B C D E F G H I J 

zi , м 1,225 1,563 1,579 1,115 1,629 1,009 1,149 0,875 1,113 1,341 

zi , м (3) 1,142 1,148 1,170 0,844 1,213 0,857 0,859 0,766 0,897 1,018 

zi , м (42) 1,186 1,164 1,217 0,931 1,272 0,871 0,864 0,819 0,904 1,089  zi , % (3) 7,25 36,16 35,01 32,09 34,29 17,73 33,82 14,30 24,01 31,70  zi ,% (42) 3,32 34,25 29,75 19,73 28,1 15,86 33,01 6,83 23,07 23,10 
 
Для обоих результатов теоретического рас-
чета определена погрешность определения 
среднего значения радиуса инерции zi  по 
отношению к результатам эксперименталь-
ного определения, приведенным в работе [7]. 
Анализ результатов исследований, приве-
денных в таблице 2, показывает, что исполь-
зование уточненной расчетной формулы (42) 
позволяет уменьшить расхождение с резуль-
татами экспериментов для всех десяти авто-
мобилей. Средняя по десяти машинам пог-
решность составляет 26,6 % при исполь-
зовании формулы (3) и 21,7 % – при 
использовании зависимости (42). Снижение 
средней погрешности составляет 22,6 %. 
Использование усеченного нормального рас-
пределения в пределах   обеспечивает до-
стоверность полученных результатов 68 %. 

 
Выводы 

 
В результате проведенного исследования по-
лучены уточненные формулы для расчета 
средних значений радиусов инерции автомо-
билей относительно трех координатных осей. 
Определены интервалы наиболее вероятных 
значений радиусов инерции, границы кото-
рых отстоят от среднего значения на величи-
ну среднего квадратического отклонения. 
 
Приведенное в качестве примера сравнение 
результатов расчета радиусов инерции отно-
сительно вертикальной оси для десяти авто-
мобилей по известной и уточненной форму-
лам показало, что уточненная формула 
позволяет повысить точность более чем на 
20 %. 
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