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Комплексне дослідження економічних систем 
при пускає вивчення багатовимірних часових 
рядів − векторів економічної інформації. Особ-

ливістю таких рядів є наявність взаємних залежностей 
двох видів: кореляційної − між компонентами вектора, 
і авторегресійної − між моментами спостережень за 
компонентами. Створення моделі, яка враховує авторе-
гресійні залежності довільного порядку й кореляційні 
зв'язки між змінними, а також розробка методів оціню-
вання параметрів такої моделі, що відображає процеси 
динаміки економічної системи, є актуальними.

Серед розповсюджених останнім часом мето-
дів дослідження векторних процесів слід зазначити 
експертно-аналітичний метод, або метод «ЖОК» [1], 
який застосовується для оцінки результатів впливу 
змінних на підсумкові показники й один на одного. Цей 
метод використовує економіко-математичну модель 
багатовимірного часового ряду, у якій коефіцієнти без-
посереднього впливу змінних одна на одну й початкові 
умови задаються експертами. 

На початку дослідження, відповідно до цього 
ме тоду, експертним шляхом визначається список най-
більш суттєвих змінних, які необхідно врахувати при 
аналізі конкретної ситуації. При цьому деяка части-
на змінних може носити якісний характер, наприклад, 
якість продукції, стан ринку й таке інше. Після цього ви-
значаються необхідні для роботи моделі рівні змінних, 
відповідному початковому стану економічного об'єкта, 
і для нечислових змінних проводиться кодування. По-
тім експертами складається блок-схема безпосередніх 
впливів істотних змінних одна на одну й оцінюється 
ступінь безпосередніх впливів за допомогою деякої 
шкали. Виходить економіко-математична модель у ви-
гляді зваженого орієнтованого графа з початковими да-
ними у вершинах. Потім за допомогою обчислювальної 
техніки прораховуються впливи другого, третього й т. д. 
рівнів, що відповідають другому, третьому і т. д. момен-
там часу аж до одержання стабільного стану. Результат 
роботи такої моделі – кінцеві рівні змінних. 

Система ЖОК дозволяє простежити динаміку змі-
ни значень досліджуваних змінних аж до їхньої стабілі-
зації. При цьому факт стабілізації є важливим методо-

логічним висновком з експериментів з моделлю ЖОК: 
«Після первісних сплесків замкнута економічна система 
стабілізується, хоча б і на досить низькому рівні вироб-
ництва й споживання» [1, с. 89].

Методи, засновані на експертних оцінках, без-
умовно, мають право на існування. Але думки експер тів, 
навіть найбільш ерудованих і підготовлених, є суб'єк-
тивними, а компілювання декількох суб'єктивних думок 
для виведення загальної оцінки навряд чи може привес-
ти до результату, вільного від суб'єктивності. Справді на-
уковий підхід до вивчення складних об'єктів складається 
у виявленні об'єктивного образу предмета дослідження, 
що можливо лише в результаті обробки екзогенних да-
них методами, позбавленими будь-якої суб'єктивності. 
Якщо об'єкт дослідження, представлений багатовимір-
ним часовим рядом, у якому за означенням наявна по-
вна інформація про об'єкт, то виявити істотні змінні, а 
також істотні зв'язки між ними можна, не вдаючись до 
допомоги експертів, а за допомогою об'єктивних і більш 
розроблених методів. 

До таких методів можна віднести використання 
VAR-моделі – векторної авторегресійної моделі 
[2]. Вона описується системою рівнянь, причому 

кількість рівнянь дорівнює кількості досліджуваних змін-
них. Кожне рівняння являє собою залежність даної змін-
ної від значень усіх змінних у попередніх моментах часу  
(у цьому випадку говорять, що має місце авторегресія 
порядку p). Модель враховує вплив, як власних лагових 
значень, так і лагових значень інших змінних. Таким 
чином, вона дозволяє встановити й аналітичну авторе-
гресійну залежність змінних, і вплив інших змінних на 
поточне значення кожної з них.

Однак якщо досліджуються n змінних, і порядок 
авторегрессии дорівнює p, тоді кількість коефіцієнтів, 
що підлягають оцінці, дорівнює (n + p ∙ n2). Наприклад, 
при n = 5, p = 4 необхідно знайти 105 значень [2, с. 293]. 
Якщо модель буде містити більше декількох десятків 
змінних, і навіть при невеликому порядку авторегресії, 
скажімо p = 2, кількість коефіцієнтів буде не менше 820. 
Щоб отримати спроможні оцінки параметрів моделі, 
довжина ряду повинна бути більшою, ніж це число. Цей 
факт робить метод мало придатним для практичного 
використання в аналізі багатовимірних часових рядів. 

Щоб обійти цю проблему, VAR-модель трансфор-
мують до вигляду класичного регресійного рівняння, що 
зв'язує дану змінну з лаговими значеннями всіх змінних, 
зведених в одну матрицю. Далі, застосовуючи метод най-
менших квадратів, знаходять оцінки всіх коефіцієнтів 
вихідної моделі. Але в цьому випадку є одна особливість. 
Застосування методу найменших квадратів до оцінки па-
раметрів регресійного рівняння обумовлено декількома 
апріорними допущеннями. Одне з них полягає в тому, що 
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регресори мають бути незалежними величинами. Однак 
у багатовимірному часовому ряді змінним властиві ко-
реляційні зв'язки, і вважати стовпці матриці регресорів 
взаємно незалежними буде некоректно. Таким чином, 
має місце порушення одного з припущень класичної ре-
гресійної моделі. Далі, ще одне припущення регресійного 
аналізу говорить про те, що незалежні змінні й випадкові 
відхилення рівняння не повинні корелювати. Однак для 
VAR-моделі можна показати, що деякі регресори коре-
люють із випадковими відхиленнями. Отже, порушуєть-
ся ще одне припущення регресійного аналізу. А кожне 
порушення припущення регресійного аналізу вимагає 
коректування як моделі багатовимірного часового ряду, 
так і методу оцінки її параметрів.

Метою статті є побудова моделі багатовимірного 
часового ряду з довільним порядком авторегресії.

Значення економічних показників (випадкових змін-
них) у даний момент часу не може не залежати від їх-
ніх значень у попередні моменти часу. У та ких часо-

вих залежностях простежується як природа об'єктивних 
економічних законів, так і внутрішніх, властивих лише 
даній економічній системі, особливостей. Лагові залеж-
ності є особливою рисою економічних явищ, і саме вони, 
в основному, визначають характерні риси динаміки еко-
номічних систем. Таким чином, для них характерним і 
визначальним є авторегресійний процес.

Але оскільки самі економічні змінні є лише вимі-
рюваними характеристиками системи, а за цими змін-
ними стоять стохастичні фактори, які й визначають її 
поведінку, то саме вони задають авторегресійний про-
цес в економічній системі.

У роботі [3] розглядалася модель авторегресії фак-
торів першого порядку. Розглянемо модель динаміки 
економічної системи з авторегресійними залежностями 
довільного порядку.

Розглянемо багатовимірну факторну авторегресій-
ну модель порядку p

1 1 2 2 ... ,t t t t p p tf f f f u− − −= ψ + ψ + + ψ +     (1)

де   ,1 ,2 ,( , , ... )t t t t mf f f f=
 
− значення стохастич-

них факторів для моменту часу t; m − число факторів;
аналогічно ,1 ,2 ,( , , ... )t k t k t k t k mf f f f− − − −=

 
− 

значення стохастичних факторів для моменту часу t – k 
(k = 1, 2, ..., p);

1 2( , , ..., )k mψ = ψ ψ ψ  − значення коефіцієн-
тів багатовимірної авторегресії;

1 2( , , ..., )t t t tmu u u u=  − вектор випадкових 
відхилень із нульовим математичним очікуванням і по-
стійними дисперсіями.

Значення змінюваних змінних задаються рівнян-
ням факторної структури

   ,T
t t tz f A v= +   (2)

де 1 2( , , ..., )t t t tmz z z z= − вектор стандартизованих 
зна чень змінних − економічних показників у момент 
часу t; n − число досліджуваних змінних; (•)T − знак 

транспонування матриці; A − матриця факторних на-
вантажень, що має вигляд

11 1

1

,
m

n nm

a a
A

a a

 
 =  
  



  



1 2( , , ..., )t t t tmv v v v=  − вектор випадкових збу-
рень рівняння факторної структури.

Стандартизовані значення змінних являють со-
бою відношення різниці поточної величини змінної й 
величини її тренду в момент часу t до середньоквадра-
тичного відхилення. 

Рівняння (1) може бути представлене у вигляді:

1

2
1 2( , , ..., )

...t t t t p t

p

f f f f u− − −

ψ 
 ψ = + 
  ψ 

         

(3)

Введемо таке позначення для матриці значень 
факторів від моменту часу 1 до поточного t

1

2 ;
...t

t

f
f

F

f

 
 
 =  
   

матриця значень факторів з часовим зсувом на k 
кроків від поточного моменту часу:

1

2 .
...

k

k
t k

t k

f
f

F

f

−

−
−

−

 
 
 =  
     

Також введемо блочну матрицю лагових значень 
факторів

1 2( ... )t p t t t pF F F− − − −Ξ =

і блочну матрицю коефіцієнтів авторегресії

1

2
....

p

ψ 
 ψ Θ =  
 
ψ  

Тоді авторегресійна залежність (3) для довільного 
моменту часу прийме вигляд:

  ,t t p tF U−= Ξ Θ+
  

(4)

де 

 

1

2

...t

е

u
u

U

u

 
 
 =  
   

− матриця випадкових відхилень.

Нехай відомі значення стохастичних факторів екс-
плораторної факторної моделі для (N + p − 1) моментів 
часу (N − «поточних» моментів часу і p – попередніх, 
включаючи деякий «нульовий» момент часу) [4].

Необхідно побудувати оцінку матриці коефіці-
єнтів авторегресійної моделі (4) так, щоб мінімізувати 
сумарну квадратичну похибку, але при цьому значення 
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факторів повинні бути ортогональними. Припустимо, що 
існують значення факторів для моментів часу: {–p + 1;  
–p + 2; ..., –1; 0; 1; 2; ... t; ...,; N}. Позначимо матриці

; .N p N pF F − −= Ξ = Ξ

Тоді завдання оцінювання може бути сформу-
льована в такий спосіб: знайти Θ так, щоб мінімізувати 

{( ) ( )}T
p ptr F F− −−Ξ Θ −Ξ Θ  за умови, що FTF = 1 або 

( ) .T
p p I− −Ξ Θ Ξ Θ =

 
Тобто, знайти в класі ортогональ-

них оцінок такі, які мінімізували б функцію втрат. Для 
цього складемо матричну функцію Лагранжа: 

{( ) ( )} { (( ) )}.T T
p p p pg tr F F tr I− − − −= −Ξ Θ −Ξ Θ + Λ Ξ Θ Ξ Θ−           

{( ) ( )}

{ (( ) )}.

T
p p

T
p p

g tr F F

tr I
− −

− −

= −Ξ Θ −Ξ Θ +

+ Λ Ξ Θ Ξ Θ−

        

(5)

Обчислюючи похідні функції Лагранжа, приходи-
мо до системи рівнянь

         

( ) 0;

( ) 0.

T T
p p p p

T
p p

F

I
− − − −

− −

 −Ξ Θ Ξ +Ξ Ξ ΘΛ =


Ξ Θ Ξ Θ− =

        

(6)

Розв’язком системи (6) будуть такыі оцінки коефі-
цієнтів авторегресії:

  


1
1 1 2( ) ( ( ) ) .T T T T T

p p p p p p pF F F
−− −

− − − − − − −Θ = Ξ Ξ Ξ Ξ Ξ Ξ Ξ
   (7)

Отримані оцінки дозволяють на підставі моделі 
(1) і значень факторів у попередні моменти часу зроби-
ти прогноз динаміки факторів. Використовуючи рівнян-
ня (2) можна оцінити майбутні величини безрозмірних, 
стандартизованих значень змінних. Перехід до величи-
ни економічного показника в натуральних одиницях ви-
міру здійснюється за допомогою виразу

   
  ,t t tx x f S= +

  
(8)

де  xt − величина тренда вектора змінних у момент часу t; 


tf
 
− оцінка вектора значень стохастичних факторів, 

одержувана з виразу (3) з використанням оцінки (7); 
S – діагональна матриця величин середньоквадра-

тичних відхилень змінних.
Для оцінки параметрів моделі й побудови про-

гнозу були взяті квартальні статистичні дані Державної 
служби статистики України [5]. Візьмемо такі показники: 
ВВП, споживання домогосподарств, експорт, імпорт, до-
ходи населення, безробіття за період з 2004 р. по 2011 р.

На першому етапі визначимо порядок авторегре-
сії p, для чого скористаємося критеріями для перевірки 
точності прогнозу: показником середньоквадратичної 
похибки у відсотках від фактичних значень (RMSPE) і се-
редньою абсолютною похибкою у відсотках (MAPE) [6]:

2
, ,

,

1100 ,t i t i

t i t i

x x
RMSPE

n p x
 −

=   ⋅  
∑∑



         

(9) 

      , ,

,

100 ,t i t i

t i t i

x x
MAPE

n p x
−

=
⋅
∑∑



  

(10)

де  n – число змінних; p − число кроків прогнозу; xt, i − 
значення змінної часового ряду;

 ,t ix − прогнозне зна-
чення змінної.

Оцінку точності прогнозу може бути зроблено 
відповідно до табл. 1 [6].

Таблиця 1

Оцінка точності прогнозу

MAPE, RMSPE Точність прогнозу

Менше 10% Висока

10% – 20% Добра

20% – 40% Задовільна

40% – 50% Погана

Більше 50% Незадовільна

Для різних значень порядку авторегресії були 
об числені розрахункові значення показників на p + 2 
останні спостереження у вибірці (оцінку параметрів мо-
делі було здійснено по вибірці, зменшеної на це число). 
Оскільки критерії RMSPE і MAPE віддали переваги різ-
ним величинам p, то було обчислене середнє значення 
цих двох критеріїв (табл. 2).

Таблиця 2

Значення критеріїв точності прогнозу

Порядок 
авторегресії 1 2 3 4 5 6

RMSPE 7,922 7,703 8,614 8,402 9,301 12,404

MAPE 4,891 4,125 4,140 3,879 4,387 5,862

Середнє 6,407 5,914 6,377 6,141 6,844 9,133

З табл. 2 видно, що аж до п'ятого порядку авторе-
гресії прогнози є досить високими, але RMSPE має най-
менше значення при p = 2, а MAPE – при p = 4. Середнє 
значення критеріїв говорить по те, що кращий прогноз 
досягається при другому порядку авторегресії. Почина-
ючи з 7-го порядку авторегресії, значення критеріїв різ-
ко погіршуються.

Прогноз шести макроекономічних показників еко-
номіки України наведений у табл. 3.

Таблиця 3

Прогноз шести макроекономічних показників 
економіки України
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II кв. 
2012 р. 365946 235644 212508 218666 270509 2207

III кв. 
2012 р. 368120 242334 226830 232452 272291 2380

Таким чином, валовий внутрішній продукт у тре-
тьому кварталі 2012 р. у порівнянні з другим кварталом 
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зросте на 0,59%; споживання домашніх господарств – на 
2,84%; експорт зросте на 6,73%, імпорт – на 6,31%. До-
ходи населення також зростуть, і приріст складе 0,67%. 
Однак збережуться негативні тенденції в зайнятості 
населення, число безробітних за третій квартал збіль-
шиться на 173 тис. осіб, що складе 7,84%.

ВИСНОВКИ
Проведені дослідження показали ефективність 

застосування моделі багатовимірного часового ряду з 
довільним порядком авторегресії для прогнозування 
реальних економічних процесів. Авторегресійний про-
цес визначається лаговими залежностями між стоха-
стичними факторами. Для визначення порядку авторе-
гресії можна скористатися критеріями якості прогнозу 
RMSPE і MAPE. Факторна авторегресійна модель дозво-
ляє зробити короткостроковий прогноз значень макро-
економічних показників.                     
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Хмельницький

У ході практичної діяльності часто виникає завдан-
ня ранжування об’єктів спостереження за показ-
никами, отриманими в результаті проведеного 

дослідження. Якщо кількість показників невелика, тео-
ретично можна обрати з них найбільш значущий і про-
вести відповідне ранжування за його значеннями. Якщо 
кількість показників є досить великою, вони мають різ-
ну природу, відображають різні характеристики дослі-
джуваного явища або підстав для виявлення найбільш 
вагомого показника немає, вирішення завдання істотно 
ускладнюється. Більше того, якість, за якою необхідно 
провести ранжування або зіставлення об’єктів, може 
мати латентну природу, і, відповідно, не мати явного відо-
браження серед відібраних показників. У такому випад-
ку виникає завдання побудови узагальненого (інтеграль-
ного, зведеного) показника, за допомогою якого можна 
було б провести необхідне ранжування. Це завдання 
наведено лише як приклад, який ілюструє необхідність і 
доцільність побудови інтегрального показника. 

Проблема розробки інтегрального показника ос-
таннім часом привертає увагу багатьох дослідників з 
різ них наукових галузей, про що свідчать численні пу-

блікації з розробки та використання таких показників 
в економіці, соціології, педагогіці, медицині екології, 
житлово-комунальній сфері, військовій галузі тощо. По-
пулярність даного напрямку зумовлена, на наш погляд, 
досить широким колом завдань, які можуть бути вирі-
шені з його допомогою, серед яких можна виділити зі-
ставлення об’єктів між собою, визначення структури 
об’єктів, класифікації об’єктів стосовно рівня досліджу-
ваної якості, визначення загального рівня якості, класи-
фікації нових об’єктів стосовно визначеної структури, 
виявлення ступеня відповідності досліджуваних об’єктів 
деякому уявному «ідеалу» та визначення напрямків по-
кращення ситуації тощо.

Окремо слід сказати ще про декілька напрямків 
досліджень, специфіка вирішення завдань у яких також 
вимагає побудови інтегрального показника.

Якщо вихідні показники, якими описується дослі-
джуване явище, мають оціночний характер, тобто, яв-
ляють собою критерії, а сукупність об’єктів є альтерна-
тивами, з яких обирається найкраще рішення стосовно 
цих критерії, то ми приходимо до вирішення багатокри-
теріального завдання. Його складність полягає в тому, 
що альтернативи, прийнятні за одними критеріями,  
є непридатними за іншими. Можливим шляхом ви-
рішення завдання є використання редукції критеріїв з 
урахуванням їх відносної значущості. Отриманий інте-
гральний показник називається критеріальним.

У ролі вихідних даних, які використовуються для 
побудови інтегрального показника, може виступати ма-
триця симетричних бінарних відношень. Отриманий в 
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