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У байєсівських мережах довіри є можливість ви-
користовувати як імовірності, отримані дослідним шля-
хом або з досвіду багаторазового використання систе-
ми, так і експертні оцінки у вигляді припущень.

Точність прогнозування формування конкурентно 
раціонального асортименту буде тим вище, чим більше 
буде інформації та вище рівень її достовірності. 

Результати розрахунків можна використовувати 
підприємствами для визначення пріоритетності інвес-
тування при формуванні асортименту підприємства.  
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Моделювання матеріального потоку виробничих 
систем (ВС) передбачає вивчення і опис їх пове-
дінки як складного об'єкта управління, що роз-

глядається як система забезпечення руху предметів пра-
ці, виявлення характеристик системи управління, аналіз 
основних підсистем на основі операційного підходу і всі-
єї системи в цілому при взаємодії підсистем із зовнішнім 
середовищем та іншими підсистемами в процесі досяг-
нення основних цілей функціонування, а також розроб-

ку теоретичних основ моделювання, ухвалення рішень і 
створення інструментальних засобів для автоматизації 
управління шляхом застосування моделей і алгоритмів, 
що забезпечують вибір ефективних рішень. Тобто опис 
матеріально-виробничої системи враховує властивості 
об'єкта управління, які пов'язані з просторово-часовою 
динамічною природою його параметрів.

Проблемам теорії та практики управління мате рі-
альними потоками присвячено праці [1 – 3, 6, 7]. У зв'язку з 



106

Е
К
О
Н
О
М
ІК

А
	

	ек
о

н
о

м
ік

о
-м

ат
ем

ат
и

чн
е 

м
о

д
ел

ю
ва

н
н

я

БІЗНЕСІНФОРМ № 9 ’2012
www.business-inform.net

проблемою моделювання матеріальних потоків виробничих 
систем слід відзначити праці А. А. Петрова [5], В. М. Порох-
ні, Ю. О. Колісника [8], А. А. Фрідмана [9]. Однак питання 
розробки методів і моделей оптимізації матеріальних по-
токів в умовах невизначеності і швидкої зміни зовнішнього 
середовища залишаються й надалі актуальними, що й обу-
мовило тематику даної статті.

Метою даної статті є побудова моделі матеріаль-
ного потоку виробничої системи з урахуванням випад-
кових виробничих втрат, що представляють собою роз-
поділений випадковий процес з кореляційною функцією 
типу «білого шуму» та функцією, що має сезонні коли-
вання. Розглядаючи процес виробництва як керований 
матеріальний просторово розподілений потік предме-
тів праці, використовуємо модель механіки суцільного 
середовища. Математична модель динаміки середовища 
включає три основні рівняння:

1) рівняння матеріального балансу середовища;
2) рівняння руху, що пов’язує рух середовища з 

джерелом руху;
3) рівняння стану, що позв’язує параметри середо-

вища з джерелом руху.
Сукупність цих рівнянь дозволяє досліджувати 

поведінку матеріального виробничого потоку як об'єкта 
з розподіленими параметрами.

Динаміку зміни розподілених запасів при зміні 
вхідних і вихідних потоків операцій техноло-
гічного маршруту (ТМ) характеризує балансове 

співвідношення. При відсутності випадкових чинників 
параметри виробничого процесу відповідають плано-
вим величинам або змінюються згідно з оперативним 
управлінським рішенням.

При цьому випадкові виробничі втрати призво-
дять до порушення балансового співвідношення. Тому 
рівняння матеріального балансу включає випадкові 
втрати і може бути записано в інтегральній або в дифе-
ренціальній формі:

    
( , ) ( , )

( , ) 0,
Q x t R x t

B x t
x t

 
  

 
 

(1)

де     Q (x, t) характеризує інтенсивність потоку (величи-
на потоку);

R (x, t) – розподіл запасів предметів праці по ТМ 
(щільність потоку);

B(x, t) – описує випадкові виробничі втрати.
Виробничий процес, розглянутий як рух предме-

тів праці по ТМ, характеризується швидкістю V(x, t), 
якій відповідає графік руху предметів праці, і визнача-
ється з врахуванням можливостей зміни інтенсивності 
потоків з використанням наявних ресурсів. Графік при 
цьому отримується в результаті розв’язання диференці-
ального рівняння

      
( , ).

dx
V x t

dt


  
(2)

Різним початковим умовам відповідають графіки 
руху різних продуктів (партій):

       ( , ).x x t    (3)

Зміна швидкості визначає часові зміни в траєкторії 
руху по ТМ, що видно із розв’язку (3). Водночас, часові 
зміни в процесі виробництва пов’язані з обсяговими, що 
дозволяє відхилення швидкості від заданої, яка відпові-
дає плановому графіку руху предметів праці по ТМ, замі-
нити еквівалентним відхиленням інтенсивності потоку.

На виробничий потік (ВП), крім чинника вироб-
ничих втрат, дія якого враховується в рівнянні матері-
ального балансу, здійснюють вплив чинники порушен-
ня ритму і управління. Порушення ритму на операції 
призводить, з одного боку, до зменшення її пропускної 
спроможності, з іншого – до збільшення запасів перед 
даною операцією. 

Вплив порушення ритму і управління на ВП може 
бути розглянутий як зміна щільності під їх дією:

    
( , )

( , ) ( , ),
( ) ZU

З

Q x t
R x t R x t

V x
 

  

(4)

де VЗ(х) – задана швидкість руху предметів праці по ТМ;

0
( , ) [ ( , ) ( , )]

t

ZUR x t Z x t U x t dt   – складова за-
пасу на ТМ, обумовлена дією чинника порушення ритму

 і управління.

Математична модель відносного матеріального 
потоку має вигляд

0 0

( , ) ( , )
( , ) 0,

( , )
( , ) ( , ) ( , ) ,

( )
0 , 0, (0, ),

t t

З

k n

q x t x t
B x t

x t
q x t

x t Z x d U x d
V x

x x t q q t

 
    


        

    


 

   

(5)

де q(x, t) і ρ(x, t) – відносні значення параметрів величи-
ни потоку і предметів праці відповідно.

При відомих величинах чинників і управлінь сис-
тема рівнянь (5) має такий розв’язок:

0

0

( ( ) )

0 0

( ( ))

[ ( , ) ( , )] , ( ) 0,

( , )
( ( ( ) ))

[ ( , )] ( , )

( , )] , ( ) 0,

( , )
( , ) ( , ) ( , ) ,

( )

n
x

x

x t

t t

З

q t x

U Z d t x

q x t
q x t

U B

Z d x t

q x t
x t Z x d U x d

V x

  

   
 
 

         
      

                

        






 

 

(6)

де ω ( ) – функція, обернена до ω ( ), що характеризує траєк-

торію руху предметів праці по ТМ, ( ) ( ),t x   

q0(x) = ρ0(x) ∙ VЗ(x), ρ0(x) = ρ (x, 0),
 0

( ) .
( )

x

З

dY
x

V Y
 

Виробничий процес характеризується функцією 
потоку предметів праці Q (x, t) і розподілом запасів по 
технологічному маршруту (ТМ) R (x, t), або у відносних 
величинах – q (x, t)  і ρ(x, t).

Керуючими впливами є управління вхідним пото-
ком Qв(t) (або у відносних величинах qв(t)), тобто запуск 
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предметів праці на початкову операцію, і розподілене 
управління U (x, t), засноване на використанні виробни-
чих ресурсів. Як чинники збурення розглянуто виробничі 
втрати В (x, t) і порушення ритму (збійні ситуації) Z(x, t).

Вихідними змінними, що характеризують якість 
управління, є інтенсивність потоку (величина потоку) 
q(x, t) і величина запасів на операціях технологічного 
маршруту (щільність потоку) ρ(x, t). Особливо потрібно 
виділити вихідний потік q(x, t), що здійснює вплив на на-
вколишнє середовище, впливає на ритмічність випуску 
та надійність виконання плану. Структурну схему систе-
ми управління матеріальним потоком наведено на рис. 1.

Рис. 1. Структурна схема системи управління 
матеріальним потоком

Керуючі впливи реалізуються за рахунок ство-
рення та утримання страхових ресурсів – потужності 
N C (x), розподілених запасів R C (x) і запасів на виході і 
вході технологічного маршруту.

З урахуванням виробничих втрат модель ВП (5) 
має такий вигляд:

0

0

( , ) ( , )
( , ) 0,

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ),

(0, ) ( ), 0 , 0, ( ) ( ,0),

t

З З B

n k

q x t x t
B x t

x t

q x t x t V x V x U x

q t q t x x t x x

 
    


    

       




 

(7)

де ( , )BU x  – управління, розподілене по ТМ і спрямо-
ване на компенсацію виробничих втрат.

При відомих початкових і крайових умовах, а та-
кож збуреннях і управліннях система рівнянь (7) має 
розв’язок:

0

0

( ( ) )

0

( ( ))

[ ( , ) ( , )] , ( ) 0,

( , )
( ( ( ) ))

[ ( , )] ( , )] , ( ) 0,

( , )
( , ) ( , ) .

( )

n
x

x

B
x t

t

B
З

q t x

U B d t x

q x t
q x t

U B d x t

q x t
x t U x d

V x

  

   
 
           

      
 
            

     








Проаналізовано можливості компенсації збурень 
по відношенню до показників якості з розглядом ком-
пенсацій трьох видів:

Виробничі втрати представляють собою розподі-
лений випадковий процес, тобто, випадкове поле, неко-
рельований по координаті х. З урахуванням розглянутих 
типів випадкових процесів кореляційні функції втрат, 
які мають практичний інтерес, мають такий вигляд:

– кореляційна функція чистого випадкового про-
цесу типу «білого шуму» 

         
2( , ) ( ) ( );B BK x x      (8)

– кореляційний випадковий процес

       
2 ( )( , ) ( ) ;x

B BK x x e      (9)
– кореляційна функція випадкового процесу, що 

має сезонні коливання,
2 ( )( , ) ( ) cos ( ( ) ).x

B BK x x e x        (10)
Крім кореляційної функції втрати характеризу-

ються дисперсією 
2 ( ),B x  математичним очікуванням 

mB(x), коефіцієнтом, що залежать від закону розподілу 
при вибраному рівні довіри 

.B  

Припустимо, що відомі статистичні характеристи-
ки виробничих втрат, що представляють собою 
випадковий стаціонарний в широкому сенсі про-

цес: ( , )BK x   – кореляційна функція; 
2 ( )B x – диспер-

сія; mB (x) – математичне очікування виробничих втрат.
Необхідно провести аналіз можливості компенса-

ції збурень по відношенню до показників якості. Будемо 
розглядати компенсацію трьох видів:

1) компенсацію впливу збурення на математичне 
сподівання вихідного потоку mq(xk), яку назвемо інте-
гральною компенсацією виробничих втрат. Для неї ви-
конується рівність
           mq(xk) = 0;  (11)

2) повну компенсацію збурення, при якій вихідний 
потік і показники якості не залежать від виробничих 
втрат, тобто виконується 

      

2

2

( ) 0,

( ) 0;
B

ТП

x

T

 

 

  

(12)

де σΔТП(Т) – стандартне відхилення інтегрального ви-
пуску;

3) часткову компенсацію збурення, при якій по-
казники якості задовольняють заданим умовам вигляду

    

2 2

2 2

( ) ,

( ) .T

q k

ТП

x

T

  

 

  

(13)

Умова (11) реалізується при виконанні
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(14)

 

Об’єкт управління  

Керуюча система  

B(x, t) 

Z(x, t) 

q(x, t) 

ρ(x, t) 

qв (t) U(x, t) 

NC(x) RC(x) 
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Перша рівність вказує на необхідність збільшення 
вхідного потоку залежно від математичного очікування 
збурення. Друга залежність свідчить про те, що почат-
ковий розподіл предметів праці по ТМ повинен бути 
встановлений також в залежності від математичного 
очікування збурення. При відносно великому інтервалі 
управління Т (у порівнянні з часом циклу) впливом по-
чаткового розподілу запасу по ТМ можна знехтувати.

При виконанні (14) середні значення величини по-
току і густини предметів праці рівні відповідно

[ ( , )] ( ) ,

1
[ ( , )] ( ) .

( )

k

k

x

B
x

x

B
З x

M q x t m d

M x t m d
V x


    




     






        

(15)

Як видно з останніх виразів, збільшення вхідного 
потоку призводить також до збільшення величини по-
току і запасу предметів праці по ТМ. Це обумовлює не-
обхідність збільшення величини ресурсів потужності.

Позначимо розподіл виробничих потужностей по 
ТМ N(x), а потужності, відповідні бажаному виробни-
чому потоку,– NЗ(x), причому виконується NЗ(x) = QЗ(x). 
Додаткові ресурси потужності, обумовлені необхідніс-
тю інтегральної компенсації виробничих втрат, позна-
чимо 

0 ( ) :BN x

  
0 ( ) ( ) .

kx

B B
x

N x m d   

  

(16)

Вони забезпечують середній рівень показників, 
які відповідають умовам (15).

Характеристиками ритмічності випуску та надій-
ності виконання плану є дисперсії вихідного потоку і ін-
тегрального випуску . Показник ритмічності становить

          
2 2

0
( ) ( ) .

kx

q k Bx d     

  

(17)

Показник надійності визначається виразом

2

0 0
( ) 2 ( ) ( , ) .

kxT

ТП BT T K d d          

   

(18)

Повна компенсація випадкових виробничих втрат 
означає незалежність величини вихідного потоку від збу-
рення. Розглянемо управління вхідним потоком по збу-
ренню, що забезпечує часткову компенсацію в сенсі вико-
нання (13). Вхідний потік визначається при цьому в залеж-
ності від інтегральної величини втрат на ТМ за законом

         0
( ) ( , ) .

kx

nq t B x t dx 

  

(19)

Параметри матеріального потоку складають
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(20)

Для практичної реалізації даного способу компен-
сації повинні бути створені страхові ресурси потужно-
сті ( ),C

BN x  які визначаються величиною стандартного 
відхилення функції потоку

 
( )q x і дорівнюють

         ( ) ( ),C
B q qN x x  

  

(21)

де
 

q – визначається законом розподілу випадкової 
функції потоку і необхідною надійністю компенсації.

Кореляційна функція потоку 
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Дисперсія потоку
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Показник ритмічності з урахуванням (23) складе:
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k kx x
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(24)

Показник надійності виконання плану з урахуван-
ням (22) дорівнює
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(25)

Порівняльний аналіз результатів інтегральної і 
часткової компенсацій показав, що у другому випадку 
ритмічність знижується, але підвищується надійність 
виконання плану. Якщо в першому випадку зі збільшен-
ням інтервалу управління надійність знижується про-
порційно інтервалу управління, то в другому випадку 
існує значення, що обмежує зверху область можливих 
значень дисперсії інтегрального випуску.

ВИСНОВКИ
Таким чином, розглядаючи процес виробництва 

як керований матеріальний просторово розподілений 
потік предметів праці, запропоновано досліджувати по-
ведінку матеріального виробничого потоку як об'єкта 
з розподіленими параметрами на основі балансового 
співвідношення, що характеризує динаміку зміни роз-
поділених запасів при зміні вхідних і вихідних потоків 
операції ТМ. При відсутності випадкових чинників 
параметри виробничого процесу відповідають плано-

(22)
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вим величинам або змінюються згідно з оперативним 
управлінським рішенням. Виробничий процес, розгля-
нутий як рух предметів праці по ТМ, характеризується 
швидкістю, якій відповідає графік руху предметів праці, 
і визначається з врахуванням можливостей зміни інтен-
сивності потоків з використанням наявних ресурсів.

Розроблено модель матеріального потоку з ураху-
ванням випадкових виробничих втрат, що пред-
ставляють собою розподілений випадковий 

процес з кореляційною функцією типу «білого шуму» 
та функцією, що має сезонні коливання. Проаналізо-
вано можливості компенсації збурень по відношенню 
до показників ритмічності та надійності з розглядом 
компенсацій трьох видів: 1) інтегральної компенсації 
виробничих втрат, тобто компенсації впливу збурення 
на математичне сподівання вихідного потоку; 2) повної 
компенсації збурення, при якій вихідний потік і показ-
ники якості не залежать від виробничих втрат; 3) част-
кової компенсації збурення, при якій показники якості 
задовольняють заданим умовам.                   
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