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Диленко В. А., Сабодаш Е. Л. Математическое моделирование интеграции экономик
В статье рассматриваются вопросы математического моделирования объединения различных экономик. Полагается, что механизм инте-
грации экономических систем формируется согласно принципу рациональных ожиданий. Построены оптимизационные модели объединения 
экономик, в основе которых лежит математический инструментарий моделей «затраты – выпуск». Для оценки экономических последствий 
интеграционных процессов предложен комплекс показателей экономических эффектов и эффективности функционирования объединяемых эко-
номик. Данные показатели определяются по результатам решения соответствующей оптимизационной задачи. Выделены типовые варианты 
объединения экономик, для которых целесообразно исследовать построенные модели. Для случая простейшей модели интеграции экономиче-
ских систем проведен ее численный  анализ, который позволил продемонстрировать формирование экономического эффекта и изменение рас-
сматриваемых показателей эффективности функционирования данных систем в результате их объединения.
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Діленко В. О., Сабодаш Є. Л. Математичне моделювання  

інтеграції економік
У статті розглядаються питання математичного моделювання 
об’єднання різних економік. Вважається, що механізм інтеграції еконо-
мічних систем формується згідно із принципом раціональних очікувань. 
Побудовані оптимізаційні моделі об’єднання економік, в основі яких ле-
жить математичний інструментарій моделей «витрати – випуск». 
Для оцінки економічних наслідків інтеграційних процесів запропоновано 
комплекс показників економічних ефектів і ефективності функціонуван-
ня економік, які поєднуються. Дані показники визначаються за резуль-
татами розв’язку відповідної оптимізаційної задачі. Виділені типові 
варіанти об’єднання економік, для яких доцільно досліджувати побу-
довані моделі. Для випадку найпростішої моделі інтеграції економічних 
систем проведений її чисельний аналіз, який дозволив продемонструва-
ти формування економічного ефекту та зміну розглянутих показників 
ефективності функціонування даних систем у наслідку їх об’єднання.
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formed according to the principle of rational expectations. Optimization mod-
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results of solving the corresponding optimization problem. The typical options 
for integrating economies were highlighted, for which it is appropriate to ex-
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Одним из определяющих факторов развития совре-
менной мировой экономики является интенсифи-
кация интеграционных процессов, которые приво-

дят к сближению и взаимопроникновению экономических 
систем различных стран. Следствием данных процессов 
могут быть серьезные трансформации как в отдельных эко-
номиках, так и в различных их объединениях в целом. Учи-
тывая глобальный характер интеграционных процессов, 
чрезвычайно актуальной проблемой становится всесто-
роннее изучение механизмов и социально-экономических 
последствий их реализации.

Исследованию различных аспектов интеграционных 
процессов в мировой экономике посвящена обширная на-
учная литература [1]. В значительно меньшей степени эти 
вопросы рассматриваются с позиций использования ин-
струментария экономико-математических методов и мо-
делей. Укажем некоторые из работ в данном направлении. 
Непосредственно математическому моделированию инте-
грационного взаимодействия экономик посвящена статья 
[4]. Однако построенная в ней экономико-математическая 
модель слишком громоздка, требует больших массивов 
специальной информации, что чрезвычайно затрудняет ее 
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использование для теоретического исследования возмож-
ных сценариев реализации интеграционных процессов и 
выявления соответствующих закономерностей. Имеются 
также работы (например, [7, 9]), в которых задача матема-
тического моделирования объединительных процессов в 
экономике не ставится, но построенные в них математи-
ческие конструкции могут интерпретироваться в плоско-
сти интеграции некоторых экономик. Вместе с тем, так как 
указанные статьи решают свои специфические задачи, то 
каких-либо результатов в области математического моде-
лирования и исследования экономической интеграции они 
не содержат. В [3] предлагается подход к описанию про-
цессов объединения экономик и оценки экономического 
эффекта такого объединения на основе применения мате-
матических моделей «затраты – выпуск». Однако данный 
подход сформулирован в тезисной форме и требует соот-
ветствующего уточнения и дальнейшей проработки. В це-
лом, проведенный анализ доступных литературных источ-
ников позволяет сделать вывод о том, что подход к иссле-
дованию механизмов и результативности интеграционных 
процессов в экономике на основе методов математическо-
го моделирования не получил необходимого развития.

Учитывая сказанное выше, целью настоящей работы 
является разработка математических моделей объединения 
экономических систем и подходов к их анализу при различ-
ных условиях реализации интеграционных процессов.

Пусть имеется две экономики (очевидным образом 
обобщается для случая n экономик), каждая из ко-
торых характеризуется технологической матрицей 

(A1 и A2), векторами имеющихся производственных мощно-
стей (K1 и K2) и капиталоемкости выпускаемой продукции 
(k1 и k2) соответственно. Кроме того, потребности экономик 
в конечной продукции (в натуральном исчислении) опреде-
ляются векторами Y1 и Y2 (при этом будем полагать, что од-
ноименные матрицы имеют одинаковую размерность).

Тогда производство и распределение продукции в 
экономиках можно описать линейными уравнениями

  
1 1 1 1

2 2 2 2

,
,

X A X Y
X A X Y
 

 

  
(1)

где X1 и X2 – соответственно векторы валовых выпусков 
продукции в первой и второй экономике.

Если фиксировать необходимые объемы конечной 
продукции на уровне Y1

0 и Y2
0, то для ее производства не-

обходимы валовые выпуски величиной соответственно

  

0 1 0
1 1 1
0 1 0
2 2 2

( ) ,

( ) ,

X E A Y

X E A Y





 

 

  

(2)

где E – единичная матрица.
Если P1 и P2 – векторы цен продукции в рассматри-

ваемых экономиках, то производство конечной продукции 
в объемах Y1

0 и Y2
0 требует затрат

       

1 1 01 2 2 02
1 2

1 1 1 1
, ,

n n n n

i ij j i ij j
i j i j

З p a x З p a x
   

  

       

(3)

где 1 01 2 02 1 2, , , , ,ij j ij j i ia x a x p p – элементы матриц A1, X1
0 ,  A2, 

X2
0 , P1, P2 соответственно. 

Будем полагать, что объединение экономик осущест-
вляется на основе принципа рациональных ожиданий [10], 
который широко используется при построении различных 
экономико-математических моделей [5, 8]. Тогда процес-

сы интеграции рассматриваемых экономических систем в 
простейшем случае можно описать с помощью следующей 
оптимизационной модели

 

1 1 1 2 2 2

1 1 1 1
min,

n n n n

i ij j i ij j
i j i j

p a x p a x
   

  

         

(4)

   
0 0

1 2 1 1 2 2 1 2 ,X X A X A X Y Y    
 

(5)

  1 1 1 2 2 2, ,k X K k X K 
  

(6)

        1 2, 0,X X 
  

(7)

где 
1 2,i ix x – элементы векторов соответственно.
Данная модель описывает такой механизм объедине-

ния экономик, реализация которого предполагает миними-
зацию суммарных затрат (4) на производство необходимой 

по величине и структуре конечной продукции 
0 0

1 2Y Y
 
(5) 

при ограничении на имеющиеся производственные мощ-
ности (6). Указанная минимизация затрат может осущест-
вляться за счет более рационального использования имею-
щихся мощностей в рамках объединенной экономики.

Заметим, что оптимальное решение задачи (4) – (7) 
может быть таким, что некоторые элементы векторов X1

* и 
X2

* окажутся нулевыми. Это означает, что соответству ющие 
отрасли экономики не используются. Чтобы избежать таких 
проблемных в социально-экономическом плане решений, 
модель (4) – (7) должна быть дополнена ограничениями

  1 21 2, ,X X X X 
  

(8)
где X1 и X2 – минимально допустимые уровни загрузки от-
раслей анализируемых экономик.

Используя построенную математическую модель, 
рассмотрим далее вопросы экономической оценки 
результатов объединения экономик.

Если X1
* и X2

* – оптимальное решение задачи (4) – (7), 
то, учитывая (3), интеграционный экономический эффект 
(Э) объединения экономических систем может определять-
ся следующим образом

 

1 1 01 2 2 02

1 1 1 1

1 1 *1 2 2 *2

1 1 1 1
,

n n n n

i ij j i ij j
i j i j

n n n n

i ij j i ij j
i j i j

Э p a x p a x

p a x p a x

   

   

  

 
   
 

 

 

        

(9)

где 
*1 *2,i ix x – элементы векторов соответственно. 
Или

1 01 2 02 1 *1 2 *2

1 1 1 1
.

n n n n

j j j j j j j j
j j j j

Э p x p x p x p x
   

 
     
 

   

   
 

(10)

Кроме того, можно рассчитывать экономические эф-
фекты интеграции для каждой из экономик:

         

1 *1 1 01
1

1 1
,

n n

j j j j
j j

Э p x p x
 

  

  

(11)

          

2 *2 2 02
2

1 1
.

n n

j j j j
j j

Э p x p x
 

  

  

(12)

Аналогичным образом можно определить экономи-
ческие эффекты отдельных экономик на основе соответст-
вующих показателей конечной продукции. 
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Очевидно, что значение эффекта Э1 или Э2, получен-
ных на основе модели (4) – (7), будет отрицательной вели-
чиной. Это означает, что следствием интеграции экономи-
ческих систем является сокращение объемов одной из них.

Результатом объединения экономик может быть не 
только формирование соответствующих интегра-
ционных эффектов, но и изменение эффективности 

их функционирования. Для исследования данного аспекта 
интеграции экономических систем могут использоваться 
индивидуальные показатели экономической эффективно-
сти функционирования взаимосвязанных производителей, 
предложенные в [2], которые с учетом вектора цен опреде-
ляются соотношениями

       1

1
( ) , 1, ,j n

i ij
i

E A j n
p a



 



  

(13)

  1

1
( ) ( ),

n

j
j

E A E A
n 

 

  

(14)

       
1

1

( , ) ( ) .
n

j j
jn

j
i i

i

p x
E A X E A

p x






  

(15)

Определить направление и величину изменения эф-
фективности функционирования отдельных экономик в 
результате их объединения можно с помощью показателя 
E (A, X). Для этого должен быть выполнен расчет и сравне-
ние показателей  E (A1, X1

0),  E (A2, X2
0) и E (A1, X1

*),  E (A2, X2
*) 

соответственно.
Может также анализироваться изменение (в резуль-

тате объединения экономик) показателей эффективности

  

1

1 1

,

n

j j
j

n n

i ij j
i j

p y
E

p a x



 







  

(16)

рассчитываемых для каждой экономики до и после объеди-
нения. Данный показатель характеризует эффективность 
производства конечной продукции в соответствующей 
экономической системе.

Представляет интерес и оценка изменения сред-
ней эффективности функционирования двух экономик в 
целом. С этой целью может использоваться средний взве-
шенный показатель эффективности

1 1
1 1 2 2 1 1

1 1 2 2

2 2
2 2

1 1 2 2

( , , , ) ( , )

( , ),

P X
E A X A X E A X

P X P X
P X

E A X
P X P X

 





  

(17)

где PX – скалярное произведение векторов P и X.
Очевидно, что для анализа изменения средней эф-

фективности двух экономик должны рассчитываться по-
казатели E (A1, X1

0, A2, X2
0) и E (A1, X1

*, A2, X2
*).

Показатели (9) – (17) позволяют получить комплекс-
ную информацию о различных аспектах объединения двух 
экономических систем. 

Оптимизационная модель (4) – (7) соответствует про-
стейшему описанию процессов функционирования объе-
диняемых экономик и поэтому может развиваться по раз-
личным направлениям. В первую очередь в данной модели 

целесообразно отразить использование внешнего ресурса, 
под которым обычно понимается труд [6, с. 96]. 

Пусть l 1 и l 2 – векторы затрат труда, а L1 и L2 – об-
щий объем трудовых ресурсов рассматриваемых экономик 
соответственно. Тогда в математической модели должны 
учитываться ограничения на эти ресурсы вида

          

1 1 1 2 2 2

1 1
,

n n

j j j j
j j

l x L l x L
 

  

  

(18)

или

         

1 1 1 2 1 2

1 1
,

n n

j j j j
j j

l x l x L L
 

   

  

(19)

где 
1 2,j jl l – элементы векторов l 1 и l 2 соответственно. 

При использовании ограничения (18) допускает-
ся свободный переток трудовых ресурсов только 
между отраслями в рамках каждой из экономик. 

В случае неравенства (19) предполагается также возмож-
ность перемещения работников и между объединяемыми 
экономиками.

Обозначим через 
1 2иL Lp p  средние цены трудовых 

ресурсов в объединяемых экономиках. При этом, есте-
ственно, должны выполняться соотношения

  

1 1 1 1

1

2 2 2 2

1

,

,

n

i ij L j
i
n

i ij L j
i

p a p p

p a p p





 

 





  

(20)

которые соответствуют предположению о безубыточном 
производстве всех видов продукции в рассматриваемых 
экономических системах.

Тогда затраты на производство продукции, анало-
гичные (3), будут определяться следующим образом

 

1 1 01 1 1 01
1

1 1 1

2 2 02 2 2 02
2

1 1 1

,

.

n n n

i ij j L j j
i j j

n n n

i ij j L j j
i j j

З p a x p l x

З p a x p l x

  

  

 

 

 

 

  

(21)

Соответственно оптимизационная постановка (4) – 
(7) примет вид

  

1 1 1 1 1 1 2 2 2

1 1 1 1 1

2 2 2

1
min ,

n n n n n

i ij j L j j i ij j
i j j i j

n

L j j
j

p a x p l x p a x

p l x

    



  

 

  



    

(22)

         
0 0

1 2 1 1 2 2 1 2 ,X X A X A X Y Y      (23)

          1 1 1 2 2 2, ,k X K k X K 
  

(24)

      
1 1 1 2 2 2

1 1
, ,

n n

j j j j
j j

l x L l x L
 

  

  

(25)

    1 2, 0.X X 
  

(26)
Для данной задачи формулы показателей экономиче-

ских эффектов (9) – (12) и эффективности (13) - (17) долж-
ны быть очевидным образом скорректированы. Например, 
соотношение для определения показателя интеграционно-
го экономического эффекта (9) будет записываться так:
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1 1 01 1 1 01 2 2 02

1 1 1 1 1

2 2 02 1 1 *1 1 1 *1

1 1 1 1

2 2 *2 2 2 *2

1 1 1
,

n n n n n

i ij j L j j i ij j
i j j i j
n n n n

L j j i ij j L j j
j i j j

n n n

i ij j L j j
i j j

Э p a x p l x p a x

p l x p a x p l x

p a x p l x

    

   

  

   

   

 

  

  

 

  

(27)

а расчетное соотношение показателя эффективности (13) 
примет вид

 1

1
( ) , 1, .j n

i ij L j
i

E A j n
p a p l



 



  

(28)

Используя построенные математические модели, 
анализ формирования экономических эффектов 
и изменения эффективности функционирования 

экономик в результате их объединения целесообразно осу-
ществлять для некоторых типовых вариантов реализации 
рассматриваемых интеграционных процессов. 

Для оптимизационной модели (4) – (7) типизация 
возможных ситуаций объединения экономик может опре-
деляться на основе соотношения показателей эффектив-
ности их функционирования (13), (14). Используя эти пока-
затели, будем выделять следующие варианты объединения 
двух экономик:

1) 1 2( ) ( ), 1, ,j jE A E A j n   (29)
т. е. объединяются две одинаковые (в смысле показателей 
эффективности (13), (14)) экономики;

2) 1 2( ) ( ), 1, ,j jE A E A j n 
  

(30)
что отвечает интеграции экономик, одна из которых функ-
ционирует эффективнее другой во всех отраслях;

3) 1 2( ( ) ( ))E A E A & 1 2( )( ( ) ( ))j jj E A E A    (31)
объединяются экономики, одна из которых в целом явля-
ется более эффективной, но имеются отрасли (по крайней 
мере, одна) в этой экономике, которые обладают показате-
лями эффективности худшими, чем у другой экономики.

Результаты объединения экономик можно оценивать 
показателями экономических эффектов (9) – (12) и по из-
менению значений показателя эффективности (15) – (17).

Для выделенных вариантов интеграции экономик 
(29) – (31) на гипотетичских данных проводились пробные 
расчеты по оптимизационной модели (4) – (7). Они позво-
лили получить некоторые предварительные результаты, 
которые продемонстрировали формирование экономиче-
ского эффекта объединения экономик и разноплановое из-
менение показателей эффективности их функционирова-
ния для различных вариантов интеграционных процессов.

ВыВОДы
В настоящей работе
 разработаны оптимизационные модели объеди-

нения экономик;
 для построенных математических моделей предло-

жен комплекс показателей экономической оценки 
результатов интеграции экономических систем;

 выделены некоторые типовые варианты объеди-
нения экономик.

В дальнейшем разработанные математические модели 
и экономические показатели предполагается использовать 
для их численного анализа с целью выявления характерных 
экономических последствий для типовых вариантов инте-
грации рассматриваемых экономических систем. 
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Вітлінський В. В., Мельник Г. В., Скіцько В. І. Моделювання збутової електронної логістичної підсистеми з використанням 

нечіткої мережі петрі
Основою роботи Інтернет­магазину є його взаємодія, зокрема, з покупцями, що може розглядатися в межах функціонування збутової електро-
нної логістичної підсистеми. У даній роботі авторами запропоновано нечітку мережу Петрі для моделювання здійснення купівлі покупцем у меж-
ах збутової електронної логістичної підсистеми Інтернет­магазину. Розроблена імітаційна економіко­математична модель дозволяє вирішити 
низку задач, зокрема: за яких умов покупець залишить сторінку Інтернет­магазину без придбання товару; зарезервує товар чи відкладе оплату; 
здійснить купівлю товару.
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Витлинский В. В., Мельник Г. В., Скицко В. И. Моделирование 

сбытовой электронной логистической подсистемы  
с использованием нечеткой сети Петри

Основой работы Интернет­магазина является его взаимодействие,  
в частности, с покупателями, которое может рассматриваться в рам-
ках функционирования сбытовой электронной логистической подсисте-
мы. В данной работе авторами предложена нечеткая сеть Петри для 
моделирования совершения покупки покупателем в пределах сбытовой 
электронной логистической подсистемы Интернет­магазина. Разрабо-
танная имитационная экономико­математическая модель позволяет 
решить ряд задач, в частности: при каких условиях покупатель оста-
вит страницу Интернет­магазина без приобретения товара; зарезер-
вирует товар или отложит оплату; осуществит покупку товара.
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The basis of the e­shop is its interaction, in particular, with the buyers, which 
may be considered in the framework of e­sales logistics subsystem. In this 
paper, the authors propose a fuzzy Petri net for modeling of purchase by the 
buyer within the electronic logistic subsystem of Online Store. A simulation 
of economic­mathematical model enables to solve a number of problems, 
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