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Математическое моделирование. Системный анализ. Принятие решений

Введение
Электронный документооборот описывает 

все бизнес-процессы ERP-систем1 [1]. В описа-
нии модели данных бизнес-процессов стратегии 
производства и операций возникают различные 
оптимизационные задачи: экономисты миними-
зируют издержки и максимизируют прибыль; про-
изводственники оптимизируют рабочие процессы 
для того, чтобы добиться максимального выпуска 
продукции при минимальном браке, минималь-
ных расходах энергоресурсов и комплектующих 
и пр. Помимо этого, в задаче часто присутствуют 
ограничения: процент брака не должен превышать 
определенной величины, выпускаемая продукция 
должна обладать заданным запасом прочности и 
заданным качеством и т.д. Таким образом, возни-
кают задачи многокритериальной оптимизации. 

Сформулируем теперь задачу оптимизации в 
общем виде и введем обозначения: 

min  
x∈

( )
Rn

f x
�� ��

 при ограничениях g x
�� ��( ) ≤ 0,          (1)

где x x xn

��
= ( )1,...,  – вектор переменных (параметров); 

f f fk

��
= ( )1,...,  – векторнозначная целевая функция; 

g g gm

��
= ( )1,...,  – векторнозначная функция ограни-

чений. Точка x
��

, удовлетворяющая всем ограни-
чениям, называется допустимой. Множество всех 
допустимых точек обозначим Ω

�� �� �� ��
= ( ) ≤{ }x g x 0 . Если 

f
��

 состоит из одной компоненты (скалярная функ-
ция), оптимизация называется однокритериальной, 
иначе — многокритериальной. Используя введенные 

1 ERP (англ. Enterprise Resource Planning) — плани-
рование ресурсов предприятия, организационная стра-
тегия интеграции производства и операций, управления 
трудовыми ресурсами, финансового менеджмента и 
управления активами, ориентированная на непрерыв-
ную балансировку и оптимизацию ресурсов предпри-
ятия посредством специализированного интегрирован-
ного пакета прикладного программного обеспечения, 
обеспечивающего общую модель данных и процессов 
для всех сфер деятельности.

выше обозначения, перепишем (1). Для однокрите-
риальной оптимизации

f x x
�� ��( )→ ∈min, Ω,                                (2)

для многокритериальной оптимизации

f x f x xk1

�� �� ��( ) ( )( )→ ∈,..., .min, Ω                       (3)

Для многокритериального случая важными 
являются понятия Парето-доминирования и Па-
рето-оптимальности. Рассмотрим их несколько 
подробнее.

Парето-оптимальность. Основная идея Паре-
то-оптимальности: мы не можем улучшить наше 
решение по одному из показателей, не ухудшив 
при этом по другому. 

Пусть a
�

=  a a b b b Rn n
n

1 1,..., , ,..., .( ) = ( )∈
�

Определение 1. a
�

 доминирует b a b
� �
�
�( ) , если  

ai ≤ bi для всех i от 1 до n и ai < bi по крайней мере для 

одного из i n∈{ }1, ,� . Иначе, считаем, что a
�

 не до-

минирует b a b
� � �

≠( ) . 

Если a b
� �
≠( )  и b a

� �
≠( ) , то a

�
 не сравнимо c 

b a b
� � �

<>( ) . 
В дальнейшем, если говорится об отношениях 

доминирования между двумя множествами векто-
ров из пространства параметров, то под этим пони-
маются соотношения для их образов в простран-
стве целевых функций. 

Оптимизационные алгоритмы итеративны. 
Стартуя с некоторого начального приближения, ал-
горитм генерирует последовательность точек до тех 
пор, пока не будет выполнено условие остановки. 
Таким образом, в процессе оптимизации целевые 
функции и ограничения вычисляются на конечном 
множестве точек. При этом, множество Парето-
оптимальных решений в общем случае содержит 
бесконечное количество точек. Соответственно, на 
практике задача многокритериальной оптимиза-
ции переформулируется так, чтобы ее можно было 
решить с помощью итеративного алгоритма.
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Решением задачи многокритериальной опти-
мизации является Парето-множество S ⊂  Ω всех 
Парето-оптимальных допустимых точек, т.е. та-
ких, которые не доминируются никакими другими 
допустимыми точками. Парето-множеству S соот-
ветствует Парето-фронт P = f (S) (образ Парето-
множества в пространстве целевых функций). 

Таким образом, в отличие от однокритери-
альной задачи, ответом является не одна точка, а 
множество точек. В Парето-множестве точки не 
сравнимы между собой, т.е. все решения задачи 
равноценны. 

1. Постановка задачи
Описанная здесь краткая методика решения 

задачи многокритериальной оптимизации не ис-
пользует веса для целевых функций, замену це-
левых функций ограничениями и другие спосо-
бы скаляризации. Предварительно необходимо 
обосновать расширение алгоритмов одномерно-
го поиска (метод наискорейшего спуска, метод 
Ньютона) на многокритериальный случай для на-
хождения одного оптимального решения. Исходя 
из этого рассмотрения, надо использовать идеи 
метода продолжения [2] (решения системы нели-
нейных уравнений) для нахождения критической 
точки и предложить основы алгоритма, использу-
ющего веса для целевых функций. 

2. Поиск Парето-оптимального решения
2.1. Однокритериальная задача
Рассмотрим задачу однокритериальной оп-

тимизации. Требуется найти минимум функции 
f(x). Начиная с заданной точки x0, будем генериро-
вать последовательность точек xk+1(xk) таких, что 
f(xk+1) < f(xk). 

Пусть xk+1 = xk + αv, где v — единичный вектор 
направления, а α — длина шага. Вычислим v. Из те-
оремы Тейлора следует: 

f x v f x v f x o vk k
T

k+( ) = ( ) + ∇ ( ) + ( )α α .         (4)

То, насколько изменится f вдоль направления 
v, зависит от произведения v f xT

k∇ ( ) . Получаем 
следующую задачу: 

min
p

T
kv f x∇ ( )                             (5)

при условии |v| =1. 
Поскольку 

v f x v f x f xT
k k k∇ ( ) = ∇ ( ) = ∇ ( )cos cos ,θ θ  

то минимум (5) достигается при θ = π и cos θ = −1. 
Таким образом, получаем: 

v f
f

k

k
= −∇ ∇                                   (6)

— направление наискорейшего спуска. 
Вообще, любое направление, отличающееся 

от −∇fk  меньше, чем на π/2 является направлением 
спуска, т.е. приводит к уменьшению f при доста-
точно малых α. При ∇fk = 0 такого направления не 
существует, xk является минимумом функции f.

Необходимое условие локального экстрему-
ма функции f: если xk — локальный экстремум, то 
f(xk)  = 0. Теперь рассмотрим эти же вопросы для 
многокритериальных задач. 

2.2. Многокритериальная задача с ограничениями
Определение 2. Ограничение gi(x) в точке x* на-

зывается активным, если gi(x*) = 0. Множество всех 
активных ограничений {i ∈ 1, ... , k | gi(x*) = 0} обо-

значим Α x*( ) . 
Сформулируем следующую теорему (необхо-

димое условие Парето-оптимальности Каруша–
Куна‑Такера) [3]: 

Теорема 1. Пусть выполнено условие: множе-

ство векторов ∇ ( ) ∈ ( ){ }g x i xi
* *| Α  линейно незави-

симо. Если точка x* является (локально) Парето-оп-
тимальной для задачи (1), то существуют вектора  
λ ∈ Rk и µ ∈ Rm такие, что: 

λ µ

µ

λ λ

ii

k
i j jj

m

j j

f x g x

g x j m

= =∑ ∑∇ ( )+ ∇ ( ) =
( ) = = …

≥ ≠

1 1
0

0 1

0 0

* *

*

,

, , ,

, , µµ ≥ 0.

             (7)

В ряде случаев удобно использовать форму-
лировку необходимого условия для задачи (3), 
которая зависит только от геометрии множества 
допустимых значений Ω, а не от конкретного ее ал-
гебраического описания с помощью функции g(x). 
Для этого нужно ввести понятия касательного век-
тора и касательного конуса. 

Определение 3. Вектор v ∈ Rn называется ка-
сательным вектором к Ω в m. x ∈ Ω, если для всех 
векторных последовательностей {xi} : xi → x, xi ∈ Ω 
и для всех положительных скалярных последователь-
ностей ti → 0 существует последовательность vi → v 
такая, что xi + tivi ∈ Ω ∀ i. 

Определение 4. Касательный конус TΩ(x) — 
множество всех касательных векторов к Ω в m, x. 

Теорема 2. Если точка x* является (локально) 
Парето-оптимальной для задачи (3), то система:

∇ ( )( ) < = ∈ ( )f x v i k v T xi

T* , , , ,0 1… Ω .          (8)

Определение 5. Точка, в которой выполнены не-
обходимые условия (локальной) Парето-оптималь-
ности (4) или (5) называется критической.

2.3. Многокритериальная задача без ограничений
Смысл приведенных выше теорем проще всего 

пояснить на задачах без ограничений. 
При m = 0 теорема 1 утверждает, что в Паре-

то-оптимальной точке нулевой вектор может быть 
записан в виде линейной комбинации градиентов 
компонент целевой функции с положительными 
коэффициентами. 

Для задачи без ограничений теорема 2 пере-
формулируется следующим образом. 

I m M f x R
k( ) ∇ ( )( )∩ −( ) =++

* ,0                  (9)

где I m M( )  — образ линейного отображения 

М; ∇ ( )f x*  — матрица Якоби функции f(x*): 

∇ ( )( ) = ∂
∂ ( )f x f

x x
i j

i

j

*

,

* ; R++ — множество положи-

тельных вещественных чисел.
Таким образом, если точка x* не является 

Парето-оптимальной, значит, существует вектор  
v  ∈ Rn такой, что 
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∇ ( ) ∈ −( )++f x v R
k*                          (10)

— направление спуска. Вдоль этого вектора функция 
f(x) будет уменьшаться по всем своим компонентам 
(при достаточно малом положительном шаге). 

3. Метод наискорейшего спуска

Возникает вопрос: какое из возможных на-
правлений спуска выбрать? Очевидно, мы хотим 
максимально уменьшить целевую функцию по 
всем компонентам. Рассмотрим пока задачу без 
ограничений. Введем функцию h R Rn k: →  [4]:

h v f x v i kx i( ) = ∇ ( )( ) = …{ }: max , , .* 1         (11)

Рассмотрим следующую задачу: 
min , .h v vx ( ) ≤∞ 1                          (12)

Вместо v ∞ нормы можно использовать и 
другие, но ограничение в таком виде приводит к 
наиболее простой формулировке задачи. Пере-
формулировав (12), получаем задачу линейной 
оптимизации, решив которую, можно найти опти-
мальное направление спуска: 

min , , , , ,

.

t f x v t i k

v

i
T

∇ ( )( ) ≤ = …

≤∞

1

1
           (13)

Можно доказать, что итеративный алгоритм 
xk+1 = xk + αv, использующий данное направление 
спуска, при некоторых условиях, накладываемых 
на выбор длины шага α, сходится к критической 
точке [4]. 

При k = 1 (однокритериальная оптимизация) 
получаем v f fk k= −∇ ∇ , т.е. данный алгоритм яв-
ляется расширением метода наискорейшего спу-
ска на многокритериальный случай. В однокрите-
риальном случае алгоритм останавливается, если 
норма градиента достаточно мала. Но это условие 
остановки не подходит для многокритериальных 
задач, т.к. градиенты в них не обращаются в ноль 
в критической точке. Однако, в качестве критерия 
можно использовать величину t решения задачи 
(13), т.к. обращение ее в ноль означает, что алго-
ритм сошелся в критическую точку. 

Теперь рассмотрим задачу с ограничениями. 
Воспользуемся следующей теоремой [5]. 

Теорема 3. Рассмотрим множество 

C x v R g x v i A xn i

T
* * *: , .( ) = ∈ ∇ ( )( ) ≤ ∈ ( )








0

Если вектора ∇ ( ) ∈ ( ){ }g x i A xi
* *  линейно неза-

висимы, то 
C(x*)= TΩ(x*).

Таким образом, из (8) получаем: для того, что-
бы точка x* была Парето-оптимальной, необходи-
мо, чтобы следующая система не имела решений: 

∇ ( )( ) < =

∇ ( )( ) ≤ ∈ ( )
f x v i k

g x v j A x

i
T

i

T

0 1

0

, , , ,

, .* *

…
                 (14)

Вместо задачи (13), соответственно, получаем [4]:
min ,t

при ограничениях

∇ ( )( ) ≤ =

∇ ( )( ) ≤ ∈ ( )
≤∞

f x v t i k

g x v t j A x
v

i
T

i

T
, , , ,

, ,
.

* *

1

1

…
                   (15)

4. Метод Ньютона
Главный недостаток методов первого порядка 

(таких, как метод наискорейшего спуска) заклю-
чается в их линейной сходимости к оптимальной 
точке. Обратим также внимание на то, что решение 
задачи (15) не дает никакой оценки длины шага, 
т.к. |v|∞ всегда равно 1. В этом разделе мы рассмо-
трим метод второго порядка (т.е. использующий 
вторые производные функций f(x) и g(x)), сходя-
щийся сверхлинейно или квадратично. 

Начнем с однокритериального случая и теоре-
мы Тейлора: 

f x v f x v f x

v f x v o v

k k
T

k

T
k

+( ) = ( ) + ∇ ( ) +

+ ∇ ( ) + ( )1
2

2 2
.

                 (16)

Нужно найти такой v, который минимизирует 

m v v f x v f x vT
k

T
k( ) = ∇ ( ) + ∇ ( )1

2
2 . Если гессиан ∇2 fk  

положительно определен, то, приравнивая m v' ( )  к 
нулю, получаем: 

v f fk k= −∇ ∇−2 1 .                           (17)
В многокритериальном случае для нахожде-

ния υ предлагается решать следующую задачу [6]: 

min max .
, ,v R i k

k

T T
in

f x v v f x v
∈ = …

∇ ( )( ) + ∇ ( )
1

21
2

         (18)

Если все гессианы положительно определены, 
то задача (18) всегда имеет единственное решение. 
При k = 1 решением является (17). 

Таким образом, разность max
, ,i k

i if x v f x
= …

+( ) − ( )
1

 

апроксиммируется максимумом локальных ква-
дратичных моделей компонент целевой функции в 
точке x. Задача (18) не является гладкой, но она мо-
жет быть переформулирована следующим образом: 

min ,t
при условии 

∇ ( )( ) + ∇ ( ) ≤ =

∇ ( )( ) ≤ ∈ ( )
f x v v f x v t i k

g x v t j A x

i
T T

i

i

T

1
2

12 , , , ,

, .* *

…      (19)

В [6] доказывается, что алгоритм, использую-
щий решение (19) в качестве направления спуска, 
при некоторых условиях сходится к локально Па-
рето-оптимальной точке сверхлинейно, если f(x) 
дважды непрерывно дифференцируема и квадра-
тично, если вторые производные f(x) непрерывны 
по Липшицу. 

Для оптимизации с ограничениями получаем 
следующую задачу: 

min ,t
при ограничениях

∇ ( )( ) + ∇ ( ) ≤ =

∇ ( )( ) + ∇ ( ) ≤

f x v v f x v t i k

g x v v g x v

i
T T

i

j

T T
j

1
2

1

1
2

2

2

, , , ,…

tt j A x, .*∈ ( )
    (20)
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5. Выбор длины шага

Рассмотрим теперь вопрос о нахождении дли-
ны шага. Начнем с однокритериального случая. 

Оптимальное значение длины шага α — это ре-
шение следующей одномерной задачи: 

min , .
α

α αf x vk +( ) > 0                      (21)

Однако, точное решение задачи (21) требует 
большого количества вычислений целевой функ-
ции. На практике применяют другой подход: под-
бирают такие значения α, чтобы они удовлетворя-
ли некоторым условиям. Вот пример таких условий 
(правила Вулфа [7]):

f x v f x c f vk k k
T+( ) ≤ ( ) + ∇α α1 ,                (22)

f x v v c f vk
T

k
T+( ) ≥ ∇α 2 ,                     (23)

где 0 11 2< < <c c .  
Введем обозначение j(α) = f(xk + αv). Первое 

условие (22) (также известное как правило Арми-
хо) говорит о том, что j(α) не должна превышать 
значения некоторой убывающей линейной функ-
ции, равной f(xk) в нуле. Это условие удовлетворя-
ется для всех достаточно малых α. Второе условие 
(23) означает, что производная j (α) по крайней 
мере в c2 раз больше, чем j (0). 

В многокритериальном случае условие (23) 
не работает, поскольку значения производных 
отдельных компонент ничего не говорят об опти-
мальности текущей точки. Правило Армихо мож-
но расширить на многокритериальный случай: не-
равенство (22) следует понимать покомпонентно. 
Процедура поиска α формулируется так: начиная 
с α = 1, пока неравенство (22) не выполнится, по-
лагаем α := α/2. 

Выводы
На практике якобиан и тем более гессиан за-

дачи зачастую неизвестен. Для нахождения первых 
производных используются различные схемы чис-
ленного дифференцирования, а для вторых произ-
водных — различные приближения гессиана. 

Для того, чтобы задача (22), (23) имела решение, 
достаточно положительной определенности хотя 
бы одного из гессианов. Для приближения гесси-
ана активных ограничений используются формула 
SR-1 (симметричная ранга один), для аппроксима-
ции гессиана целевых функций – формула BFGS 
(Бройдена–Флетчера–Гольдфарба–Шанно) [5]. 
Формула BFGS гарантирует положительную опре-
деленность гессиана, если первое приближение 
также было положительно определенным. 

Находить ответ задачи (20) можно с помощью 
любого метода решения задач нелинейной опти-
мизации, например, SQP. Она может быть доста-
точно сложной, однако является «внутренней», 
т.е. при ее решении не производится вычислений 
целевой функции и ограничений. Предполагается, 
что в реальных задачах функции являются доста-
точно «тяжелыми», чтобы временем решения вну-
тренних задач можно было пренебречь. 

Область применения (20), (22), (23) может 
быть расширена с помощью различных методик. 
Например, специального вида численное диф-
ференцирование с изменяющейся длиной шага 
позволяет оптимизировать функции с шумом. 
Используя алгоритмы глобального поиска для на-
хождения якорей (минимумов отдельных компо-
нент целевых функций безотносительно значения 
других компонент)

f f x x f x i ka
i

a
i

a
i

x
i= ( ) = ( ) = …

∈
, argmin , , ,

Ω
1

можно оптимизировать мультимодальные функции. 
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