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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÒÅÎÐÅÌ ÏÐÎ ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÍß

Ç äîïîìîãîþ òåîðåì ïðî ïðîäîâæåííÿ áåðiâñüêèõ ôóíêöié äîñëiäæó¹òüñÿ áåðiâñüêà êëà-
ñèôiêàöiÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Using extension theorems for Baire functions we investigate the Baire classi�cation of
separately continuous mappings.

Âñòóï
Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ÷å-

ðåç C(X, Y ) ìè ïîçíà÷à¹ìî ñóêóïíiñòü âñiõ
íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ìiæ X i Y . Âiä-
îáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ
âiäîáðàæåííÿì ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî
iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü fn : X → Y , òàêà, ùî f(x) = lim

n→∞
fn(x)

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Ñóêóïíiñòü âñiõ âiä-
îáðàæåíü f : X → Y ïåðøîãî êëàñó Áåðà
ìè ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç B1(X, Y ). Ïðèïó-
ñòèìî, ùî êëàñè Bξ(X, Y ) âæå âèçíà÷åíi äëÿ
âñiõ îðäèíàëiâ ξ < α äëÿ äåÿêîãî 1 < α <
ω1. Òîäi âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàëåæèòü
äî α-ãî êëàñó Áåðà, f ∈ Bα(X, Y ), ÿêùî
iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü fn ∈∪
ξ<α

Bξ(X, Y ), ùî f(x) = lim
n→∞

fn(x) äëÿ âñiõ

x ∈ X. Êðiì òîãî, ïîêëàäåìî B0(X,Y ) =
C(X, Y ).

Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòî-
ðè i 0 ≤ α < ω1. ×åðåç CBα(X × Y, Z)
ìè ïîçíà÷à¹ìî ñóêóïíiñòü âñiõ âiäîáðàæåíü
f : X × Y → Z, ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî ïåð-
øî¨ çìiííî¨ i íàëåæàòü äî áåðiâñüêîãî êëàñó
α âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨.

Íàáið (X, Y, Z) òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
X, Y i Z íàçèâà¹òüñÿ α-òðiéêîþ Ëåáå à,
ÿêùî ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ

CBα(X × Y, Z) ⊆ Bα+1(X × Y, Z).

Ùå À. Ëåáå  [1] ó 1898 ðîöi äîâiâ âêëþ-
÷åííÿ CC(R2,R) ⊆ B1(R2,R). Âïðîäîâæ íà-
ñòóïíèõ ðîêiâ α-òðiéêè àêòèâíî âèâ÷àëèñÿ
áàãàòüìà ìàòåìàòèêàìè (äèâ. [2] i âêàçàíó
òàì ëiòåðàòóðó). Ñåðåä iíøèõ âiäìiòèìî ðå-
çóëüòàò Â. Ðóäiíà [3], ÿêèé âñòàíîâèâ, ùî íà-

áið (X,Y, Z) ¹ α-òðiéêîþ Ëåáå à äëÿ êîæíî-
ãî îðäèíàëà 0 ≤ α < ω1, ÿêùî X � ìåòðè-
çîâíèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, à
Z � ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið.

Äîáðå âiäîìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
ÿêèé ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ ÷è áiëüøî¨ êiëüêî-
ñòi ìåòðèçîâíèõ ïiäïðîñòîðiâ, íå îáîâ'ÿçêî-
âî ìåòðèçîâíèé. Òîìó ïðèðîäíî âèíèêà¹ íà-
ñòóïíå ïèòàííÿ.

Ïèòàííÿ 1. Íåõàé 0 ≤ α < ω1.
×è áóäå óòâîðþâàòè α-òðiéêó Ëåáå à íà-
áið òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ (X,Y, Z), ÿêùî

X =
N∪

n=1

Xn, äå 2 ≤ N ≤ +∞, i (Xn, Y, Z) ¹

α-òðiéêîþ äëÿ êîæíîãî n?

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íà-
çèâà¹òüñÿ σ-ìåòðèçîâíèì, ÿêùî éîãî ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi çàìêíåíèõ ìåòðèçîâíèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ. Â. Ìàñëþ÷åíêî i Î. Ñîá÷óê [4] äîâå-
ëè, ùî íàáið (X, Y,R) ¹ α-òðiéêîþ Ëåáå à,
ÿêùî X � σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, Y � òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið i äîáóòîê X×Y äîñêîíàëî
íîðìàëüíèé. À. Êàëàí÷à, Â. Ìàñëþ÷åíêî i
Â. Ìèõàéëþê [5] âñòàíîâèëè, ùî (X,Y, Z) ¹
α-òðiéêîþ Ëåáå à ó âèïàäêó, êîëè X � iäå-
àëüíî σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, Y � ëîêàëü-
íî êîìïàêòíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið i Z �
ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið. Ñëiä çàçíà÷èòè,
ùî ó öèõ ðåçóëüòàòàõ iñòîòíî çàñòîñîâóþ-
òüñÿ êëàñè÷íi òåîðåìà Òiòöå-Óðèñîíà i òåî-
ðåìà Äó óíäæi ïðî ïðîäîâæåííÿ íåïåðåðâ-
íèõ âiäîáðàæåíü.

Ó öié ñòàòòi ìè äà¹ìî ïîçèòèâíó âiäïî-
âiäü íà ïèòàííÿ 1 äëÿ iíøèõ êëàñiâ ïðîñòî-
ðiâ X, Y i Z, íiæ ó [4] i [5], âèêîðèñòîâóþ÷è
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òåîðåìè ïðî ïðîäîâæåííÿ áåðiâñüêèõ ôóí-
êöié êëàñó α ≥ 1. Êðiì òîãî, ìè íàâîäèìî
ïðèêëàäè ïðîñòîðiâ X, Y i Z, äëÿ ÿêèõ âiä-
ïîâiäü íà ïèòàííÿ 1 íåãàòèâíà.
1. Ïðîäîâæåííÿ áåðiâñüêèõ ôóíêöié
×åðåç G∗

0 i F∗
0 ïîçíà÷èìî ñóêóïíîñòi âñiõ

ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ i ôóíêöiîíàëüíî
çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðó X âiäïîâiäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî êëàñè
G∗
ξ i F∗

ξ âèçíà÷åíi äëÿ âñiõ ξ < α, äå 0 < α <
ω1. Òîäi, ÿêùî α íåïàðíå, òî êëàñ G∗

α /F∗
α/

ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ çëi÷åííèõ ïåðåòèíiâ /îá'-
¹äíàíü/ ìíîæèí ç íèæ÷èõ êëàñiâ, à ÿêùî α
ïàðíå, òî êëàñ G∗

α /F∗
α/ ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ

çëi÷åííèõ îá'¹äíàíü /ïåðåòèíiâ/ ìíîæèí ç
íèæ÷èõ êëàñiâ. Êëàñè F∗

α äëÿ íåïàðíèõ α i
G∗
α äëÿ ïàðíèõ α íàçèâàþòüñÿ ôóíêöiîíàëü-

íî àäèòèâíèìè, à êëàñè F∗
α äëÿ ïàðíèõ α

i G∗
α äëÿ íåïàðíèõ α íàçèâàþòüñÿ ôóíêöiî-

íàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíèìè. ßêùî ìíî-
æèíà íàëåæèòü îäíî÷àñíî äî ôóíêöiîíàëü-
íî àäèòèâíîãî i ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëi-
êàòèâíîãî êëàñó α, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ ôóí-
êöiîíàëüíî äâîñòîðîííüîþ ìíîæèíîþ êëà-
ñó α. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî A ∈ F∗

α òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè X \ A ∈ G∗

α.
Ìè êàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y

ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè X i Y íàëå-
æèòü äî êëàñó Kα(X, Y ) ïðè 0 < α < ω1,
ÿêùî ïðîîáðàç f−1(V ) äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â
Y ìíîæèíè V ¹ ìíîæèíîþ ôóíêöiîíàëüíî
àäèòèâíîãî êëàñó α â X.

Íåõàé 0 ≤ α < ω1. Ïiäìíîæèíà E
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ α-
âêëàäåíîþ â X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíî-
æèíè A ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî (ìóëü-
òèïëiêàòèâíîãî) êëàñó α â E iñíó¹ ìíîæèíà
B ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî (ìóëüòèïëiêà-
òèâíîãî) êëàñó α â X, òàêà, ùî A = B ∩ E.

ßêùî 0 < α < ω1, òî ïiäìíîæèíè A i
B òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâàþòüñÿ
α-âiäîêðåìíèìè, ÿêùî iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ
f ∈ Kα(X), ùî A ⊆ f−1(0) i B ⊆ f−1(1).

Ìè êàæåìî, ùî íàáið (X,E, Y ), ÿêèé
ñêëàäà¹òüñÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X,
éîãî ïiäïðîñòîðó E i òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-
ðó Y , ìà¹ âëàñòèâiñòü Bα-ïðîäîâæåííÿ,
ÿêùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ f ∈ Bα(E, Y )
ìîæíà ïðîäîâæèòè äî âiäîáðàæåííÿ g ∈

Bα(X, Y ).
Òåîðåìà 1. Íåõàé α > 0 � ñêií÷åííèé

îðäèíàë, X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, E ⊆ X
i Y � ïîâíîìåòðèçîâíèé ñåïàðàáåëüíèé ëi-
íiéíî çâ'ÿçíèé i ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíèé
ïðîñòið. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

1. E � α-âêëàäåíà â X i äëÿ äîâiëü-
íî¨ ìíîæèíè A ôóíêöiîíàëüíî ìóëü-
òèïëiêàòèâíîãî êëàñó α â X, òàêî¨,
ùî E ∩ A = Ø, ìíîæèíè E i A ¹ α-
âiäîêðåìíèìè;

2. (X,E, Y ) ìà¹ âëàñòèâiñòü Bα-
ïðîäîâæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî
äëÿ ñêií÷åííèõ îðäèíàëiâ α ìà¹ ìiñöå ðiâ-
íiñòü Bα(X, Y ) = Kα(X,Y ) äëÿ äîâiëüíî-
ãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i ìåòðèçîâíîãî
ñåïàðàáåëüíîãî ëiíiéíî çâ'ÿçíîãî i ëîêàëü-
íî ëiíiéíî çâ'ÿçíîãî ïðîñòîðó Y (äèâ. [8,
Lemma 2.4] i [10, Òåîðåìà 1]). Òîìó óìîâà
(ii) åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî íàáið (X,E, Y )
ìà¹ âëàñòèâiñòü Kα-ïðîäîâæåííÿ, à öå ðiâ-
íîñèëüíå óìîâi (i) òåîðåìè.
Íàñëiäîê 1. Íåõàé α ≥ 1 � ñêií÷åííèé

îðäèíàë, X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið,
E ⊆ X � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòè-
ïëiêàòèâíîãî êëàñó α i Y � ïîâíîìåòðè-
çîâíèé ñåïàðàáåëüíèé ëiíiéíî çâ'ÿçíèé i ëî-
êàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið. ßêùî âè-
êîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ

1. X � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé;

2. E � ëiíäåëåôîâèé;

3. X � íîðìàëüíèé, E � ôóíêöiîíàëüíîãî
òèïó Fσ,

òî (X,E, Y ) ìà¹ âëàñòèâiñòü Bα-
ïðîäîâæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî
ÿêùî A � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòè-
ïëiêàòèâíîãî êëàñó α â X, òàêà, ùî E ∩
A = Ø, òî iñíó¹ ôóíêöiÿ f ∈ Kα(X), òà-
êà, ùî A = f−1(0) i B = f−1(1) (äèâ. [?,
Proposition 3.2]), òîáòî ìíîæèíè E i A ¹ α-
âiäîêðåìíèìè.

Êðiì òîãî, ó êîæíîìó ç âèïàäêiâ (i)�(iii)
ìíîæèíà E ¹ α-âêëàäåíîþ â X.
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Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ 1 íàáið
(X,E, Y ) ìà¹ âëàñòèâiñòü Bα-ïðîäîâæåííÿ.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî â äåÿêèõ âèïàäêàõ
óìîâè íà ïðîñòið Y ìîæíà ïîñëàáèòè äî ñòÿ-
ãóâàííîñòi. Ïðàâäà, ïðè öüîìó äîâîäèòüñÿ
íàêëàäàòè áiëüø æîðñòêi óìîâè íà ïiäìíî-
æèíó E ïðîñòîðó X.

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X
íàçèâà¹òüñÿ ñòÿãóâàííèì, ÿêùî iñíóþòü íå-
ïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ γ : X × [0, 1] → X
i òî÷êà x0 ∈ X, òàêi, ùî γ(x, 0) = x i
γ(x, 1) = x0 äëÿ âñiõ x ∈ X.
Òåîðåìà 2. Íåõàé 0 < α < ω1, X �

òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, G ⊆ X � ôóíêöiî-
íàëüíî âiäêðèòà ìíîæèíà, Y � ñòÿãóâàí-
íèé ïðîñòið. Òîäi (X,G, Y ) ìà¹ âëàñòè-
âiñòü Bα-ïðîäîâæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé y0 ∈ Y i γ : Y ×
[0, 1] → Y � òàêi, ùî γ(y, 0) = y i γ(y, 1) = y0
äëÿ âñiõ y ∈ Y . Âiçüìåìî âiäîáðàæåííÿ f ∈
Bα(G, Y ), ïîêëàäåìî

g(x) =

{
f(x), ÿêùî x ∈ G,
y0, ÿêùî x ∈ X \G,

i ïîêàæåìî, ùî g ¹ øóêàíèì ïðîäîâæåííÿì
âiäîáðàæåííÿ f .

Íåõàé φ : X → [0, 1] � òàêà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ, ùî G = φ−1((0, 1]). Äëÿ êîæíîãî
n ∈ N ïîêëàäåìî

Fn,1 = X \G, Fn,2 = φ−1([
1

n+ 1
, 1]),

Un,1 = φ−1([0,
1

n+ 3
)) Un,2 = φ−1((

1

n+ 2
, 1]).

Äëÿ âñiõ n ∈ N òà i = 1, 2 ìà¹ ìiñöå âêëþ÷å-
ííÿ Fn,i ⊆ Un,i, òîìó iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ ψn,i : X → [0, 1], ùî

Un,i = ψ−1
n,i ((0, 1])

i
Fn,i = ψ−1(1).

Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü
fn ∈ Bαn(G, Y ), äå αn < α äëÿ êîæíîãî
n ∈ N, òàêó, ùî lim

n→∞
fn(x) = f(x) äëÿ

âñiõ x ∈ G. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ïî-
êëàäåìî fn,1(x) = y0 äëÿ âñiõ x ∈ X i
fn,2(x) = fn(x) äëÿ âñiõ x ∈ G. Âèçíà÷èìî

âiäîáðàæåííÿ gn : X → Y íàñòóïíèì ÷èíîì:
gn(x) = γ(fn,i(x), 1 − ψn,i(x)), ÿêùî x ∈ Un,i

äëÿ äåÿêîãî i = 1, 2, i gn(x) = y0, iíàêøå.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê α = 1. Òîäi αn = 0

äëÿ âñiõ n ∈ N. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî
n ∈ N gn(x) = γ(fn,i(x), 1 − ψn,i(x)) ïðè i =
1, 2 i x ∈ Un,i. Îòæå, çâóæåííÿ ôóíêöi¨ gn
íà çàìêíåíi ìíîæèíè Un,1 i Un,2 i X \ (Un,1∪
Un,2) ¹ íåïåðåðâíèìè. Òîìó âñi ôóíêöi¨ gn
íåïåðåðâíi.

Íåõàé α > 1. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíî-
ñòi ââàæàòèìåìî, ùî αn ≥ 1 äëÿ êîæíîãî
n ∈ N. Òîäi äëÿ âñiõ n ∈ N ìíîæèíè Un,1

i Un,2 òà X \ (Un,1 ∪ Un,2) ¹ ôóíêöiîíàëüíî
äâîñòîðîííiìè êëàñó αn i ôóíêöiÿ gn ¹ ôóí-
êöi¹þ êëàñó αn.

Çàôiêñó¹ìî x ∈ X i äîâåäåìî, ùî
lim
n→∞

gn(x) = g(x).

ßêùî x ∈ X \ G, òî x ∈ Un,1 äëÿ âñiõ
n ∈ N. Òîäi

gn(x) = γ(fn,1(x), 0) = fn,1(x) = y0 = g(x)

äëÿ âñiõ n ∈ N. ßêùî x ∈ G, òî iñíó¹ òàêå
n0, ùî x ∈ Fn,2 ⊆ Un,2 äëÿ âñiõ n ≥ n0. Òîäi

gn(x) = γ(fn,2, 0) = fn,2(x),

çâiäêè

lim
n→∞

gn(x) = lim
n→∞

fn(x) = f(x) = g(x).

Îòæå, g ∈ Bα(X, Y ) i g|G = f .
Òåîðåìà 3. Íåõàé 0 ≤ α ≤ β < ω1, X

� òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ñòÿãóâàííèé
ïðîñòið, E ⊆ X � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëü-
íî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó α i (X,E, Y )
ìà¹ âëàñòèâiñòü Bα-ïðîäîâæåííÿ.

Òîäi äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ f ∈
Bβ(E, Y ), ÿêå ¹ ïîòî÷êîâîþ ãðàíèöåþ íà E
ïîñëiäîâíîñòi âiäîáðàæåíü fn ∈ B<β(E, Y )
ìîæíà ïðîäîâæèòè äî âiäîáðàæåííÿ
g ∈ Bβ(X, Y ), ÿêå ¹ ïîòî÷êîâîþ ãðàíè-
öåþ íà X ïîñëiäîâíîñòi âiäîáðàæåíü
gn ∈ B<β(X, Y ) òàê, ùîá fn = gn|E äëÿ
êîæíîãî n ∈ N.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé y0 ∈ Y i γ : Y ×

[0, 1] → Y � òàêi, ùî γ(y, 0) = y i γ(y, 1) = y0
äëÿ âñiõ y ∈ Y .

Îñêiëüêè ìíîæèíà X \ E íàëåæèòü äî
ôóíêöiîíàëüíî àäèòèâíîãî êëàñó α, òî iñíó¹
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òàêà çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí An

ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíèõ êëàñiâ

αn < α, ùî X \ E =
∞∪
n=1

An. Ç [8, Lemma

2.1] âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹
ôóíêöiÿ φn ∈ Bα(X, [0, 1]), òàêà, ùî

An = φ−1
n (1)

i
E = φ−1

n (0).

Ìiðêóâàòèìåìî iíäóêöi¹þ ïî β > α. Ïðè
β = α òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå. Íåõàé β = α+1
i fn ∈ Bβn(E, Y ), äå βn < β äëÿ êîæíîãî
n ∈ N. Îñêiëüêè βn ≤ α, òî fn ∈ Bα(E, Y )
äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n
âèáåðåìî âiäîáðàæåííÿ hn ∈ Bα(X, Y ), ÿêå
¹ ïðîäîâæåííÿì fn. Äëÿ âñiõ n ∈ N òà x ∈ X
ïîêëàäåìî

gn(x) = γ(hn(x), φn(x)). (1)

Òîäi gn ∈ Bα(X, Y ). Äëÿ âñiõ x ∈ X ðîçãëÿ-
íåìî âiäîáðàæåííÿ

g(x) =

{
f(x), x ∈ E,
y0, x ∈ X \ E, (2)

i ïîêàæåìî, ùî lim
n→∞

gn(x) = g(x). Ñïðàâäi,

çàôiêñó¹ìî x ∈ X. ßêùî x ∈ E, òî φn(x) = 0
äëÿ êîæíîãî íîìåðà n. Òîäi

gn(x) = hn(x) = fn(x),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî lim
n→∞

gn(x) = f(x). ßêùî

æ x ̸∈ E, òî iñíó¹ òàêå n0 ∈ N, ùî x ∈ An

äëÿ âñiõ n ≥ n0. Òîäi φn(x) = 1 i gn(x) = y0
äëÿ âñiõ n ≥ n0. Òàêèì ÷èíîì, lim

n→∞
gn(x) =

g(x) äëÿ âñiõ x ∈ X. Îòæå, g ∈ Bβ(X, Y ),
ïðè÷îìó g|E = f i gn|E = fn.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âið-
íå äëÿ âñiõ îðäèíàëiâ α ≤ ξ < β i äîâå-
äåìî éîãî äëÿ β. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíî-
ñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî fn ∈ Bβn(E, Y ), äå
α ≤ βn < β äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Ç iíäóêòèâ-
íîãî ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî
n ∈ N iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ hn ∈ Bβn(X, Y ),
ÿêå ¹ ïðîäîâæåííÿì âiäîáðàæåííÿ fn. Íå-
ñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî íî-
ìåðà n âiäîáðàæåííÿ gn : X → Y , ÿêå âèçíà-
÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1), íàëåæèòü äî êëàñó

Bβn i gn|E = fn. Êðiì òîãî, àíàëîãi÷íî, ÿê âè-
ùå, ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî lim

n→∞
gn(x) = g(x) äëÿ

êîæíîãî x ∈ X i g|E = f , äå g : X → Y �
âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ
(2). Îòæå, òåîðåìà âiðíà äëÿ âñiõ îðäèíàëiâ
β ≥ α.

Ç òåîðåìè 3 íåãàéíî âèïëèâà¹ íàñòóïíèé
ôàêò.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé 0 ≤ α < β < ω1, X
� òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ñòÿãóâàííèé
ïðîñòið i E ⊆ X. ßêùî (X,E, Y ) ìà¹ âëà-
ñòèâiñòü Bα-ïðîäîâæåííÿ i E � ìíîæèíà
ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó
α â X, òî (X,E, Y ) ìà¹ âëàñòèâiñòü Bβ-
ïðîäîâæåííÿ.

2. Çàñòîñóâàííÿ òåîðåì ïðî ïðîäîâ-
æåííÿ äî áåðiâñüêî¨ êëàñèôiêàöi¨
Òåîðåìà 4. Íåõàé 0 ≤ α < ω1, X � òî-

ïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ñòÿãóâàííèé ïðî-

ñòið, X =
∞∪
n=1

Xn i f : X → Y , ïðè÷îìó

a. Xn ⊆ Xn+1;

b. Xn � ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâ-
íîãî êëàñó α â Xn+1;

c. (X,Xn, Y ) ìà¹ âëàñòèâiñòü Bα-
ïðîäîâæåííÿ;

d. f |Xn ∈ Bα+1(Xn, Y )

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîäi f ∈ Bα+1(X,Y ).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî fn = f |Xn , n ∈
N.

Îñêiëüêè f1 ∈ Bα+1(X1, Y ), òî iñíó¹ ïîñëi-
äîâíiñòü âiäîáðàæåíü g1,k ∈ Bα(X1, Y ), òàêà,
ùî lim

k→∞
g1,k(x) = f1(x) íà X1. Çðîçóìiëî, ùî

f2|X1 = f1. Çàóâàæèìî, ùî ç âëàñòèâîñòåé
(a) i (c) âèïëèâà¹, ùî íàáið (X2, X1, Z) ìà¹
âëàñòèâiñòü Bα-ïðîäîâæåííÿ. Çàñòîñóâàâøè
òåîðåìó 3, ìè îäåðæèìî, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâ-
íiñòü (g2,k)

∞
k=1 âiäîáðàæåíü g2,k ∈ Bα(X2, Y ),

òàêà, ùî g2,k|X1 = g1,k i lim
k→∞

g2,k(x) = f2(x)

äëÿ âñiõ x ∈ X2. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ
äî íåñêií÷åííîñòi, ìè îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâ-
íiñòü (gn,k)∞k=1 âiäîáðàæåíü gn,k ∈ Bα(Xn, Y ),
òàêó, ùî

gn+1,k|Xn = gn,k, i
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lim
k→∞

gn,k(x) = fn(x) íà Xn

äëÿ êîæíîãî n ∈ N.
Çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ (c), äëÿ êîæíîãî n ∈

N iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ gn ∈ Bα(X, Y ), òàêå,
ùî

gn|Xn = gn,n.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî lim
n→∞

gn(x) = f(x)

íà X. Ñïðàâäi, íåõàé x ∈ X. Âiçüìåìî òàêå
n0 ∈ N, ùî x ∈ Xn äëÿ âñiõ n ≥ n0. Òîäi

gn(x) = gn,n(x) = gn0,n(x)

äëÿ âñiõ n ≥ n0, çâiäêè

lim
n→∞

gn(x) = lim
n→∞

gn0,n(x) = fn0(x) = f(x).

Òàêèì ÷èíîì, f ∈ Bα+1(X, Y ).
Òåîðåìà 5. Íåõàé 0 ≤ α < ω1, X =

∞∪
n=1

Xn i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, Z �

ñòÿãóâàííèé ïðîñòið, ïðè÷îìó äëÿ êîæíî-
ãî n ∈ N âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. (Xn, Y, Z) � α-òðiéêà Ëåáå à;

2. Xn ⊆ Xn+1;

3. Xn � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî ìóëü-
òèïëiêàòèâíîãî êëàñó α â Xn+1;

4. (X×Y,Xn×Y, Z) ìà¹ âëàñòèâiñòü Bα-
ïðîäîâæåííÿ.

Òîäi (X, Y, Z) � α-òðiéêà Ëåáå à.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ CBα(X × Y, Z).
Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîêëàäåìî En = Xn×Y i
fn = f |En . Ç óìîâè (i) òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî
fn ∈ Bα+1(En, Z) äëÿ âñiõ n ∈ N. Çðîçóìiëî,
ùî En � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî ìóëüòèïëi-
êàòèâíîãî êëàñó â En+1 äëÿ êîæíîãî n ∈ N.
Çàñòîñóâàâøè òåîðåìó 4, ìè îäåðæèìî, ùî
f ∈ Bα+1(X × Y, Z).
Íàñëiäîê 3. Íåõàé 1 ≤ α < ω0, α ≤

β < ω1, X =
∞∪
n=1

Xn � öiëêîì ðåãóëÿð-

íèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i Z
� ïîâíîìåòðèçîâíèé ñåïàðàáåëüíèé ñòÿãó-
âàííèé ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið, ïðè÷îìó
äëÿ êîæíîãî n ∈ N âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi
óìîâè:

1. (Xn, Y, Z) � β-òðiéêà Ëåáå à;

2. Xn � ìíîæèíà ôóíêöiîíàëüíî ìóëü-
òèïëiêàòèâíîãî êëàñó α â Xn+1;

3. Xn × Y � ëiíäåëåôîâèé àáî X × Y � äî-
ñêîíàëî íîðìàëüíèé.

Òîäi (X,Y, Z) ¹ β-òðiéêîþ Ëåáå à.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ç
âëàñòèâîñòi (iii) âèïëèâà¹, ùî äîáóòîêX×Y
öiëêîì ðåãóëÿðíèé. Òîäi (X × Y,Xn × Y, Z)
ìà¹ âëàñòèâiñòü Bα-ïðîäîâæåííÿ çãiäíî ç
íàñëiäêîì 1 äëÿ êîæíîãî n ∈ N, àäæå ìíî-
æèíà Xn × Y íàëåæèòü äî ôóíêöiîíàëüíî
ìóëüòèïëiêàòèâíîãî êëàñó α â X×Y , à ïðî-
ñòið Z ¹ ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíèì çãiäíî ç
[7, c. 259]. Çàñòîñóâàâøè íàñëiäîê 2, ìè îäåð-
æèìî, ùî (X×Y,Xn×Y, Z) ìà¹ âëàñòèâiñòü
Bβ-ïðîäîâæåííÿ äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òàêèì
÷èíîì, ç òåîðåìè 5 âèïëèâà¹, ùî (X,Y, Z) ¹
β-òðiéêîþ Ëåáå à.

ßê ïîêàçó¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ç óìî-
âè (iv) òåîðåìè 5 âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî
n ∈ N íàáið (X,Xn, Z) ìà¹ âëàñòèâiñòü Bα-
ïðîäîâæåííÿ.
Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé 0 ≤ α < ω1, X,

Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, E ⊆ X, ïðè-
÷îìó íàáið (X × Y,E × Y, Z) ìà¹ âëàñòè-
âiñòü Bα-ïðîäîâæåííÿ. Òîäi (X,E,Z) ìà¹
âëàñòèâiñòü Bα-ïðîäîâæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ Bα(E,Z). Äëÿ
âñiõ x ∈ E i y ∈ Y ïîêëàäåìî g(x, y) = f(x).
Çðîçóìiëî, ùî g ∈ Bα(E × Y, Z). Òîäi iñíó¹
âiäîáðàæåííÿ g̃ ∈ Bα(X × Y, Z), ÿêå ¹ ïðî-
äîâæåííÿì âiäîáðàæåííÿ g. Âèáåðåìî äî-
âiëüíå y ∈ Y i äëÿ âñiõ x ∈ X ïîêëàäåìî
f̃(x) = g̃(x, y). Òîäi f̃ ∈ Bα(X,Z), ïðè÷îìó
f̃ |E = f .

Àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî òâåðäæåí-
íÿ 1 íå âiðíå.
Ïðèêëàä 2. Iñíóþòü ãàóñäîðôîâi êîì-

ïàêòíi ïðîñòîðè X òà Y i ìíîæèíà
E ⊆ X, òàêi, ùî êîæíó íåïåðåðâíó ôóí-
êöiþ f : E → [0, 1] ìîæíà ïðîäîâæèòè

äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f̃ : X → [0, 1],
àëå äëÿ äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨
g : E × Y → [0, 1] íå iñíó¹ ôóíêöi¨ ïåðøî-
ãî êëàñó Áåðà g̃ : X × Y → [0, 1], òàêî¨, ùî
g̃(x, y) = g(x, y) äëÿ äîâiëüíèõ (x, y) ∈ E×Y .
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé E � äîâiëüíèé íå-
çëi÷åííèé äèñêðåòíèé ïðîñòið, X = βE
� êîìïàêòèôiêàöiÿ Ñòîóíà-×åõà ïðîñòîðó
E i Y = αE = {∞} ∪ E � êîìïàêòèôiêàöiÿ
Àëåêñàíäðîâà ïðîñòîðó E. Çãiäíî ç [9], êî-
æíó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f : E → [0, 1]
ìîæíà ïðîäîâæèòè äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨
f̃ : X → [0, 1].

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g : E × Y → [0, 1],
g(x, y) = 0, ÿêùî x ̸= y, i g(x, y) = 1, ÿêùî
x = y. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ g íåïå-
ðåðâíà. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ ïåð-
øîãî êëàñó Áåðà g̃ : X × Y → [0, 1] òàêà, ùî
g̃(x, y) = g(x, y) äëÿ äîâiëüíèõ (x, y) ∈ E×Y .
Íåõàé (gn)

∞
n=1 � ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié gn : X × Y → [0, 1], ÿêà ïîòî÷êîâî
íà X × Y çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ g̃. Äëÿ êî-
æíîãî n ∈ N, âèêîðèñòîâóþ÷è êîìïàêòíiñòü
ïðîñòîðó X, âèáåðåìî îêië Vn òî÷êè ∞ â
ïðîñòîði Y òàêèé, ùî

|gn(x,∞)− gn(x, y)| <
1

n

äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y . Îñêiëüêè âñi
ìíîæèíè Y \ Vn ñêií÷åííi, à ìíîæèíà E íå-

çëi÷åííà, òî ìíîæèíà B = E ∩
( ∩

n∈N
Vn

)
íå-

ïîðîæíÿ.
Íåõàé y0 ∈ B. Çàóâàæèìî, ùî

|gn(y0,∞)− gn(y0, y0)| <
1

n

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òåïåð ìà¹ìî

1 = g(y0, y0) = g̃(y0, y0) = lim
n→∞

gn(y0, y0) =

= lim
n→∞

gn(y0,∞) = g̃(y0,∞) = g(y0,∞) = 0,

ùî äà¹ ñóïåðå÷íiñòü.
3. Ïðèêëàäè íå ëåáå iâñüêèõ òðiéîê
Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X×Y → Z i òî÷êè

(x, y) ∈ X × Y ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷å-
ííÿ

fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Äëÿ ìíîæèíè A ⊆ X ÷åðåç χA ìè ïîçíà÷à¹-
ìî õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ìíîæèíè A.

Íàãàäà¹ìî, ùî ç òåîðåìè Ðóäiíà âèïëè-
âà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ìåòðèçîâíîãî ïðî-
ñòîðóX íàáið (X, Y,R) ¹ òðiéêîþ Ëåáå à äëÿ
äîâiëüíèõ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y i îðäè-
íàëà 0 ≤ α < ω1.

Ïðèêëàä 3. Iñíó¹ êîìïàêòíèé ãàóñäîð-
ôîâèé ïðîñòið X, òàêèé, ùî X = X1 ∪X2,
äå ïðîñòîðè X1 i X2 ìåòðèçîâíi, àëå

CC(X2,R) ̸∈ B1(X
2,R).

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî 0 ≤ α < ω1.
Íåõàé X = D∪{∞} � êîìïàêòèôiêàöiÿ Àëå-
êñàíäðîâà íåçëi÷åííîãî äèñêðåòíîãî ïðîñòî-
ðó D. Ïîêëàäåìî X1 = D, X2 = {∞}. Òîäi
çà òåîðåìîþ Ðóäiíà [3] íàáið (Xi, Y,R) ¹ α-
òðiéêîþ Ëåáå à äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íî-
ãî ïðîñòîðó Y ïðè i = 1, 2, àäæå ïðîñòîðè
X1 i X2 ìåòðèçîâíi.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : X2 → R,

f(x, y) =

{
1, ÿêùî x = y ∈ D,
0, iíàêøå.

Òîäi f ∈ CC(X × X,R). Ñïðàâäi, ÿêùî
x ∈ D, òî fx = χ{x}. Çàóâàæèìî, ùî ôóí-
êöiÿ χ{x} : X → R íåïåðåðâíà, àäæå ìíî-
æèíà {x} âiäêðèòî-çàìêíåíà â X. ßêùî æ
x = ∞, òî fx ≡ 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî f ∈ B1(X
2,R). Òîäi ïðî-

îáðàç f−1(V ) äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè
â R ¹ òèïó Fσ â X2. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà
f−1(1) = {(x, x) : x ∈ D} ¹ òèïó Fσ â X2.
Îñêiëüêè X2 � êîìïàêòíèé ïðîñòið, òî ìíî-
æèíà f−1(1) ¹ σ-êîìïàêòíîþ. Ç iíøîãî áîêó,
ïiäïðîñòið {(x, x) : x ∈ D} äèñêðåòíèé â X2,
çâiäêè âèïëèâà¹ ñóïåðå÷íiñòü, àäæå äîâiëü-
íèé äèñêðåòíèé σ-êîìïàêòíèé ïðîñòið ¹ íå
áiëüøå, íiæ çëi÷åííèì.

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íà-
çèâà¹òüñÿ σ-äèñêðåòíèì, ÿêùî âií ïîäà¹-
òüñÿ ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi ñâî¨õ çàìêíåíèõ äèñêðåòíèõ ïiä-
ïðîñòîðiâ. Î÷åâèäíî, êîæíèé σ-äèñêðåòíèé
ïðîñòið ¹ σ-ìåòðèçîâíèì.
Ïðèêëàä 4. Iñíóþòü öiëêîì ðåãóëÿð-

íèé σ-äèñêðåòíèé ïðîñòið X i òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið Y , òàêi, ùî

CC(X × Y,R) ̸∈ B1(X × Y,R).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç [11, Theorem 3.3]
iñíó¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèé íåñåïàðàáåëüíèé

ïðîñòið X =
∞∪
n=1

, äå (Xn)
∞
n=1 � çðîñòàþ÷à ïî-

ñëiäîâíiñòü çàìêíåíèõ äèñêðåòíèõ ïiäïðî-
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ñòîðiâ Xn, ç âëàñòèâiñòþ çëi÷åííîñòi ëàí-
öþæêiâ. Òîäi äëÿ êîæíîãî 0 ≤ α < ω1 i
äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y
íàáið (Xn, Y,R) ¹ α-òðiéêîþ Ëåáå à, n ∈ N.
Àëå iñíó¹ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y , òàêèé, ùî
CC(X×Y,R) ̸⊆ B1(X×Y,R), îñêiëüêè áóäü-
ÿêèé öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòiðX ç óìîâîþ
çëi÷åííîñòi ëàíöþæêiâ, òàêèé, ùî (X,Y,R)
¹ 0-òðiéêîþ Ëåáå à äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi-
÷íîãî ïðîñòîðó Y , ¹ ñåïàðàáåëüíèì, ÿê áóëî
ïîêàçàíî â [12].
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