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ÄÐÓÃÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ

Âñòàíîâëåíî óìîâè êîëèâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïî-
ðÿäêó, ÿêùî ðîçâ'ÿçêè ¨õ ðiçíèöåâèõ àíàëîíiâ ¹ êîëèâíèìè.

We establish conditions for oscillations of the solutions of linear second order di�erential equati-
ons provided that the solutions of the corresponding di�erence equations oscillate.

Âñòóï
Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ çâ'ÿç-

êó ìiæ ÿêiñíèìè âëàñòèâîñòÿìè ðîçâ'ÿçêiâ
äèôåðåíöiàëüíèõ òà âiäïîâiäíèõ ¨ì ðiçíèöå-
âèõ ðiâíÿíü, êîëè êðîê h ðiçíèöåâîãî ðiâ-
íÿííÿ ïðÿìó¹ äî íóëÿ. À ñàìå, âñòàíîâëå-
íi óìîâè çáåðåæåííÿ êîëèâíèõ âëàñòèâîñòåé
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîáðå âiäîìî, (íàïðèêëàä, [3, ñòð.114] ),
ùî íà ñêií÷åííèõ ÷àñîâèõ iíòåðâàëàõ ïîâå-
äiíêà ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïîâåäiíêè âiäïîâiä-
íèõ ¨ì ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü. Îöií-
êà ðiçíèöi ìiæ íèìè â âóçëîâèõ òî÷êàõ ïðî-
ïîðöiéíà h � êðîêó ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ.
Îäíàê, äàíà îöiíêà íå ãàðàíòó¹ çáåðåæåí-
íÿ êîëèâíîñòi ó îäíîãî ç ðiâíÿíü ïðè óìîâi,
ùî òàêó âëàñòèâiñòü ìà¹ iíøå.

Ïèòàííÿì çâ'ÿçêó ìiæ êîëèâíiñòþ
ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ ðiçíèöåâèõ i âiäïîâiä-
íèõ ¨ì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî
ïîðÿäêó ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè [1,10]. Òàê, â [10]
âñòàíîâëåíî êîëèâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ
ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ç äîñòàòíüî ìàëèì êðî-
êîì h ïðè óìîâi, ùî òàêó âëàñòèâiñòü ìàþòü
ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ. Â [1] îòðèìàíî îáåðíåíèé ðåçóëü-
òàò, êîëè ç êîëèâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèöåâèõ
ðiâíÿíü ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó êðîöi h âè-
ïëèâà¹ êîëèâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Àëå â öèõ ðîáîòàõ âèâ÷à¹òüñÿ êîëèâ-
íiñòü ôiêñîâàíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi.
Ïðè öüîìó êðîê h âèáèðà¹òüñÿ ñâié äëÿ êî-

æíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, ùî íå ¹ çðó÷íèì ç
òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ óíiâåð-
ñàëüíîãî êðîêó h, ÿêèé ãàðàíòó¹ çáåðåæå-
ííÿ êîëèâíîñòi äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ (äëÿ âñiõ
ïî÷àòêîâèõ äàíèõ).

Â ðîáîòi [11] âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ óíi-
âåðñàëüíîãî êðîêó h, ùî ãàðàíòó¹ çáåðåæå-
ííÿ êîëèâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèöåâèõ ðiâ-
íÿíü ïðè óìîâi, ùî òàêó âëàñòèâiñòü ìàþòü
ðîçâ'ÿçêè äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Ïðè
öüîìó êðîê h ìîæíà âèáðàòè ¹äèíèì ÷èíîì
äëÿ âñiõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ.

Â äàíié ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíà îáåðíåíà çà-
äà÷à. À ñàìå âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òàêî-
ãî êðîêó h ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (¹äèíîãî
äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ), ùî ãàðàíòó¹ êîëèâíiñòü
ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêùî
òàêó âëàñòèâiñòü ìà¹ âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ.

Âiäçíà÷èìî, ùî êîëèâíi âëàñòèâîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü âèâ÷àëèñÿ â
ðîáîòàõ áàãàòüîõ àâòîðiâ (äèâ, íàïðèêëàä
[4,7,8]).

Äëÿ áiëüø çàãàëüíèõ ðiâíÿíü íà ÷àñîâèõ
øêàëàõ ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíîãî íóëÿ ðîçâ'ÿç-
êó òà êîëèâíiñòü äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ
[2,6].

Ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó òà äâîõ ÷à-
ñòèí. Â ïåðøié ÷àñòèíi äàíà ïîñòàíîâêà òà
ïðèâåäåíî êiëüêà íåîáõiäíèõ â ïîäàëüøîìó
äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü, ÿêi íà äóìêó àâòî-
ðà ìàþòü i ñàìîñòiéíèé iíòåðåñ. Îñíîâíèé
ðåçóëüòàò ðîáîòè îòðèìàíî â äðóãié ÷àñòè-
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íi.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà äîïîìiæíi

òâåðäæåííÿ
Ðîçãëÿíåìî íà âiäðiçêó [0, a] ëiíiéíå äè-

ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

z̈ + f(t)ż + q(t)z = 0, (1)

äå f, q ∈ C([0, a]) i áóäåìî âèâ÷àòè êîëèâ-
íiñòü éîãî ðîçâ'ÿçêiâ íà [0, a].

Äîáðå âiäîìî, (äèâ. íàïðèêëàä [9]), ùî ó
âèïàäêó ãëàäêîñòi íà [0, a] êîåôiöi¹íòà f(t),
ðiâíÿííÿ (1) ëiíiéíîþ çàìiíîþ z = φ(t)x
ïðèâîäÿòüñÿ äî âèãëÿäó

ẍ+ p(t)x = 0, (2)

ïðè öüîìó íóëi ðîçâ'ÿçêiâ z(t) ðiâíÿííÿ (1)
i âiäïîâiäíèõ ¨ì ðîçâ'ÿçêiâ x(t) ðiâíÿííÿ (2)
ñïiâïàäàþòü. Òîìó â ïîäàëüøîìó îáìåæè-
ìîñÿ âèâ÷åííÿì êîëèâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-
íÿííÿ (2). Îñêiëüêè ïðè p(t) ≤ 0 âñi íåòðè-
âiàëüíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2) íåêîëèâíi íà
[0, a] ([9, ñòð.207]), òî â ïîäàëüøîìó âiä ôóí-
êöi¨ p(t) áóäåìî âèìàãàòè âèêîíàííÿ íàñòó-
ïíèõ óìîâ:

p(t) ≥ 0, t ∈ [0, a]; (3)

p(t) ëiïøèöåâà íà [0,a]. (4)

Ïîðÿä ç ðiâíÿííÿì (2) ðîçãëÿíåìî âiäïî-
âiäíå éîìó ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ

△2
kx+ h2p(kh)x(kh) = 0. (5)

Òóò h ≥ 0 � êðîê ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ [0, a],
△kx = x((k + 1)h)− x(kh), △2

kx = △k(△kx),
k = 0, 1, 2 . . . .

Â ïîäàëüøîìó áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
ïîçíà÷åííÿ xhk = x(kh) and tk = kh.
Îçíà÷åííÿ 1. [10] Ñêàæåìî, ùî ðîçâ'ÿ-

çîê xhk ðiâíÿííÿ (5) ìà¹ â òî÷öi tk çìiíó
çíàêó, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíf ç óìîâ:

1) xhkx
h
k+1 < 0;

2) xhk = 0, xhk−1x
h
k+1 < 0.

Îçíà÷åííÿ 2.[10] ßêùî íà äåÿêîìó ií-
òåðâàëi ðîçâ'ÿçîê xhk ðiâíÿííÿ (5) ìà¹ íå
ìåíøå äâîõ çìií çíàêiâ, òî éîãî áóäåìî íà-
çèâàòè êîëèâíèì íà öüîìó iíòåðâàëi.

Áóäåìî âèâ÷àòè óìîâè, ïðè ÿêèõ iç êî-
ëèâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (5)

íà [0, a] âèïëèâà¹ êîëèâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-
íÿííÿ (2).

Ïðèâåäåìî òåïåð êiëüêà íåîáõiäíèõ â
ïîäàëüøîìó òâåðäæåíü.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñèñòåìó äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü

dx

dt
= X (t, x) , (6)

t ≥ 0, x ∈ D, äå îáëàñòü D ⊂ Rd (ìîæëèâî
çàìêíóòà), òà âiäïîâiäíó ¨é ñèñòåìó ðiçíèöå-
âèõ ðiâíÿíü

xhk+1 = xhk + hX(t0 + kh, xhk), (7)

äå h > 0 � êðîê , k = 0, 1, 2, . . . ,
xhk = xh(t0 + kh), t0 � ôiêñîâàíå ÷èñëî.

Ïðè öüîìó ÷åðåç |.| � áóäåìî ïîçíà÷àòè
åâêëiäîâó íîðìó âåêòîðà â Rd, à ÷åðåç ∥ . ∥
� íîðìó ìàòðèöi, óçãîäæåíó ç íîðìîþ âåêòî-
ðà.
Îçíà÷åííÿ 3. Ðîçâ'ÿçêè x(t) i xhk ñè-

ñòåì (6) i (7) íàçâåìî âiäïîâiäíèìè, ÿêùî
x(t0) = xh0 = x0 ∈ D.

Î÷åâèäíî, ùî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (7) îäíî-
çíà÷íî ïðîäîâæóþòüñÿ âïðàâî çà äîïîìî-
ãîþ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ xh0 = x0 ïðè k > 0
äî òèõ ïið, ïîêè xhk−1 ∈ D.

Äëÿ âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (6) i
(7) ñïðàâåäëèâà îöiíêà ¨õ áëèçüêîñòi ó âó-
çëîâèõ òî÷êàõ t0 + kh.
Ëåìà 1. Íåõàé ôóíêöiÿ X(t, x) âèçíà÷å-

íà òà íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ ó
ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ t ∈ [0, a], x ∈ D
òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) iñíó¹ M > 0, ùî | X(t, x) |≤ M , t ∈
[0, a],x ∈ D;

2) iñíó¹ L > 0, ùî äëÿ äîâiëüíèõ t1, t2 ∈
[0, a],x1, x2 ∈ D:

| X(t1, x1)−X(t2, x2) |≤ L (| t1 − t2 | + | x1 − x2 |) .

Òîäi, ÿêùî âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì
(6) i (7) âèçíà÷åíi íà âiäðiçêó [t0, t0+T ], òî
ñïðàâåäëèâà îöiíêà

| x(t0 + kh)− xhk |≤ C · h, (8)

òóò ñòàëà C çàëåæèòü ëèøå âiäM , L i T .

72 Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2013. � Ò. 1, � 1-2.



Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ äàíî¨ ëåìè
îòðèìó¹òüñÿ ëåãêîþ ìîäèôiêàöi¹þ ñõåìè äî-
âåäåííÿ ëåìè 5.1.2 ([3], ñòð.114), ç óðàõóâà-
ííÿì ïðîïîçèöi¨ 5.2.2.

Íàñòóïíà ëåìà ñòîñó¹òüñÿ ëiíiéíèõ ñè-
ñòåì òèïó (6) i (7), à ñàìå ñèñòåì âèãëÿäó

dx

dt
= A(t)x (9)

i
xhk+1 = xhk + hA(t0 + kh)xhk. (10)

ßêùî ìàòðèöÿ A(t) íåïåðåðâíà ïðè t ≥ 0,
òî âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì (9) i (10) íåîáìåæåíî
ïðîäîâæóâàíi âïðàâî. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ¨õ
ðîçâ'ÿçêè ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè

t0 ∈ [0, h̄], | x0 |= 1, (11)

òóò h̄ � ôiêñîâàíå i òàêå, ùî 0 < h̄ < a.
Ïîçíà÷èìî M(T ) = maxt∈[t0,t0+T ] ∥ A(t) ∥,

äå T > 0 � ôiêñîâàíå.
Ëåìà 2. Äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êî-

øi ñèñòåì (9) i (10) ç ïî÷àòêîâèìè äàíè-
ìè (11) iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi R1 i R2,
çàëåæíi ëèøå âiä T i M(T ), ùî ïðè t ∈
[t0, t0 + T ], t0 + kh ∈ [t0, t0 + T ] ñïðàâåäëè-
âi íåðiâíîñòi

| x(t) |≤ R1, | xhk |≤ R2, (12)

ïðè÷îìó ÷èñëî R2 íå çàëåæèòü âiä h â äðó-
ãié íåðiâíîñòi.
Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ç íåðiâíîñòåé (12)

¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì âëàñòèâîñòåé ëiíiéíèõ
ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äðóãà ¹
òàêèì æå íàñëiäêîì àíàëîãi÷íèõ âëàñòèâî-
ñòåé ñèñòåì ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü (äèâ, íàïðè-
êëàä [5,ñòð.35]).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðiâíÿííÿ (5) ïðè kh ∈
[0, a], ÿêå ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi ñèñòåìè{

xhk+1 = xhk + hyhk ,

yhk+1 = yhk − hp(kh)xhk.
(13)

Áóäåìî âèâ÷àòè ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ç ïî÷àòêîâè-
ìè óìîâàìè

xh0 = x0, yh0 = y0, where x20 + y20 = 1.
(14)

Òåïåð êîëèâíiñòü ðîçâ'ÿçêó xhk ðiâíÿííÿ
(5) íà [0, a] ðiâíîñèëüíà êîëèâíîñòi ïåðøî¨

êîìïîíåíòè ñèñòåìè (13) íà öüîìó æ âiäðiç-
êó.

Íåõàé (xhk, y
h
k ) êîëèâíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòå-

ìè (13) íà [0, a] ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (14).
Îñêiëüêè âií êîëèâíèé, òî â ñèëó îçíà÷åííÿ
2, âií ìà¹ íà [0, a] ïðèíàéìi äâi çìiíè çíàêó
éîãî ïåðøî¨ êîìïîíåíòè.

Íåõàé òî÷êè tp i tm � äâi ïîñëiäîâíi òî÷êè
çìií çíàêó xhk (tp < tm). Ââåäåìî â ðîçãëÿä
íàñòóïíó âåëè÷èíó

Mx
p (h) = max

k∈[p+1,m]
| xhk | .

Äàíó ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü (ñêií÷åííó)
íàçâåìî ïîñëiäîâíiñòþ àìïëiòóä êîëèâàíü
ðîçâ'ÿçêó xhk íà [0, a]. Âiäíîñíî öi¹¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi ñïðàâåäëèâà ëåìà.
Ëåìà 3. Íåõàé ôóíêöiÿ p(t) íåïåðåðâíà

íà [0, a] i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3).
Òîäi iñíó¹ △(h) > 0 òàêå, ùî äëÿ äî-

âiëüíîãî êîëèâíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (13)
ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (14) ìà¹ ìiñöå íå-
ðiâíiñòü

Mx
p (h) ≥ △(h). (15)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (15) íå âèêîíó¹òüñÿ.
Òîäi iñíó¹ íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü êîëèâ-
íèõ íà [0, a] ðîçâ'ÿçêiâ (xhk(n), y

h
k (n)) ñèñòå-

ìè (13) ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (x0n, y0n),
ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (14) i òàêèõ, ùî
äëÿ êîæíîãî n ç ïîñëiäîâíîñòi àìïëiòóä öèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà âèáðàòè òàêó àìïëiòóäó
Mxn

p(n)(h), ùî óòâîðåíà ç öèõ ÷èñåë ïîñëiäîâ-
íiñòü {Mxn

p(n)(h)} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

Mxn

p(n)(h) → 0, n→ ∞. (16)

Òóò Mxn

p(n)(h) = maxk∈[p(n)+1,m] | xhk(n) |.
Íåõàé tn � òî÷êà iç âiäðiçêà [(p(n) +

1)h,mh], â ÿêié äàíèé ìàêñèìóì äîñÿãà¹-
òüñÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíà ïî÷àòêîâèõ äàíèõ
(14) êîìïàêò, òî ç ïîñëiäîâíîñòi ïî÷àòêî-
âèõ äàíèõ (x0n, y0n) ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó
ïiäïîñëiäîâíiñòü. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíî-
ñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî ñàìà ïîñëiäîâíiñòü
(x0n, y0n) çáiæíà.

Îòæå

(x0n, y0n) → (x0, y0), n→ ∞ (17)
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i x20 + y20 = 1.
Ìîæíà òàêîæ ââàæàòè, ùî âñiMxn

p(n)(h) >

0, iíàêøå ìè á ðîçãëÿíóëè ðîçâ'ÿçêè ç ïðî-
òèëåæíèìè çíàêàìè.

Î÷åâèäíî, iñíó¹ òî÷êà k0h ∈ (0, a), â ÿêié
äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ç ïî-
ñëiäîâíîñòi (xhk(n), y

h
k (n)) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

xhk0(n) =Mxn

p(n)(h). (18)

Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñàìå öþ
ïiäïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ. Ïîçíà÷èìî ¨¨
(xhk(m), yhk (m)), ïðè öüîìó ¨õ ïî÷àòêîâi äàíi
áóäóòü (x0m, y0m).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (13)
(x̄hk, ȳ

h
k ) ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (x0, y0) ç óìî-

âè (17). Î÷åâèäíî, ùî âií íåòðèâiàëüíèé.
Ç íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñè-

ñòåìè (13) âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ òà ¹äèíîñòi
ðîçâ'ÿçêó

x̄hk0 = 0, x̄hk0−1 < 0, x̄hk0+1 < 0. (19)

Âiäçíà÷èìî, ùî â ñèëó îçíà÷åííÿ 1, òî÷êà
k0h ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ âiäðiçêà [0, a].

Iç ñèñòåìè (13) âèïëèâàþòü ðiâíîñòi{
x̄hk0 − x̄hk0−1 = hyhk0−1,

ȳhk0 − ȳhk0−1 = −hp(k0h)x̄k0−1.
(20)

Iç (19) i (20) ìà¹ìî, ùî yhk0−1 > 0. Àíàëî-
ãi÷íî ìà¹ìî x̄hk0+1 − x̄hk0 = hyhk0 . Çâiäêè îòðè-
ìó¹ìî yhk0 < 0. Öå ïðèâîäèòü äî ïðîòèði÷÷ÿ
ç äðóãîþ ðiâíiñòþ (20), îñêiëüêè ëiâà ¨¨ ÷à-
ñòèíà âiä'¹ìíà, à ïðàâà íåâiä'¹ìíà.

Ëåìà 3 ñòâåðäæó¹, ùî ÷èñëî △(h) ìîæå
çàëåæàòè âiä h. Íàñòóïíà ëåìà ñòâåðäæó¹,
ùî òàêå ÷èñëî ìîæíà âèáðàòè íåçàëåæíèì
âiä h.
Ëåìà 4. Íåõàé ôóíêöiÿ p(t) çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè (3) i (4). Òîäi iñíóþòü ÷èñëà h0 > 0
i B0 > 0 òàêi, ùî ïðè âñiõ 0 < h ≤ h0 ìà¹
ìiñöå íåðiâíiñòü

△0(h) ≥ B0. (21)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé òâåðäæåííÿ ëåìè íå
âèêîíàíå. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü êðîêiâ
{hn}, hn > 0, hn → 0, n→ ∞ i ïðè öüîìó

△0(hn) → 0, n→ ∞. (22)

Òîäi ç (22) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ äëÿ êî-
æíîãî hn êîëèâíîãî íà [0, a] ðîçâ'ÿçêó
(xhn

k , y
hn
k ) ñèñòåìè (13) (ç äàíèì hn) iç ïî÷à-

òêîâèìè äàíèìè (x0n, y0n), ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó (14) i ÿêèé ìà¹ íàñòóïíó âëàñòè-
âiñòü. Äëÿ êîæíîãî n ç ïîñëiäîâíîñòi àìïëi-
òóä ðîçâ'ÿçêó (xhn

k , y
hn
k ) ìîæíà âèáðàòè òà-

êó àìïëiòóäóMxn

p(n)(hn), ùî óòâîðåíà ç ÷èñåë
ïîñëiäîâíiñòü {Mxn

p(n)(hn)} çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âó

Mxn

p(n)(hn) → 0, n→ ∞. (23)

Çíîâó ïîñëiäîâíiñòü (x0n, y0n) ìîæíà ââà-
æàòè çáiæíîþ. Îòæå

(x0n, y0n) → (x0, y0), n→ ∞. (24)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç tn ∈ [0, a], tn = knhn � àð-
ãóìåíò, ïðè ÿêîìó àìïëiòóäà ç âëàñòèâiñòþ
(23) äîñÿãà¹òüñÿ. Ìà¹ìî

xhn
kn

→ 0, n→ ∞. (25)

Ç ïîñëiäîâíîñòi {tn} òàêîæ ìîæíà âèäi-
ëèòè çáiæíê ïiäïîñëiäîâíiñòü. Çíîâó áóäå-
ìî ââàæàòè, ùî ñàìà {tn} çáiæíà. Îòæå,
tn → t0, n→ ∞, t0 ∈ [0, a].

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2, ç ïîñëiäîâíîñòi
{yhn

kn
} òàêîæ ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó ïiäïî-

ñëiäîâíiñòü. Çíîâó áóäåìî ââàæàòè, ùî ñàìà
{yhn

kn
} çáiæíà. Îòæå

yhn
kn

→ y0, n→ ∞. (26)

Ç ïîáóäîâè ïîñëiäîâíîñòi tn ìà¹ìî, ùî
tn−1 = tn−hn, tn+1 = tn+hn. Â ñèëó îçíà÷åí-
íÿ 1 òî÷êè tn−1 i tn ∈ [0, a]. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî

lim
n→∞

tn−1 = lim
n→∞

tn = t0. (27)

Ç ïîáóäîâè ïîñëiäîâíîñòi tn âèïëèâàþòü
íåðiâíîñòi

xhn
kn−1 ≤ xhn

kn
, xhn

kn
≥ xhn

kn+1. (28)

Îñêiëüêè (xhn
k , y

hn
k ) äëÿ êîæíîãî hn ¹

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (13), òî ìà¹ìî ðiâíîñòi{
xhn
kn+1 − xhn

kn
= hny

hn
kn
,

yhn
kn+1 − yhn

kn
= −hnp(knhn)xhn

kn

(29)
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òà {
xhn
kn

− xhn
kn−1 = hny

hn
kn−1,

yhn
kn

− yhn
kn−1 = −hnp((kn − 1)hn)x

hn
kn−1.

(30)
Âíàñëiäîê ëåìè 2, ¨õ ïðàâi ÷àñòèíè ïðÿ-

ìóþòü äî íóëÿ ïðè n→ ∞.
Îòæå, çãiäíî ç (25) ìà¹ìî

lim
n→∞

xhn
kn+1 = lim

n→∞
xhn
kn−1 = 0. (31)

À çãiäíî ç (26)

lim
n→∞

yhn
kn+1 = lim

n→∞
yhn
kn−1 = y0. (32)

Ïðè öüîìó, âíàñëiäîê íåðiâíîñòåé (28), iç
ïåðøî¨ ðiâíîñòi (30) ìà¹ìî, ùî

yhn
kn−1 ≥ 0, (33)

à ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi (29) ìà¹ìî, ùî

yhn
kn

≤ 0. (34)

Òîäi ç (26), (32), (33), (34) îòðèìó¹ìî, ùî

y0 = 0. (35)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöi-
àëüíîãî ðiâíÿííÿ (2) ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè
(24). Î÷åâèäíî, ùî âií íåòðèâiàëüíèé. Ïî-
çíà÷èìî éîãî x(t, x0, y0). ×åðåç x(t, x0n, y0n)
ïîçíà÷èìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2) ç ïî÷àòêî-
âèìè äàíèìè (x0n, y0n).

Î÷åâèäíî, ùî

x(tn, x0, y0) → x(t0, x0, y0), n→ ∞. (36)

Iç íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çà-
äà÷i Êîøi âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ âèïëèâà¹
òàêîæ, ùî

| x(tn, x0n, y0n)− x(tn, x0, y0) |→ 0, n→ ∞.
(37)

Ç ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî âñi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷
Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (2) òà ðiçíèöåâî¨ ñèñòå-
ìè (13) ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (14) ðiâíîìið-
íî îáìåæåíi íà âiäðiçêó [0, a]. Òîäi ç ëåìè
1 âèïëèâà¹ äëÿ âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ
ðiâíÿíü ñïðàâåäëèâà ðiâíîìiðíà îöiíêà (8)
ó âóçëîâèõ òî÷êàõ. Ðiâíîìiðíiñòü òóò îçíà-
÷à¹, ùî ñòàëi C, R1 i R2 â ëåìàõ 1 i 2 ìîæíà

âèáðàòè çàëåæíèìè ëèøå âiä a i ìàêñèìóìó
ôóíêöi¨ | p(t) | íà [0, a].

Îòæå

| x(tn, x0n, y0n)− xhn
kn

|→ 0, n→ ∞. (38)

Òîìó ç (25), (36) - (38) âèïëèâà¹, ùî

x(t0, x0, y0) = 0. (39)

Àíàëîãi÷íî ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî

ẋ(t0, x0, y0) = 0. (40)

Ñïiââiäíîøåííÿ (39), (40) ïðîòèði÷àòü
íåòðèâiàëüíîñòi ðîçâ'ÿçêó x(t, x0, y0).
2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò
Ïåðåéäåìî òåïåð äî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó

ðîáîòè.
Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêöiÿ p(t) çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè (3) i (4). Òîäi iñíó¹ h0 òàêå, ùî
ïðè âñiõ 0 < h ≤ h0 ñïðàâåäëèâå òâåðäæåí-
íÿ:

ÿêùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5) xhk ìà¹ íà
âiäðiçêó [0, a] ïðèíàéìíi òðè çìiíè çíàêó,
òî âiäïîâiäíèé éîìó ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöi-
àëüíîãî ðiâíÿííÿ (2) êîëèâíèé íà [0, a].
Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (2)

ó âèãëÿäi ñèñòåìè
dx

dt
= y,

dy

dt
= −p(t)x.

(41)

Ïðè äîâåäåííi ëåìè 4 âiäçíà÷àëîñü, ùî
äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi ñèñòåì (13) i (41)
ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (x0, y0), â íóëi, ùî
x20 + y20 = 1, ñïðàâåäëèâà ðiâíîìiðíà îöií-
êà òèïó (8) ó âóçëîâèõ òî÷êàõ. Ïðè öüîìó
ñòàëó C ìîæíà âèáðàòè çàëåæíîþ ëèøå âiä
a i ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ | p(t) | íà [0, a].

Âèáåðåìî òåïåð h1 òàê, ùîá

Ch1 ≤
B0

2
, (42)

äå B0 � ñòàëà, ùî ôiãóðó¹ â ëåìi 4.
Òîäi äëÿ âñiõ

0 < h ≤ min{h0, h1} (43)

ñïðàâåäëèâà îöiíêà (42) i òâåðäæåííÿ ëåìè
4. Òóò h0 � ñòàëà ç ëåìè 4.
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Âèáåðåìî äîâiëüíå h, ùî çàäîâîëüíÿ¹
(43) i çàôiêñó¹ìî éîãî.

Íåõàé (xhk, y
h
k ) �äîâiëüíèé íåòðèâiàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (13) ïðè äàíîìó h òàêèé,
ùî éîãî ïåðøà êîìïîíåíòà xhk ìà¹ ïðèíàéìi
òðè çìiíè çíàêó íà [0, a]. Íåõàé (x0, y0) éîãî
ïî÷àòêîâi äàíi, òîáòî xh0 = x0, yh0 = y0.

Ïîêàæåìî, ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2) ç
ïî÷àòêîâèìè äàíèìè x(0) = x0, ẋ(0) = y0
êîëèâíèé íà [0, a].

Ââåäåìî âåëè÷èíó r0 =
√
x20 + y20. Î÷åâè-

äíî, ùî r0 ̸= 0. Âíàñëiäîê ëiíiéíîñòi ñèñòåì
(13) i (41), ôóíêöi¨ 1

r0
(x(t), ẋ(t)) = (z(t), ξ(t))

i 1
r0
(xhk, y

h
k ) = (zhk , ξ

h
k ) òàêîæ ¹ ¨õ ðîçâ'ÿçêàìè.

Ïðè öüîìó êîìïîíåòà z(t) ìà¹ òi æ ñàìi íóëi,
ùî i x(t), à zhk ìà¹ òi æ ñàìi çìiíè çíàêó, ùî
i xhk. Ïî÷àòêîâi æ äàíi ðîçâ'ÿçêiâ (z(t), ξ(t))
i (zhk , ξ

h
k ) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (14).

Îòî÷èìî ðîçâ'ÿçîê (zhk , ξ
h
k ) ρ�îêîëîì ïðè

kh ∈ [0, a], äå ρ ≤ B0

2
. Îñêiëüêè zhk ìà¹ ïðè-

íàéìíi òðè çìiíè çíàêó, òî zhk ìà¹ ïðèíàéìíi
äâi àìïëiòóäè êîëèâàíü. Íåõàé k0h i p0h � òî-
÷êè, â ÿêèõ öi àìïëiòóäè äîñÿãàþòüñÿ. Ïðè
öüîìó zhk0 i z

h
p0
ìàþòü ðiçíi çíàêè.

Òîäi ç íåðiâíîñòåé (8), (42) òà ëåìè 4 âè-
ïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ z(t) â òî÷êàõ t = 0,
t = k0h, t = p0h çáåðiãà¹ çíàê ôóíêöi¨ zhk , à,
îòæå, ìà¹ ÿê ìiíiìóì äâà íóëi íà [0, a]. Çíà-
÷èòü i x(t) ìà¹ ïðèíàéìíi äâà íóëi íà [0, a],
à îòæå ¹ êîëèâíèì.
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