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Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

ÎÄÍÎÂÈÌIÐÍI ÏÐÎÖÅÑÈ ÄÈÔÓÇI� Â ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ ÎÁËÀÑÒßÕ Ç
ÊÐÀÉÎÂÈÌÈ ÓÌÎÂÀÌÈ ÒÀ ÓÌÎÂÎÞ ÑÏÐßÆÅÍÍß ÒÈÏÓ

ÔÅËËÅÐÀ-ÂÅÍÒÖÅËß

Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëiòè÷íèé ìåòîä, çíàéäåíî iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ äâîïàðàìåòðè÷íî¨
íàïiâãðóïè îïåðàòîðiâ, ÿêà îïèñó¹ íåîäíîðiäíèé ïðîöåñ Ôåëëåðà íà âiäðiçêó, ïîâåäiíêà ÿêîãî
â òî÷êàõ ìåæi, à òàêîæ â äåÿêié âíóòðiøíié òî÷öi âèçíà÷à¹òüñÿ êðàéîâèìè óìîâàìè òà óìîâîþ
ñïðÿæåííÿ òèïó Ôåëëåðà-Âåíòöåëÿ âiäïîâiäíî.

Using an analytic method we obtain an integral representation of the two-parameter operator
semigroup associated with the inhomogeneous Feller process on a closed interval whose behavior at
the points of boundary as well as at some interior point is determined by the boundary conditions
and the conjugation condition of Feller-Wentzell's type, respectively.

Çàãàëüíèé âèãëÿä êðàéîâèõ óìîâ äëÿ
îäíîâèìiðíèõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ áóëî
âñòàíîâëåíî ó ðîáîòàõ Â. Ôåëëåðà [1] i À.Ä.
Âåíòöåëÿ [2] (äèâ. òàêîæ [3], äå ðîçãëÿäàâ-
ñÿ áàãàòîâèìiðíèé âèïàäîê). Òàì äîâåäå-
íi òâåðäæåííÿ, ç ÿêèõ âèïëèâà¹, ùî ÿêùî
{Tt, t ≥ 0} � ôåëëåðiâñüêà íàïiâãðóïà â
C[r1, r2], − ∞ < r1 < r2 < ∞) i ¨ ¨ ãåíå-
ðàòîð A ¹ çâóæåííÿì (L, C2[r1, r2]), äå L �
åëiïòè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð äðó-
ãîãî ïîðÿäêó, òî ôóíêöi¨ ç D(A) ⊂ C2[r1, r2]
ìàþòü çàäîâîëüíÿòè êðàéîâi óìîâè, ÿêi, âçà-
ãàëi êàæó÷è, ìàþòü íåëîêàëüíèé õàðàêòåð.

Äîñëiäæåííþ ïèòàííÿ ïîáóäîâè ìàð-
êîâñüêèõ ïðîöåñiâ ç êðàéîâèìè óìîâàìè
Ôåëëåðà-Âåíòöåëÿ ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî ðîáiò
(äèâ., íàïðèêëàä, ðiçíi ïiäõîäè â [1],[2],[4]-
[8], à òàêîæ ïîñèëàííÿ â íèõ).

Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [9]-[14]), ùî óçà-
ãàëüíåííÿì îïèñàíî¨ íàìè ïðîáëåìè ¹ òàê
çâàíà çàäà÷à ïðî ñêëåþâàííÿ äâîõ äèôóçié-
íèõ ïðîöåñiâ, ÿêà ¹ îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ
òàêîæ i â äàíié ñòàòòi. Ó ðîçãëÿíóòîìó íà-
ìè âèïàäêó ñòàâèòüñÿ ïèòàííÿ ïðî ïîáóäî-
âó íàïiâãðóïè Ôåëëåðà, ÿêié âiäïîâiäà¹ íåî-
äíîðiäíèé ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ (íå îáîâ'ÿç-
êîâî íåïåðåðâíèé) íà âiäðiçêó [r1, r2] òàêèé,
ùî éîãî ÷àñòèíè ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ âiäïî-
âiäíèõ ïðîìiæêiâ äàíîãî âiäðiçêà, ðîçäiëå-
íèõ ìiæ ñîáîþ äåÿêîþ ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ
r ∈ (r1, r2), çáiãàþòüñÿ iç çàäàíèìè òàì íå-

îäíîðiäíèìè äèôóçiéíèìè ïðîöåñàìè, à ïî-
âåäiíêà øóêàíîãî ïðîöåñó â òî÷êàõ r1, r2 òà r
îïèñó¹òüñÿ çàäàíèìè â íèõ êðàéîâèìè óìî-
âàìè òà óìîâîþ ñïðÿæåííÿ òèïó Ôåëëåðà-
Âåíòöåëÿ âiäïîâiäíî. Ùå îäíà óìîâà ñïðÿ-
æåííÿ, ÿêà çàäà¹òüñÿ â òî÷öi r, ¹ âiäîáðà-
æåííÿì âëàñòèâîñòi ôåëëåðîâîñòi øóêàíîãî
ïðîöåñó. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ çàäà÷i â ðî-
áîòi çàñòîñîâàíî àíàëiòè÷íèé ìåòîä. Çà òà-
êîãî ïiäõîäó ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïîòði-
áíî¨ íàïiâãðóïè ïðàêòè÷íî çâîäèòüñÿ äî äî-
ñëiäæåííÿ âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i ñïðÿæåííÿ äëÿ
ëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî
ïîðÿäêó ç ðîçðèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Êëà-
ñè÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü îñòàííüî¨ çàäà÷i âñòàíîâ-
ëåíî íàìè ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì çâè÷àéíèõ ïàðàáî-
ëi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó. Ìàáóòü,
ó çàïðîïîíîâàíié òóò ïîñòàíîâöi çàäà÷à ïðî
ñêëåþâàííÿ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ, à òàêîæ
âiäïîâiäíà ¨é ïàðàáîëi÷íà çàäà÷à ñïðÿæåí-
íÿ ðîçãëÿäàþòüñÿ âïåðøå. Çàóâàæèìî, ùî ó
âiäçíà÷åíèõ íàìè ïðàöÿõ [9], [11]-[14] çàäà÷à
ïðî ñêëåþâàííÿ äâîõ îäíîâèìiðíèõ äèôó-
çiéíèõ ïðîöåñiâ (ÿê îäíîðiäíèõ òàê i íåîäíî-
ðiäíèõ) ç ðiçíèìè âàðiàíòàìè çàãàëüíî¨ óìî-
âè ñïðÿæåííÿ òèïó Ôåëëåðà-Âåíòöåëÿ ðîç-
ãëÿäàëàñÿ â ïðèïóùåííi, êîëè ïðîìiæêè, â
ÿêèõ çàäàþòüñÿ ñêëåþâàíi äèôóçiéíi ïðîöå-
ñè, ¹ ïiâïðÿìèìè. Ùî ñòîñó¹òüñÿ ïðàöi [10],
â ÿêié çà àíàëîãi¹þ ç ïðàöÿìè [1], [2] áóëî
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âñòàíîâëåíî çàãàëüíèé âèãëÿä óìîâè ñïðÿ-
æåííÿ â òî÷öi ñêëåþâàííÿ äèôóçiéíèõ ïðî-
öåñiâ, òî òàì äåÿêi ç äîñëiäæóâàíèõ íàìè ïè-
òàíü âèâ÷àëèñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ òåîði¨
íàïiâãðóï i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé C(D) �
áàíàõiâ ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà âiä-
ðiçêó D = [r1, r2]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Di, i =
1, 2, äâà iíòåðâàëè (r1, r) i (r, r2) âiäïîâiäíî,
äå −∞ < r1 < r < r2 < ∞, à ÷åðåç φi �
çâóæåííÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ φ çàäàíî¨ íà D
íà çàìèêàííÿ Di.

Ïðèïóñòèìî, ùî â Di çàäàíî íåîäíîðiä-
íèé äèôóçiéíèé ïðîöåñ, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ
äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì äðóãîãî ïî-
ðÿäêó A(i)

s , s ∈ [0, T ] (T > 0 � ôiêñîâàíå),
ùî äi¹ íà ìíîæèíi C2(Di), i = 1, 2:

A(i)
s φi(x) =

1

2
bi(s, x)

d2φi(x)

dx2
+ ai(s, x)

dφi(x)

dx
,

äå êîåôiöi¹íòè äèôóçi¨ bi(s, x) i êîåôiöi¹íòè
ïåðåíîñó ai(s, x) çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

1) iñíóþòü ñòàëi b i B òàêi ùî 0 < b ≤
bi(s, x) ≤ B äëÿ âñiõ (s, x) ∈ [0, T ]×Di;

2) äëÿ âñiõ s, t ∈ [0, T ], x, y ∈ Di âèêîíó-
þòüñÿ íåðiâíîñòi
|bi(t, x)− bi(s, y)| ≤ c(|t− s|α2 + |x− y|α),
|ai(t, x)−ai(s, y)| ≤ c(|t− s|α2 + |x− y|α),
äå c i α äîäàòíi ñòàëi, 0 < α < 1.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð
Ãs, s ∈ [0, T ], ÿêèé äi¹ íà ìíîæèíi
ϑ(Ãs) = {φ ∈ C(D) : φi ∈ ϑ(A

(i)
s ), i = 1, 2,

A
(1)
s φ(r) = A

(2)
s φ(r)} çà òàêèì ïðàâèëîì:

Ãsφ(x) =

{
A

(1)
s φ1(x), x ∈ D1,

A
(2)
s φ2(x), x ∈ D2.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî â òî÷êàõ r, ri, i =
1, 2, çàäàíî îïåðàòîð ñïðÿæåííÿ Ls òà
äâà êðàéîâi îïåðàòîðè L

(i)
s òèïó Ôåëëåðà-

Âåíòöåëÿ, ÿêi ïðè äi¨ íà ôóíêöiþ φ ∈ C(D)

âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

Lsφ(r) = Ãsφ(r) + q1(s)φ
′(r−)− q2(s)×

× φ′(r+) +

∫
D1∪D2

[φ(r)− φ(y)]µ(s, dy), (1)

L(1)
s φ(r1) = −φ′(r1)+

+

∫
D1

[φ(r1)− φ(y)]π1(s, dy), (2)

L(2)
s φ(r2) =

∫
D2

[φ(r2)− φ(y)]π2(s, dy), (3)

äå ôóíêöi¨ q1, q2 òà ìiðè µ, π1, π2 çàäîâîëü-
íÿþòü íàñòóïíi óìîâè:

à) ôóíêöi¨ q1(s), q2(s) íåâiä'¹ìíi òà íå-
ïåðåðâíi íà âiäðiçêó [0, T ], äî òîãî æ
q1(s) + q2(s) > 0 äëÿ âñiõ s ∈ [0, T ];

á) µ(s, ·), πi(s, ·) � íåâiä'¹ìíi ìiðè íà D1∪
D2, Di âiäïîâiäíî. Ïðè öüîìó äëÿ âñiõ
îáìåæåíèõ âèìiðíèõ íà D ôóíêöié f
iíòåãðàëè

∫
D1∪D2

|y − r|f(y)µ(s, dy) òà∫
D2
f(y)π2(s, dy) íåïåðåðâíi â ðîçóìiííi

Ãåëüäåðà ÿê ôóíêöi¨ çìiííî¨ s ∈ [0, T ]
ç ïîêàçíèêàìè α

2
òà 1+α

2
âiäïîâiäíî, à

iíòåãðàë
∫
D1

|y − r1|f(y)π1(s, dy) íåïå-
ðåðâíèé íà âiäðiçêó [0, T ];

â) π2(s,D2) = 1 äëÿ âñiõ s ∈ [0, T ].

Âiäîìî, ùî êðàéîâi óìîâè

Lsφ(r) = 0, L(i)
s φ(ri) = 0, i = 1, 2, (4)

çâóæóþòü äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Ãs äî
iíôiíiòåçèìàëüíîãî ãåíåðàòîðà äåÿêî¨ ôå-
ëëåðiâñüêî¨ íàïiâãðóïè íà D. Ç iíøîãî áî-
êó óìîâè â (4) âèçíà÷àþòü âñåìîæëèâi òè-
ïè ïîâåäiíêè äèôóíäóþ÷î¨ ÷àñòèíêè ïðè ¨¨
ïîòðàïëÿííi â òî÷êè r, ri, i = 1, 2, âiäïî-
âiäíî. Â òî÷öi r òàêèìè òèïàìè ïîâåäiíêè
¹ çàòðèìêà, ÷àñòêîâå âiäáèòòÿ i ñòðèáîê, â
òî÷öi r1 � ÷àñòêîâå âiäáèòòÿ i ñòðèáîê, à â
òî÷öi r2 � ëèøå ñòðèáîê.

Íàøà çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíà-
éòè iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ äâîïàðàìåòðè-
÷íî¨ ôåëëåðiâñüêî¨ íàïiâãðóïè Tst, 0 ≤ s <
t ≤ T, ãåíåðàòîð As ÿêî¨ ¹ çâóæåííÿì îïåðà-
òîðà Ãs íà ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié φ ∈ ϑ(Ãs),
äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (4).
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Äàíó çàäà÷ó íàçèâàþòü çàäà÷åþ ïðî
ñêëåþâàííÿ äâîõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ íà
âiäðiçêó ([9-14]). Ïðè ¨¨ äîñëiäæåííi ìè âè-
êîðèñòîâó¹ìî àíàëiòè÷íèé ìåòîä. Çà òàêîãî
ïiäõîäó øóêàíà íàïiâãðóïà îïåðàòîðiâ âè-
çíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçêó íàñòó-
ïíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ çàäà÷i ñïðÿæåííÿ:

∂u(s, x, t)

∂s
+ A(i)

s u(s, x, t) = 0,

0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ Di, (5)

lim
s↑t

u(s, x, t) = φ(x), x ∈ D, (6)

u(s, r−, t) = u(s, r+, t), 0 ≤ s < t ≤ T, (7)

Lsu(s, r, t) = 0, 0 ≤ s < t ≤ T, (8)

L(i)
s u(s, ri, t) = 0, 0 ≤ s < t ≤ T, (9)

äå i = 1, 2, φ ∈ C(D) � çàäàíà ôóíêöiÿ.
Êëàñè÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (5)-(9) âñòà-

íîâëåíî íàìè ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ iíòåã-
ðàëüíèõ ðiâíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì çâè÷àé-
íèõ ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó, ïîáóäîâàíèõ
çà äîïîìîãîþ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèõ îïåðàòîðiâ ∂

∂s
+

A
(i)
s .
Íåîáõiäíî çàóâàæèòè, ùî ïîäiáíà çàäà-

÷à ðîçãëÿäàëàñÿ ó ðîáîòi [13], â ÿêié áó-
ëî ïîáóäîâàíî ïðîöåñ Ôåëëåðà íà ïðÿìié,
ùî ¹ ðåçóëüòàòîì ñêëåþâàííÿ äâîõ íåîäíî-
ðiäíèõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ çàäàíèõ â îáëà-
ñòÿõ (−∞, 0) i (0,∞) âiäïîâiäíî. Ïîâåäiíêà
òàêîãî ïðîöåñó â òî÷öi íóëü îïèñóâàëàñÿ çà-
ãàëüíîþ óìîâîþ ñïðÿæåííÿ òèïó Ôåëëåðà-
Âåíòöåëÿ.
2. Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ñïðÿæåííÿ. Â

öüîìó ïàðàãðàôi áóäå âñòàíîâëåíî êëàñè÷íó
ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (5)-(9). Ïiä êëàñè÷íèì
ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i áóäåìî ðîçóìiòè òîé
ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ïðè âñiõ t ∈ (0, T ] íàëåæèòü
äî êëàñó

C1,2([0, t)×D1 ∪D2) ∩ C([0, t]×D). (10)

Â ïåðøó ÷åðãó äîâåäåìî, ùî çàäà÷à (5)-
(9) íå ìîæå ìàòè áiëüøå îäíîãî êëàñè÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó. Íåõàé u(1)(s, x, t) òà u(2)(s, x, t) �
äâà ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (5)-(9) ç êëàñó (10). Òî-
äi ðiçíèöÿ ω(s, x, t) = u(1)(s, x, t)−u(2)(s, x, t)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (5), ïî÷àòêîâó óìîâó

lim
s↑t

ω(s, x, t) = 0, x ∈ D,

i êðàéîâi óìîâè (7)-(9). Ïðèïóñòèìî, ùî
ω(s, x, t) íàáóâà¹ äîäàòíèõ çíà÷åíü â îáëà-
ñòi [0, t] × D i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ωmax ¨¨ ìà-
êñèìóì â öié îáëàñòi. Òîäi, çãiäíî ç ïðèíöè-
ïîì ìàêñèìóìó ([15, Ãë. II]), çíà÷åííÿ ωmax

äîñÿãà¹òüñÿ â äåÿêié òî÷öi (s0, x0) ∈ (0, t) ×
{r1, r, r2}. Ó âèïàäêó, êîëè x0 = r1 (òîáòî
ω(s0, r1, t) = ωmax > 0) âèêîíóþòüñÿ íåðiâ-
íîñòi

∂ω(s0, r1, t)

∂x
≤ 0,∫

D1

[ω(s0, r1, t)− ω(s0, y, t)]π1(s, dy) ≥ 0.

(11)

Áiëüøå òîãî, ç òåîðåìè 14 ó [15, ñòîð. 69]
âèïëèâà¹, ùî

∂ω(s0, r1, t)

∂x
< 0. (12)

Ñïiââiäíîøåííÿ (11), (12) îçíà÷àþòü, ùî
L

(1)
s0 ω(s0, r1, t) > 0. Îòæå, ìè îòðèìàëè ñóïå-

ðå÷íiñòü ç (9). Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîãi÷íi
ìiðêóâàííÿ, ó âèïàäêàõ, êîëè x0 = r òà
x0 = r2, ìè òàêîæ îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü.
Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü âêàçó¹ íà òå, ùî
ω(s, x, t) ≤ 0 ïðè âñiõ (s, x) ∈ [0, t] × D.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî çíà÷åííÿ ôóí-
êöi¨ ω(s, x, t) â îáëàñòi [0, t] × D íå ìîæóòü
áóòè âiä'¹ìíèìè, i òîìó

ω(s, x, t) ≡ 0.

Òâåðäæåííÿ ïðî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà-
÷i (5)-(9) äà¹ íàì çìîãó ïðîâîäèòè âñi íàñ-
òóïíi ìiðêóâàííÿ ó ïðèïóùåííi, ùî

• ôóíêöi¨ ai(s, x) òà bi(s, x) âèçíà÷åíi íà
[0, T ] × R i â öié îáëàñòi âîíè çàäî-
âîëüíÿþòü âëàñòèâîñòi 1), 2);

• φ ∈ Cb(R), äå Cb(R) � áàíàõiâ ïðîñòið
îáìåæåíèõ i íåïåðåðâíèõ íà R ôóíêöié
ç íîðìîþ ∥φ∥ = sup

x∈R
|φ(x)|.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Gi(s, x, t, y), i = 1, 2,
ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5) â
îáëàñòi [0, T ] × R. Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ
Gi(s, x, t, y) � íåâiä'¹ìíà, íåïåðåðâíî äèôå-
ðåíöiéîâíà ïî s, äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåí-
öiéîâíà ïî x i äëÿ íå¨ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíî-
ñòi ([11, 15, 16])

|Dr
sD

p
xGi(s, x, t, y)| ≤ c(t− s)−

1+2r+p
2 ×

× exp

{
−h(y − x)2

t− s

}
, (13)

ÿêèìè á íå áóëè 0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ R, äå r
i p öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà äëÿ ÿêèõ 2r+p ≤ 2;
Dr

s � ñèìâîë ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨ ïî s ïîðÿä-
êó r; Dp

x � ñèìâîë ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨ ïî x
ïîðÿäêó p; c, h � äîäàòíi ñòàëi; α � ñòàëà
ç óìîâè 2). Äî òîãî æ, Gi çîáðàæà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi

Gi(s, x, t, y) =

= Zi(s, x, t, y) + Z
′

i(s, x, t, y), (14)

äå

Zi(s, x, t, y) = [2πbi(t, y)(t− s)]−
1
2 ×

× exp

{
− (y − x)2

2bi(t, y)(t− s)

}
,

à ôóíêöiÿ Z
′
i çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

|Dr
sD

p
xZ

′

i(s, x, t, y)| ≤ c(t− s)−
1+2r+p−α

2 ×

× exp

{
−h(y − x)2

t− s

}
, (15)

ïðè âñiõ 0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ R, 2r + p ≤ 2.
Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5)-(9) áóäåìî øóêàòè ó

âèãëÿäi

u(s, x, t) =

∫
R

Gi(s, x, t, y)φ(y)dy+

+

t∫
s

Gi(s, x, τ, r)Vi(τ, t)dτ+

+

t∫
s

Gi(s, x, τ, ri)Vi+2(τ, t)dτ,

0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ Di, i = 1, 2, (16)

ç íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè Vk, k = 1, 4, ÿêi
çíàéäåìî ç óìîâ (7)-(9). Ïîòåíöiàë Ïóàññîíà
ó ïðàâié ÷àñòèíi âèðàçó (16) íàäàëi ïîçíà÷à-
òèìåìî ÷åðåç ui0(s, x, t), à ïîòåíöiàëè ïðî-
ñòîãî øàðó � ÷åðåç ui1(s, x, t) òà ui2(s, x, t)
âiäïîâiäíî.

Çàóâàæèìî, ùî êîëè âçÿòè äî óâàãè ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (5)-(7), òî óìîâà ñïðÿæåííÿ (8)
çâåäåòüñÿ äî òàêî¨ ðiâíîñòi

u(s, r, t) = φ(r)−
t∫

s

g(τ, t)dτ, (17)

äå

g(τ, t) = q1(τ)
∂u(τ, r−, t)

∂x
−

− q2(τ)
∂u(τ, r+, t)

∂x
+

+

∫
D1∪D2

[u(τ, 0, t)− u(τ, y, t)]µ(τ, dy).

Ïiäñòàâèìî òåïåð âñþäè â ðiâíîñòÿõ (9)
òà (17) çàìiñòü ôóíêöi¨ u ¨¨ âèðàç (16) i
ñïðîñòèìî ïîõiäíi ∂ui1(s,r∓,t)

∂x
, ∂ui2(s,ri,t)

∂x
, âè-

êîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ñòðèáêà äëÿ ïî-
òåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó

∂ui1(s, r∓, t)
∂x

= ±Vi(s, t)
bi(s, r)

+

+

t∫
s

∂Gi(s, r, τ, r)

∂x
Vi(τ, t)dτ,

∂ui2(s, ri, t)

∂x
= (−1)i

Vi+2(s, t)

bi(s, ri)
+

+

t∫
s

∂Gi(s, ri, τ, ri)

∂x
Vi+2(τ, t)dτ.

Ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü ìè îòðè-
ìó¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâ-
íÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ Vk, k = 1, 4:

4∑
j=1

t∫
s

Nij(s, τ)Vj(τ, t)dτ =

= Φi(s, t), i = 1, 2, (18)
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V3(s, t) =
4∑

j=1

t∫
s

K3j(s, τ)Vj(τ, t)dτ+

+Ψ3(s, t), (19)

4∑
j=1

t∫
s

Rj(s, τ)Vj(τ, t)dτ = Υ(s, t), (20)

äå

Nii(s, τ) = Gi(s, r, τ, r) +
qi(τ)

bi(τ, r)
+

+ P (i)
sτ Gi(s, x, τ, r)

∣∣
x=r

, i = 1, 2,

Ni,3−i(s, τ) =
q3−i(τ)

b3−i(τ, r)
+

+ P (3−i)
sτ G3−i(s, x, τ, r)

∣∣
x=r

,

Ni,i+2(s, τ) = Gi(s, r, τ, ri)+

+ P (i)
sτ Gi(s, x, τ, ri)

∣∣
x=r

,

Ni,5−i(s, τ) = P (3−i)
sτ G3−i(s, x, τ, r3−i)

∣∣
x=r

,

P
(i)
st f(s, x) =

t∫
s

(
(−1)i+1qi(ρ)

∂f(ρ, x)

∂x
+

+

∫
Di

[f(ρ, x)− f(ρ, y)]µ(ρ, dy)

)
dρ,

K31(s, τ) = −b1(s, r1)L(1)
s G1(s, x, τ, r)

∣∣
x=r1

,

K33(s, τ) = −b1(s, r1)L(1)
s G1(s, x, τ, r1)

∣∣
x=r1

,

K3j(s, τ) = 0, j = 2, 4,

R2(s, τ) = L(2)
s G2(s, x, τ, r)

∣∣
x=r2

,

R4(s, τ) = L(2)
s G2(s, x, τ, r2)

∣∣
x=r2

,

Rj(s, τ) = 0, j = 1, 3,

Φi(s, t) = φ(r)− ui0(s, r, t)−

−
2∑

j=1

Pstuj0(s, r, t), i = 1, 2,

Ψ3(s, t) = −b1(s, r1)L(1)
s u10(s, r1, t),

Υ(s, t) = −L(2)
s u20(s, r2, t).

Âiäçíà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ (19) ¹ ðiâ-
íÿííÿì Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó, à ðiâíÿí-
íÿ â (18) òà (20) � ðiâíÿííÿìè Âîëüòåð-
ðà ïåðøîãî ðîäó, ÿêi çà äîïîìîãîþ ïðèéî-
ìó Ãîëüìãðåíà çâîäÿòüñÿ äî åêâiâàëåíòíèõ

ðiâíÿíü Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó. Âèçíà÷è-
ìî îïåðàòîð (0 ≤ s < t ≤ T )

EstΦ(s, t) =
√

2

π

d

ds

t∫
s

(ρ− s)−
1
2Φ(ρ, t)dρ,

i ïîäi¹ìî íèì íà îáèäâi ÷àñòèíè êîæíîãî ç
ðiâíÿíü â (18), (20). Â îòðèìàíèõ âèðàçàõ,
çìiíèâøè ïîðÿäêè iíòåãðóâàííÿ ïî ρ i τ ,
ñïðîñòèìî ïîõiäíi âiä iíòåãðàëiâ çàëåæíèõ
âiä ïàðàìåòðiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è òàêå ïðàâè-
ëî:

∂

∂s

t∫
s

I(s, τ)dτ =

t∫
s

∂

∂s
I(s, τ)dτ,

ÿêùî lim
s↑τ

I(s, τ) = 0. Ïiñëÿ âèêîíàííÿ âêàçà-

íèõ äié ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (18)-
(20) íàáóäå âèãëÿäó

Vi(s, t) =
4∑

j=1

t∫
s

Kij(s, τ)Vj(τ, t)dτ+

+Ψi(s, t), i = 1, 4, (21)

äå

Kii(s, τ) =
√
bi(s, r)[EsτZ

′

i(s, r, τ, r)+

+ EsτQi(s, τ)], i = 1, 2,

Kij(s, τ) =

=
√
bi(s, r)EsτNij(s, τ), i = 1, 2, j ̸= i,

K4j(s, τ) =

=
√
b2(s, r2)EsτRj(s, τ), j = 1, 3,

K44(s, τ) =
√
b2(s, r2)[EsτZ

′

2(s, r2, τ, r2)−
− EsτJ(s, τ)], 0 ≤ s < τ < t ≤ T,

Qi(s, τ) =
qi(τ)

bi(τ, r)
+

+ P (i)
sτ Gi(s, x, τ, r)

∣∣
x=r

, i = 1, 2,

J(s, τ) =

∫
D2\{r2}

G2(ρ, y, τ, r2)π2(s, dy),

Ψi(s, t) = −
√
bi(s, r)EstΦi(s, t), i = 1, 2,

Ψ4(s, t) = −
√
b2(s, r2)EstΥ(s, t).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè, çàïðîïîíîâàíi
íàìè ó ðîáîòàõ [13, 14] äëÿ äîñëiäæåííÿ ïî-
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äiáíèõ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëü-
òåððà äðóãîãî ðîäó, âñòàíîâëþ¹ìî, ùî äëÿ
ôóíêöié Ψi â (21), ïðè âñiõ 0 ≤ s < t ≤ T ,
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|Ψi(s, t)| ≤ c0∥φ∥(t− s)−
1
2 , (22)

i ùî ÿäðà Kij ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

Kij(s, τ) = Hij(s, τ) +H
′

ij(s, τ), (23)

äå

H33(s, τ) = −b1(s, r1)
∫

D1(δ)

[Z1(s, r1, τ, r1)−

− Z1(s, y, τ, r1)]π1(s, dy),

H44(s, τ) = −
√
b2(s, r2)b2(τ, r2)×

×
∫

D2(δ)

∂Z2

∂y
(s, y, τ, r2)π2(s, dy),

Hij(s, τ) = 0, i = 1, 2 àáî i ̸= j,

à äëÿ ôóíêöi¨ H
′
ij ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|H ′

ij(s, t)| ≤ h(δ)∥φ∥(t− s)−1+α
2 . (24)

Òóò c0, h(δ) � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, äî òîãî æ
ñòàëà h çàëåæèòü âiä âèáîðó δ (δ � äîâiëüíå
äîäàòíå ÷èñëî); Dj(δ) = {y ∈ Dj : |y −
rj| < δ}.

Çâàæàþ÷è íà íåiíòåãðîâíó îñîáëèâiñòü
äåÿêèõ ÿäåð Kij, ÿêà âèíèêà¹ çà ðàõó-
íîê ôóíêöié Hij, ìè ïîêè ùî íå ìîæå-
ìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü (21) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Äîâåäåìî, ùî
ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè âñå æ òàêè iñíó¹ i éîãî
ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîñëi-
äîâíèõ íàáëèæåíü, òîáòî ïîäàòè ó âèãëÿäi
ñóìè ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó

Vi(s, t) =
∞∑
k=0

V
(k)
i (s, t), i = 1, 4, (25)

äå

V
(0)
i (s, t) = Ψi(s, t),

V
(k)
i (s, t) =

4∑
j=1

t∫
s

Kij(s, τ)V
(k−1)
j (τ, t)dτ,

k = 1, 2, . . .

Çíàéäåìî îöiíêó äëÿ ôóíêöi¨ V (1)
i . Äëÿ

öüîãî ïðîâåäåìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:

V
(1)
i (s, t) =

4∑
j=1

t∫
s

Kij(s, τ)V
(0)
j (τ, t)dτ =

=

t∫
s

Hii(s, τ)Ψi(τ, t)dτ+

+
4∑

j=1

t∫
s

H
′

ij(s, τ)Ψj(τ, t)dτ =

= Ṽ
(1)
i (s, t) + V̂

(1)
i (s, t), i = 1, 4. (26)

Ç íåðiâíîñòåé (22) òà (24) îòðèìó¹ìî
îöiíêó äëÿ äðóãîãî äîäàíêà ó âèðàçi (26):

|V̂ (1)
i (s, t)| ≤ 4c0h(δ)∥φ∥

Γ
(
α
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
1+α
2

) ×

× (t− s)−
1−α
2 , i = 1, 4, (27)

äå c0, h(δ) � ñòàëi ç (22) i (24) âiäïîâiäíî.
Îöiíèìî Ṽ

(1)
i (s, t) ïðè i = 3, 4 (çãiäíî ç

íàøèìè ïîçíà÷åííÿìè Ṽ
(1)
1 = Ṽ

(1)
2 = 0). Ó

âèïàäêó, êîëè i = 3, ìà¹ìî

∣∣∣Ṽ (1)
3 (s, t)

∣∣∣ ≤ c0B∥φ∥√
2πb

t∫
s

(t− τ)−
1
2×

× (τ − s)−
1
2dτ

∫
D1(δ)

(1− e−
(y−r1)

2

2b·(τ−s) )π1(s, dy) =

=
c0B∥φ∥√

2πb

t∫
s

(t− τ)−
1
2 (τ − s)−

1
2dτ×

×
∫

D1(δ)

π1(s, dy)

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

∂

∂θ
e−

θ(y−r1)
2

2b·(τ−s) dθ

∣∣∣∣∣∣ =
=
c0B∥φ∥
2b
√
2πb

∫
D1(δ)

(y − r1)
2π1(s, dy)×

×
1∫

0

e
−θ(y−r1)

2

2b·(t−s) dθ

t∫
s

(t− τ)−
1
2×

× (τ − s)−
3
2 e−

θ(y−r1)
2

2b·(t−s)
t−τ
τ−sdτ,
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äå b, B � ñòàëi ç 1). Ó âíóòðiøíüîìó ií-
òåãðàëi îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ çðîáèìî
çàìiíó çìiííèõ z = t−τ

τ−s
. Òîäi

|Ṽ (1)
3 (s, t)| ≤ c0B∥φ∥

2b
√
2πb(t− s)

×

×
∫

D1(δ)

(y − r1)
2π1(s, dy)

1∫
0

e−
θ(y−r1)

2

2b·(t−s) dθ×

×
∞∫
0

z−
1
2 e−θ

(y−r1)
2

2b·(t−s)
·zdz ≤

≤ c0B∥φ∥
2b

(t− s)−
1
2

∫
D1(δ)

|y − r1|π1(s, dy)×

×
1∫

0

θ−
1
2dθ ≤ c0p1(δ)∥φ∥(t− s)−

1
2 , (28)

äå p1(δ) = B
b
max
s∈[0,T ]

∫
D1(δ)

|y − r1|π1(s, dy).

ßêùî i = 4, òî äëÿ ôóíêöi¨ Ṽ (1)
4 (s, t)

ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü:

|Ṽ (1)
4 (s, t)| ≤

≤ c0
√
B∥φ∥

t∫
s

(t− τ)−
1
2

√
b2(τ, r2)dτ×

×
∫

D2(δ)

∣∣∣∣∂Z2

∂y
(s, y, τ, r2)

∣∣∣∣π2(s, dy) ≤
=
c0
√
B∥φ∥

b
√
2π

∫
D2(δ)

|y − r2|e−
y2

2B·(t−s)π2(s, dy)×

×
t∫

s

(t− τ)−
1
2 (τ − s)−

3
2 e−

(y−r2)
2

2B·(t−s)
· t−τ
τ−sdτ ≤

≤ c0p2(δ)∥φ∥(t− s)−
1
2 , (29)

äå p2(δ) = B
b
max
s∈[0,T ]

∫
D2(δ)

π2(s, dy).

Îá'¹äíóþ÷è (27), (28) i (29), çíàõîäèìî
îöiíêó äëÿ V (1)

i (s, t):

|V (1)
i (s, t)| ≤ c0∥φ∥(t− s)−

1
2×

×

[
4h(δ)T

α
2 Γ
(
α
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
1+α
2

) + p(δ)

]
, i = 1, 4,

äå c0, h(δ) � ñòàëi ç (22) i (24) âiäïîâiäíî,
p(δ) = max{p1(δ), p2(δ)}.

Äàëi, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äî-
âîäèìî, ùî ÷ëåíè V

(k)
i ðÿäó (25) çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíiñòü:

|V (k)
i (s, t)| ≤ c∥φ∥(t− s)−

1
2

k∑
n=0

Cn
k a

(k−n)p(δ)n,

k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 4, (30)

äå

a(n) =

(
4h(δ)T

α
2 Γ
(
α
2

))n · Γ (1
2

)
Γ
(
1+nα

2

) , n = 0, k.

Âèáåðåìî δ = δ0 ó òàêèé ñïîñiá, ùîá
p(δ0) < 1 i ïîçíà÷èìî h = h(δ0), p = p(δ0).
Òîäi, âðàõîâóþ÷è (30), áóäåìî ìàòè

∞∑
k=0

|V (k)(s, t, φ)| ≤ c0∥φ∥(t− s)−
1
2×

×
∞∑
k=0

k∑
m=0

Cm
k a

(k−m)pm =

= c0∥φ∥(t− s)−
1
2

∞∑
k=0

a(k)
∞∑

m=0

Cm
k+mp

m =

= c0∥φ∥(t− s)−
1
2

∞∑
k=0

a(k)

(1− p)k+1
=

= c0∥φ∥(t− s)−
1
2×

×
∞∑
k=0

(
4h
1−p

T
α
2 Γ
(
α
2

))k
Γ
(
1+kα

2

) ·
Γ(1

2
)

1− p
. (31)

Îöiíêà (31) çàáåçïå÷ó¹ àáñîëþòíó çái-
æíiñòü ðÿäó (25) ïðè 0 ≤ s < t ≤ T . Öå
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ V (s, t) iñíó¹, äî òîãî æ
âîíà ¹ íåïåðåðâíîþ äëÿ s ∈ [0, t) i äëÿ íå¨
ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|V (s, t)| ≤ c∥φ∥(t− s)−
1
2 , (32)

ïðè âñiõ 0 ≤ s < t ≤ T .
Ç äîïîìîãîþ îöiíîê (13) i (32) íåñêëà-

äíî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ïîáóäîâàíà
ôóíêöiÿ u(s, x, t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5)-(9),
ÿêèé ïðè âèêîíàííi óìîâè óçãîäæåííÿ

L
(2)
t φ(r2) = 0 (33)
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íàëåæèòü äî êëàñó (10).
Îòæå, íàìè äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.
Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè 1),

2) i à)-â). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ φ ∈
C(D), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó óçãîäæåííÿ
(33), iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5)-(9)
ç êëàñó (10). ßêùî êîåôiöi¹íòè îïåðàòî-

ðiâ A
(i)
s , i = 1, 2, ïðîäîâæåíî íà [0, T ] × R

òàê, ùî âëàñòèâîñòi 1), 2) âèêîíóþòüñÿ
ïðè âñiõ (s, x) ∈ [0, T ] × R, à ôóíêöiþ φ
ïðîäîâæåíî íà R òàê, ùî φ ∈ Cb(R), òî
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5)-(9) ìîæíà çîáðàçèòè ó
âèãëÿäi

u(s, x, t) =
∫
R
Gi(s, x, t, y)φ(y)dy+

+
t∫
s

Gi(s, x, τ, r)Vi(τ, t)dτ+

+
t∫
s

Gi(s, x, τ, ri)Vi+2(τ, t)dτ,

0 ≤ s ≤ t ≤ T, x ∈ Di, i = 1, 2,

äå Gi � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïå-

ðàòîðà ∂
∂s

+ A
(i)
s , à íàáið ôóíêöié (Vi)i=1,4

¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè iíåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó (21).
3. Ïîáóäîâà ïðîöåñó. Ðîçãëÿíåìî äâî-

ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ
Tst, 0 ≤ s < t ≤ T , ÿêi äiþòü íà ôóíêöiþ
φ ∈ Cb(R) çà òàêèì ïðàâèëîì:

Tstφ(x) = u(s, x, t, φ), x ∈ D, (34)

äå u(s, x, t, φ) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5)-(9) ç
ôóíêöi¹þ φ â óìîâi (6).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç CL(R) ïiäïðîñòið Cb(R),
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ôóíêöié φ ∈ Cb(R),
äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (33). Íåñêëà-
äíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî CL(R) ¹ çàìêíóòèì
ó Cb(R) i òîìó âií ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.
Áiëüøå òîãî, îïåðàòîðè Tst çàëèøàþòü ïðî-
ñòið CL(R) iíâàðiàíòíèì, òîáòî

φ ∈ CL(R) =⇒ Tstφ ∈ CL(R).

Çàóâàæèìî, ùî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Tst â ïðî-
ñòîði CL(R) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

i) ÿêùî φ(x) ≥ 0 ïðè âñiõ x ∈ D, òî
Tstφ(x) ≥ 0 ïðè âñiõ 0 ≤ s < t ≤ T, x ∈
D;

ii) Tst � ñòèñêóþ÷i îïåðàòîðè, òîáòî âîíè
íå çáiëüøóþòü íîðìó åëåìåíòà;

iii) Tst = TsτTτt, 0 ≤ s < τ < t ≤ T (íà-
ïiâãðóïîâà âëàñòèâiñòü);

iv) ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié φn ∈
CL(R) òàêà, ùî supn ∥φn∥ < ∞ i
limn→∞ φn(x) = φ(x) ïðè âñiõ x ∈ R,
òî limn→∞ Tstφn(x) = Tstφ(x) ïðè âñiõ
0 ≤ s < t ≤ T, x ∈ R.

Äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi i) ïðîâîäèòüñÿ ç
âèêîðèñòàííÿì ïðèíöèïó ìàêñèìóìó ïîäiá-
íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Âëàñòèâiñòü ii)
âèïëèâà¹ ç i) i ç òîãî ôàêòó, ùî Tst1 = 1
ïðè 0 ≤ s < t ≤ T . Íàïiâãðóïîâà âëàñòè-
âiñòü îïåðàòîðiâ Tst ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 1.
Ñïðàâäi, äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè u(s, x, t) =
Tstφ(x), êîëè äàíî, ùî lims↑t u(s, x, t) = φ(x),
ìîæíà ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ó ÷àñî-
âîìó ïðîìiæêó [τ, t], à ïîòiì ðîçâ'ÿçàòè ¨¨
ó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó [s, τ ] ç òi¹þ "ïî÷à-
òêîâîþ"ôóíêöi¹þ u(τ, x, t) = Tτtφ(x), ÿêó
áóëî îòðèìàíî; iíàêøå êàæó÷è, Tstφ(x) =
Tsτ (Tτtφ)(x), φ ∈ CL(R), àáî Tst = TsτTτt.
Íàðåøòi, âëàñòèâiñòü iv) ¹ î÷åâèäíèì íà-
ñëiäêîì òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ãðàíè÷íèé ïå-
ðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà.

Ç âëàñòèâîñòåé i)-iv) îïåðàòîðiâ Tst âè-
ïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ (äèâ. [17]).
Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåî-

ðåìè 1. Òîäi äâîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ëiíié-
íèõ îïåðàòîðiâ Tst, 0 ≤ s ≤ t ≤ T , âèçíà÷å-
íà ðiâíiñòþ (34), îïèñó¹ íåîäíîðiäíèé ïðî-
öåñ Ôåëëåðà íà D òàêèé, ùî â îáëàñòÿõ D1

i D2 âií çáiãà¹òüñÿ iç äèôóçiéíèìè ïðîöåñà-

ìè êåðîâàíèìè îïåðàòîðàìè A
(1)
s i A

(2)
s âiä-

ïîâiäíî, à éîãî ïîâåäiíêà â òî÷êàõ r, r1, r2
îïèñó¹òüñÿ óìîâîþ ñïðÿæåííÿ (1) òà êðà-
éîâèìè óìîâàìè (2), (3) âiäïîâiäíî.
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