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Äëÿ îäíîãî êëàñó âèðîäæåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü òèïó Êîëìîãîðîâà iç ñòàëè-
ìè êîåôiöi¹íòàìè âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ç óçàãàëüíåíèìè ïî÷àòêî-
âèìè äàíèìè â êëàñi íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié.

We establish the well solvability of the Cauchy problem with generalized initial data for a
class of degenerate parabolic systems of Kolmogorov type equations with constant coe�cients in
the class of in�nitely di�erentiable functions.

Ïðè ìîäåëþâàííi áðîóíiâñüêîãî ðóõó ôi-
çè÷íî¨ ñèñòåìè À.Ì. Êîëìîãîðîâ îäåðæàâ
óëüòðàïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ùiëü-
íîñòi éìîâiðíîñòi ìîæëèâèõ çíà÷åíü ¨¨ êî-
îðäèíàò òà ¨õ ïîõiäíèõ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ
[1]. Öå ðiâíÿííÿ âiäiãðàëî âàæëèâó ðîëü ïðè
äîñëiäæåííi òåïëîâèõ i äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ
ç iíåðöi¹þ â îäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi òà çó-
ìîâèëî çàðîäæåííÿ òåîði¨ âèðîäæåíèõ ïà-
ðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Êîëìîãîðîâà. Òà-
êi ðiâíÿííÿ áàãàòîðàçîâî óçàãàëüíþâàëèñü i
äîñëiäæóâàëèñü ðiçíèìè àâòîðàìè [2].

Ñèñòåìè ðiâíÿíü êîëìîãîðiâñüêîãî òèïó
ïåðøîþ ðîçïî÷àëà äîñëiäæóâàòè Ã.Ï. Ìà-
ëèöüêà [3]. Íåþ äëÿ âèïàäêó íåïðåðâíèõ êî-
åôiöi¹íòiâ, çàëåæíèõ ëèøå âiä ÷àñîâî¨ çìií-
íî¨, òà îäíîâèìiðíî¨ ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ âè-
ðîäæåííÿ, ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ìà-
òðèöþ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi (ÔÌÐÇÊ) òà
äîñëiäæåíî ¨¨ âëàñòèâîñòi ãëàäêîñòi é ïîâå-
äiíêó â îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíèõ ïðî-
ñòîðîâèõ òî÷îê.

Ó öié ñòàòòi äëÿ ñèñòåì ç [3] âñòàíîâ-
ëþ¹òüñÿ êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi
ó ïðîñòîðàõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, åëåìåíòàìè
ÿêèõ ¹ óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ òèïó ðîçïîäiëiâ
Ë.Øâàðöà.

1. Äîïîìiæíi âiäîìîñòi. Âèêîðèñòîâó-
âàòèìåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ: N, R i C � ìíî-
æèíè âñiõ íàòóðàëüíèõ, äiéñíèõ òà êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäíî, R+ := (0;+∞), i �

óÿâíà îäèíèöÿ, |x + iy| :=
√
x2 + y2, ÿêùî

{x, y} ⊂ R; x := (x1;x2) ∈ R2; (·, ·) �
ñêàëÿðíèé äîáóòîê â R2, ∥x∥ :=

√
(x, x)

äëÿ x ∈ R2, zl := zl11 z
l2
2 , |z|l := |z1|l1 |z2|l2 ,

ÿêùî z := (z1; z2) ∈ C2, l = (l1; l2) ∈ Z2
+,

α∗ = 1 − 1
2b
, β∗ := 1

2b
; |x|+ = |x1| + |x2|,

Π2
M := {(t; ξ)|t ∈M, ξ ∈ R2}, ⟨, ⟩ � ðåçóëü-

òàò äi¨ ôóíêöiîíàëà íà îñíîâíó ôóíêöiþ,
ïðè öüîìó, ÿêùî f = (f1, . . . , fm) i ψ(·) =
(ψlj(·))ml,j=1, òî

⟨f, ψ⟩ := col
( m∑

r=1

⟨fr, ψ1r⟩, . . . ,
m∑
r=1

⟨fr, ψmr⟩
)
.

Íàãàäà¹ìî íåîáõiäíi âiäîìîñòi ïðî ïðî-
ñòîðè òèïó S, äå S � ïðîñòið îñíîâíèõ ôóí-
êöié Ë.Øâàðöà. Äëÿ äîâiëüíèõ α > 0, β > 0

ïîêëàäåìî [4]

Sβ
α :=

{
φ ∈ S| ∃{c, A,B} ⊂ R+ ∀{k,m} ⊂ Z2

+

∀x ∈ R2 : |xk∂mx φ(x)| ≤ cA|k|+B|m|+kkαmmβ
}
.

Ç âiäïîâiäíîþ òîïîëîãi¹þ Sβ
α ¹ îá'¹äíàííÿì

ïîâíèõ äîñêîíàëèõ çëi÷åííî-íîðìîâàíèõ
ïðîñòîðiâ iç íåïåðåðâíèìè îïåðàöiÿìè äîäà-
âàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ, äèôåðåíöiþ-
âàííÿ òà çâè÷àéíîãî çñóâó τh íà êðîê h ∈ R2,
îñòàííÿ ç ÿêèõ ¹ ùå é íåñêií÷åííî äèôåðåí-
öiéîâíîþ.

Ó âèïàäêó α + β ≥ 1 ïðîñòið Sβ
α ¹ íå-

òðèâiàëüíèì i ìiñòèòü òiëüêè òi íåñêií÷åí-
íî äèôåðåíöiéîâíi â R2 ôóíêöi¨ φ, äëÿ ÿêèõ
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ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|∂mx φ(x)| ≤ cB|m|+mmβe−δ|x|
1
α
+ , m ∈ Z2

+, x ∈ R2,

ç äåÿêèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè c, B i δ, çà-
ëåæíèìè ëèøå âiä φ.

Ó âèïàäêó 0 < β < 1 ïðîñòið Sβ
α ñêëà-

äà¹òüñÿ ëèøå ç òèõ ôóíêöié φ, ÿêi ïðîäîâ-
æóþòüñÿ ç R2 äî öiëèõ ôóíêöié φ(x + iy),
(x+ iy) ∈ C2, ïðè÷îìó

|φ(x+ iy)| ≤ c exp
{
−δ1|x|1/α+ + δ2|y|1/(1−β)

+

}
,

ç äåÿêèìè {c, δ1, δ2} ⊂ R+. ßêùî β = 1, òî

åëåìåíòè φ âiäïîâiäíîãî ïðîñòîðó Sβ
α äîïó-

ñêàþòü àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ â äåÿêó çà-
ëåæíó âiä φ ìíîæèíó{

(x+ iy) ∈ C2| ∥y∥ < δ
}
.

ßêùî æ β > 1, òî ïðîñòið Sβ
α ìiñòèòü i

ôiíiòíi ôóíêöi¨. Ïðîñòîðè òèïó S ïîâ'ÿçàíi

ìiæ ñîáîþ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ F , çîêðåìà
ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ F [Sβ

α] = Sα
β ,

äå

F [X] :=
{
ψ| ψ(·) =

∫
R2

φ(x)ei(x,·)dx, φ ∈ X
}
.

Òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèé ç Sβ
α ïðîñòið ïî-

çíà÷èìî
(
Sβ
α

)′
. Iç íàëåæíîñòi f äî

(
Sβ
α

)′
âè-

ïëèâà¹ íàëåæíiñòü äî öüîãî ïðîñòîðó ïîõi-
äíî¨ ∂mx f, m ∈ Z2

+, çñóâó f(ax + h), a ̸= 0,
i äîáóòêó µf , äå µ � ìóëüòèïëiêàòîð ó Sβ

α.
Ïîñëiäîâíiñòü {φν , ν ≤ 1} ⊂ Sβ

α çáiãà¹òüñÿ

â Sβ
α äî φ ïðè 0 < β < 1 òîäi i òiëüêè òî-

äi, êîëè âîíà: 1) ïðàâèëüíî çáiãà¹òüñÿ íà C2,

òîáòî φν(z)
z∈K
⇒

ν→∞
φ(z) (ðiâíîìiðíî ùîäî z íà

êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ C2); 2) îáìåæåíà â
Sβ
α:

∃{c, δ1, δ2} ⊂ R+ ∀ν ≥ 1 ∀(x+ iy) ∈ C2 :

|φν(x+ iy)| ≤ c exp{−δ1|x|1/α+ + δ2|y|1/(1−β)
+ }.

Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨

f ∈
(
Sβ
α

)′
çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

⟨F [f ], F [φ]⟩ := (2π)2⟨f, φ⟩, φ ∈ Sβ
α;

âîíî ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ, âèçíà÷åíîþ
íà F [Sβ

α]. Îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F
−1

óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ g ∈
(
F [Sβ

α]
)′
çàäà¹òüñÿ

ôîðìóëîþ

⟨F−1[g], F−1[ψ]⟩ := (2π)−2⟨g, ψ⟩, ψ ∈ F [Sβ
α].

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíî T > 0, m ∈ N, 2b ∈
N i ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âèðîäæåíèõ ïàðàáî-
ëi÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Êîëìîãîðîâà âèãëÿäó

(∂t − x1∂x2)u(t;x) = A(i∂x1)u(t;x), (1)

(t; x) ∈ Π2
(0;T ],

äå u := col(u1; . . . ;um),

A(i∂x1) =

(
2b∑
k=0

aijk (i∂x1)
k

)m

i,j=1

� ìàòðè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç, êîå-
ôiöi¹íòè ÿêîãî ¹ ñòàëèìè íà [0;T ] i òàêèìè,
ùî âiäïîâiäíèé äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç

∂t − A(i∂x1)

¹ 2b-ïàðàáîëi÷íèì çà Ïåòðîâñüêèì íà ìíî-
æèíi Π2

(0;T ], òîáòî

∃δ0 > 0 ∀ξ1 ∈ R : max
j

Reλj(ξ1) ≤ −δ0|ξ1|2b.

Òóò λj � âëàñíi ÷èñëà ãîëîâíîãî ìàòðè÷íîãî
ñèìâîëà A0(ξ1) = ξ2b1

(
aij2b
)m
i,j=1

.
ßêùî äëÿ ñèñòåìè (1) çàäàòè ïî÷àòêîâó

óìîâó
u(t; ·)|t=0 = f, f ∈ (Sβ

α)
′ (2)

(òóò Sβ
α � âåêòîðíèé àíàëîã ïðîñòîðó Sβ

α),
òî ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (1), (2) íàçâåìî
âåêòîð-ôóíêöiþ u, ÿêà äèôåðåíöiéîâíà çà t,
íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà çà x íà ìíîæè-
íi Π2

(0;T ], çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó (1) ó çâè÷àé-
íîìó ðîçóìiííi, à ïî÷àòêîâó óìîâó (2) ó ñåí-
ñi çáiæíîñòi â ïðîñòîði (Sβ

α)
′, òîáòî

⟨u(t; ·), φ(·)E⟩ −→
t→+0

⟨f, φ(·)E⟩ (∀φ ∈ Sβ
α),

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m.

ÔÌÐÇÊ äëÿ ñèñòåìè (1) íàçâà¹òüñÿ ôóí-
êöiîíàëüíà ìàòðèöÿ G(t, x; τ, ξ) ðîçìiðíîñòi
m × m, âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ (t; x) ∈ Π2

(τ ;T ] é
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çàëåæíà âiä ïàðàìåòðè÷íî¨ òî÷êè (τ ; ξ) ∈
Π2

[0;T ), òàêà, ùî:

1) G ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó (t; x) çàäî-
âîëüíÿ¹ ñèñòåìó (1) íà Π2

(τ ;T ], τ ∈ [0;T );

2) âèêîíó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

G(t, x; τ, ξ) −→
t−→τ+0

δ(· − x)E

ó ðîçóìiííi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â ïðîñòîði S ′

ðîçïîäiëiâ Ë.Øâàðöà (òóò δ(·) � äåëüòà-
ôóíêöiÿ Äiðàêà).

Ó [3] ïîáóäîâàíî ÔÌÐÇÊ äëÿ ñèñòåìè (1)

G(t, x; τ, y) =
1

(2π)2

∫
R2

e−i(x,ξ)×

×ei(y,(ξ1−(t−τ)ξ2;ξ2))Θt
τ (ξ)dξ, (3)

äå

Θt
τ (ξ) = E +

∞∑
r=1

t∫
τ

t1∫
τ

. . .

tr−1∫
τ

( r∏
j=1

A(ξ1−

−(t− tj)ξ2)

)
dtr . . . dt2dt1.

Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ìàòðè÷íî¨ ôóíêöi¨
Θt

τ (·), çîêðåìà, âñòàíîâëåíî, ùî âîíà äî-
ïóñêà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ó êîìïëå-
êñíèé ïðîñòið C2 äî öiëî¨ ìàòðè÷íî¨ ôóí-
êöi¨, ïðè÷îìó

|Θt
τ (ξ+iη)| ≤ cexp{−(t−τ)[δ1(ξ2b1 +((t−τ)ξ2)2b)−

−δ2(η2b1 + ((t− τ)η2)
2b)]}, ξ + iη ∈ C2, (4)

0 ≤ τ < t ≤ T,

äå c, δ1, δ2 � äîäàòíi ñòàëi, çàëåæíi ëèøå âiä
T .

Öÿ îöiíêà çàáåçïå÷ó¹ íàëåæíiñòü äî ïðî-
ñòîðó Sβ∗

α∗ ïðè ôiêñîâàíèõ çìiííèõ t i τ êî-
æíîãî åëåìåíòà ìàòðèöi Θt

τ (·), ÿê ôóíêöi¨
ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨.

Çàçíà÷èìî, ùî çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà
T η,ξ
t , äiÿ ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

T η,ξ
t φ(x) = φ(x1 − ξ1, x2 + tη1 − ξ2),

ÔÌÐÇÊ G ìîæíà çîáðàçèòè òàê:

G(t, x; τ, ξ) =

(
T x,ξ
t−τF

−1
η→x[Θ

t
τ (η)]

)
(t, x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ R2

(òóò Fη→x îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð Ôóð'¹ äi¹ çà
çìiííîþ η i ïåðåâîäèòü ¨¨ â x).

Çâiäñè, âðàõóâàâøè âëàñòèâîñòi îïåðàòî-
ðà T η,ξ

t ( äèâ. [5]), îäåðæó¹ìî íàëåæíiñòü ìà-
òðè÷íî¨ ôóíêöi¨ G ñòîñîâíî êîæíî¨ ïðîñòî-
ðîâî¨ çìiííî¨ x i ξ äî âiäïîâiäíîãî âåêòîðíî-
ãî ïðîñòîðó Sβ∗

α∗ (ïðè ôiêñîâàíèõ t i τ), à òà-
êîæ ¨¨ (ñèëüíó) äèôåðåíöiéîâíiñòü çà çìií-
íîþ t ∈ (τ ;T ] òà íåñêií÷åííó äèôåðåíöiéîâ-
íiñòü çà çìiííîþ x ∈ R2 ó ïðîñòîði Sβ∗

α∗ (ÿê
àáñòðàêòíî¨ ôóíêöi¨ öèõ çìiííèõ).

2. Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êî-
øi. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçó¹ êî-
ðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi (1), (2).

Òåîðåìà. Íåõàé ïî÷àòêîâà âåêòîð ôóí-

êöiÿ f ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó
(
Sβ∗

α∗

)′
. Òîäi

äëÿ çàäà÷i Êîøi (1), (2) iñíó¹ ¹äèíèé íå-
ïåðåðâíî çàëåæíèé âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ
ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé äèôåðåíöiéîâíèé çà t, íå-
ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèé çà çìiííîþ x i
çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(t; x) = ⟨f,G(t, x; 0, ·)⟩, (t; x) ∈ Π2
(0;T ].

Äîâåäåííÿ. Äèôåðåíöiéîâíiñòü çà çìií-
íîþ t i íåñêií÷åííà äèôåðåíöiéîâíiñòü çà
çìiííîþ x íà ìíîæèíi Π2

(0;T ] âåêòîð-ôóíêöi¨
⟨f,G(t, x; 0, ·)⟩ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iç
ñèëüíî¨ äèôåðåíöiéîâíîñòi ó ïðîñòîði Sβ∗

α∗

ìàòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ G çà öèìè çìiííèìè.
Ñêîðèñòàâøèñü ëiíiéíiñòþ ôóíêöiîíàëà

f , à òàêîæ ðiâíiñòþ

∂tG(t, x; 0, ξ) = (x1∂x2 + A(i∂x1))G(t, x; 0, ξ),

äiñòàíåìî, ùî

∂tu(t; x) = ⟨f, ∂tG(t, x; 0, ·)⟩ =

= ⟨f, (x1∂x2 + A(i∂x1))G(t, x; 0, ·)⟩ =

= (x1∂x2 + A(i∂x1))u(t;x), (t; x) ∈ Π2
(0;T ].

Îòæå, âåêòîð-ôóíêöiÿ ⟨f,G(t, x; 0, ·)⟩ ¹ çâè-
÷àéíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1) íà ìíîæèíi
Π2

(0;T ].
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Ïåðåêîíà¹ìîñü òåïåð ó âèêîíàííi ïî÷à-
òêîâî¨ óìîâè (2) äëÿ çàçíà÷åíî¨ âåêòîð-
ôóíêöi¨ u(t; ·). Äëÿ öüîãî çàôiêñóâàâøè äî-
âiëüíî åëåìåíò φ ∈ Sβ∗

α∗ i âðàõóâàâøè îçíà-
÷åííÿ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ óçà-
ãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨, à òàêîæ ðåãóëÿðíiñòü
ôóíêöiîíàëà u(t; ·), îäåðæèìî

⟨u(t; x), φ(x)E⟩ = (2π)2×

×
∫
R2

(
⟨F−1

ξ→η[f ], F
−1
ξ→η[G(t, x; 0, ξ)]⟩

)
φ(x)dx =

=

∫
R2

⟨F−1
ξ→η[f ], I

t
η,φ(x)⟩dx, 0 < t ≤ T,

äå I tη,φ(x) := (2π)2φ(x)F−1
ξ→η[G(t, x; 0, ξ)].

Äàëi, äîâåäåìî iíòåãðîâíiñòü àáñòðàêòíî¨
ìàòðèöi I tη,φ(x) çà x ïðè êîæíîìó ôiêñîâà-

íîìó t ∈ (0;T ] ó ïðîñòîði Sβ∗

α∗ , òîáòî ïåðåâi-
ðèìî âèêîíàííÿ íàñòóïíèõ óìîâ:

1) iíòåãðîâíiñòü ìàòðè÷íî¨ ôóíêöi¨
I tη,φ(x) çà x íà êîæíié ìíîæèíi

K(r) :=
{
x ∈ R2| ∥x∥ ≤ r

}
, r > 0,

ó ïðîñòîði Sβ∗

α∗ ;

2) J t
r,φ(η) :=

∫
K(r)

I tη,φ(x)dx
Sβ

∗
α∗−→

r→+∞
J t
φ(η), η ∈

R2, 0 < t ≤ T, äå

J t
φ(η) :=

∫
R2

I tη,φ(x)dx.

Äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè 1) äîñèòü óñòà-
íîâèòè íåïåðåðâíiñòü àáñòðàêòíî¨ ìàòðèöi
I tη,φ(x) íà ìíîæèíi K(r) ó ñåíñi òîïîëîãi¨

ïðîñòîðó Sβ∗

α∗ ïðè η ∈ R2, t ∈ (0;T ]. Ïðîòå
öÿ íåïåðåðâíiñòü ñòà¹ î÷åâèäíîþ, ÿêùî çâà-
æèòè íà ñèëüíó äèôåðåíöiéîâíiòü ñòîñîâíî
çìiííî¨ x ìàòðèöi G(t, x; 0, ξ) ó öüîìó ïðî-
ñòîði, à òàêîæ íà íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà
ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ó ïðîñòîðàõ òèïó S.

Âñòàíîâèìî âèêîíàííÿ óìîâè 2). Âðàõî-
âóþ÷è êðèòåðié çáiæíîñòi ó ïðîñòîði Sβ∗

α∗ , íå-
îáõiäíî ïåðåêîíàòèñÿ ó âèêîíàííi íàñòóïíèõ
óìîâ:

I) |J t
r,φ(ζ)− J t

φ(ζ)|
ζ∈K
⇒

r→+∞
0, 0 < t ≤ T, äëÿ

äîâiëüíîãî êîìïàêòà K ⊂ C2;

II) îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi J t
r,φ(·), r ∈

N, ó Sβ∗

α∗ ïðè êîæíèõ ôiêñîâàíèõ t ∈ (0;T ].
Áåçïîñåðåäíüî iç ñòðóêòóðè (3) ÔÌÐÇÊ

G îäåðæó¹ìî, ùî

G(t, x; τ, ξ) = (2π)−2Fz→ξ[e
−i(x,(z1+(t−τ)z2;z2))×

×Θt
τ (z1+(t−τ)z2; z2)], {x, ξ} ∈ R2, 0 ≤ τ < t ≤ T,

i, âiäòàê ïðèõîäèìî äî òàêîãî çîáðàæåííÿ
ìàòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ I tz,φ(x):

I tz,φ(x) = e−i(x,(z1+tz2;z2))φ(x)×

×Θt
0(z1 + tz2; z2), {x, z} ∈ R2, 0 < t ≤ T.

Íàäàëi êîðèñòóâàòèìåìîñÿ öèì çîáðà-
æåííÿì, ÿêå, ìiæ iíøèì, ¹ çðó÷íèì äëÿ àíà-
ëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ çà çìiííîþ z ìàòðè-
÷íî¨ ôóíêöi¨ I tz,φ(x) ó êîìïëåêñíèé ïðîñòið
C2.

Îñêiëüêè φ ∈ Sβ∗

α∗ , òî

∃{c, δ} ⊂ R+ ∀x ∈ R2 : |φ(x)| ≤ cexp
{
−δ|x|1/β

∗

+

}
.

Äëÿ êîæíî¨ êóëi K̄(ρ) := {ζ ∈ C2| ∥ζ∥ ≤
ρ}, ρ > 0, ìà¹ìî∣∣∣ ∫
R2

I tζ,φ(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫

R2

|φ(x)||e−i(x,(ζ1+tζ2;ζ2))|dx×

×|Θt
0(ζ1 + tζ2; ζ2)| ≤

≤ c sup
ζ∈K̄(ρ), x∈R2

{
e−

δ
2
|x|1/β

∗
+ |e−i(x,(ζ1+tζ2;ζ2))|

}
×

× sup
ζ∈K̄(ρ)

{
|Θt

0(ζ1 + tζ2; ζ2)|
}∫

R2

e−
δ
2
|x|1/β

∗
+ dx =

= c1(t, ρ) < +∞, 0 < t ≤ T, ζ ∈ K̄(ρ).

Îòæå, iíòåãðàë
∫
R2

I tζ,φ(x)dx çáiãà¹òüñÿ ðiâíî-

ìiðíî ùîäî ζ íà äîâiëüíié êóëi K̄(ρ) ïðè êî-
æíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈ (0;T ]. Çâiäñè òà ç
ðiâíîñòi

|J t
r,φ(ζ)− J t

φ(ζ)| =
∣∣∣ ∫
R2\K(r)

I tζ,φ(x)dx
∣∣∣,
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äiñòà¹ìî âèêîíàííÿ óìîâè I).

Óìîâà II) òåæ âèêîíó¹òüñÿ. Ñïðàâäi, äëÿ
âñiõ r > 0, ζ ∈ C2 i t ∈ (0;T ] ìà¹ìî

|J t
r,φ(ζ)| ≤

∫
R2

|I tζ,φ(x)|dx ≤

≤ c

∫
R2

e−δ|x|2b+ |e−i(x,(ζ1+tζ2;ζ2))|dx|Θt
0(ζ1+tζ2; ζ2)|.

Áåçïîñåðåäíüî ç îöiíêè (4), äëÿ êîæíîãî
ôiêñîâàíîãî t ∈ (0;T ] îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ
òàêèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ c0, δ+ i δ−, ç ÿêèìè
äëÿ âñiõ ζ ∈ C2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|Θt
0(ζ1 + tζ2; ζ2)| ≤ c0e

−δ−|Reζ|2b+ +δ+|Imζ|2b+ .

Çâàæèâøè òåïåð íà òå, ùî

sup
ζ∈C2, x∈R2

{
e−δ(∥x∥+∥ζ∥)2b|e−i(x,(ζ1+tζ2;ζ2))|

}
<∞

ïðè êîæíîìó δ > 0 i t ∈ (0;T ], äiñòàíåìî
îöiíêó

|J t
r,φ(ζ)| ≤ ce−δ0|Reζ|2b+ +δ1|Imζ|2b+ ,

r > 0, ζ ∈ C2, t ∈ (0;T ],

â ÿêié îöiíî÷íi ñòàëi çàëåæàòü ëèøå âiä
t. Öå é îçíà÷à¹ îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi
J t
r,φ(·), r ∈ N, ó ïðîñòîði Sβ∗

α∗ ïðè êîæíîìó
ôiêñîâàíîìó t ∈ (0;T ].

Òàêèì ÷èíîì, âñòàíîâëåíî ðiâíiñòü

⟨u(t;x), φ(x)E⟩ = ⟨F−1
ξ→η[f ], J

t
φ(η)⟩, (5)

φ ∈ Sβ∗

α∗ , (t;x) ∈ Π2
(0;T ],

ç ÿêî¨ çãiäíî ç àíàëîãîì âiäïîâiäíîãî òâåð-
äæåííÿ ëåìè 6 ç [5] îäåðæó¹ìî

⟨u(t; x), φ(x)E⟩ −→
t→+0

−→
t→+0

(2π)2⟨F−1[f ](η), F−1[φ](η)E⟩ = ⟨f, φE⟩,

äëÿ äîâiëüíèõ φ ∈ Sβ∗

α∗ .
Îòæå, âèêîíàííÿ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè (2)

äëÿ çàçíà÷åíî¨ âåêòîð ôóíêöi¨ u(t;x) âñòà-
íîâëåíî.

Äîâåäåìî äàëi ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
Êîøi (1), (2). Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âiäîìèì ñïîñî-
áîì Õîëüìãðåíà, íàëåæíî ïðèñòîñóâàâøè
éîãî äî äàíîãî âèïàäêó. Íàãàäà¹ìî, ùî öåé
ñïîñiá õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òèì, ùî ç iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó çàäàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïðè äî-
âiëüíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ç ïåâíîãî îñíîâ-
íîãî ïðîñòîðó âèïëèâà¹ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiäíî¨ ñïðÿæåíî¨ ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü.

Ðîçãëÿíåìî ñïðÿæåíó çàäà÷ó Êîøi:(
− ∂t + P ∗(∂x1)

)
vτ (t;x) = 0, (6)

(t;x) ∈ Π2
[0;τ),

vτ (t; ·)
Sβ

∗
α∗−→

t→τ−0
φ(·), φ ∈ Sβ∗

α∗ , (7)

äå τ ∈ (0;T ], a P ∗(∂x1) � ñïðÿæåíèé çà Ëà-
ãðàíæåì ç P (∂x1) := x1∂x2 − A(i∂x1) äèôå-
ðåíöiàëüíèé âèðàç.

Îñêiëüêè φ ∈ Sβ∗

α∗ , òî çãiäíî ç [3] êëà-
ñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (6) çîáðàæó¹òüñÿ
ðiâíiñòþ

vτ (t; ·) =
∫
R2

G∗(t, ·; τ, ξ)φ(ξ)dξ, 0 ≤ t < τ ≤ T,

â ÿêié G∗ � âiäïîâiäíà ÔÌÐÇÊ äëÿ ñèñòåìè
(6).

Ìiðêóþ÷è ÿê i ó âèïàäêó çàäà÷i Êîøi (1),
(2), äîòðèìóþ÷èñü ïðè öüîìó ñõåìè, çàïðî-
ïîíîâàíî¨ â [5], ïåðåêîíó¹ìîñÿ ó òîìó, ùî
âåêòîð ôóíêöiÿ vτ (t; ·) ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó
Sβ∗

α∗ ïðè âñiõ t i τ , 0 ≤ t < τ ≤ T , ÿêà çàäî-
âîëüíÿ¹ âiäïîâiäíó ïî÷àòêîâó óìîâó (7).

Äàëi, îçíà÷èìî îïåðàòîð Ωt
τ : Sβ∗

α∗ → Sβ∗

α∗

ðiâíiñòþ

Ωt
τφ(·) := vτ (t; ·), 0 ≤ t < τ ≤ T.

Âií ¹ ëiíiéíèì, íåïåðåðâíèì i òàêèì, ùî äëÿ
âñiõ φ ∈ Sβ∗

α∗

∂tΩ
t
τφ = P ∗(∂x1)Ω

t
τφ, Ω

t
τφ

Sβ
∗

α∗−→
t→τ−0

φ. (8)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðîçâ'ÿçîê u(t; ·) =

⟨f,G(t, ·; 0, η)⟩, f ∈ (Sβ∗

α∗)′, çàäà÷i Êîøi (1),
(2), ÿêèé, î÷åâèäíî, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó
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(Sβ∗

α∗)′. Äëÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i Êî-
øi äîñèòü äîâåñòè, ùî ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè (1) ïðè íóëüîâié ïî÷àòêîâié óìîâi
(2) ìîæå áóòè ëèøå u = 0.

Çàñòîñó¹ìî ôóíêöiîíàë u äî ôóíêöi¨ Ωt
τφ,

äå φ� äîâiëüíèé åëåìåíò ç Sβ∗

α∗ , i ðîçãëÿíåìî∑t
τ φ := ⟨u,Ωt

τφ⟩. Äèôåðåíöiþþ÷è
∑t

τ φ çà
çìiííîþ t òà âèêîðèñòîâóþ÷è (1) i (8), îäåð-
æèìî [4, ñ.96]

∂t

t∑
τ

φ = ⟨∂tu,Ωt
τφ⟩+ ⟨u, ∂tΩt

τφ⟩ =

= −⟨Pu,Ωt
τφ⟩+ ⟨u, P ∗Ωt

τφ⟩ =

= −⟨Pu,Ωt
τφ⟩+ ⟨Pu,Ωt

τφ⟩ = 0, φ ∈ Sβ∗

α∗ ,

0 ≤ t < τ ≤ T.

Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî∑t
τ φ � ñòàëà âåëè÷èíà. ßêùî òåïåð âðà-

õóâàòè ïî÷àòêîâó óìîâó u(t; ·) |t=0= 0, òî
ìàòèìåìî, ùî äëÿ âñiõ t ∈ [0; τ)

∑t
τ φ =

0, φ ∈ Sβ∗

α∗ . Çîêðåìà, ïðè t → τ − 0, çãi-
äíî (8) i òèì, ùî åëåìåíòè âåêòîð-ôóíêöi¨
u � íåïåðåðâíi ôóíêöiîíàëè ç (Sβ∗

α∗ )′, ìà¹-
ìî

∑t
τ φ = ⟨u, φ⟩, φ ∈ Sβ∗

α∗ . Òàêèì ÷èíîì,
u(t; ·) = 0 äëÿ t ∈ [0; τ ]. Äîâiëüíiñòü âèáî-
ðó τ ç (0;T ] çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ îñòàííüî¨
ðiâíîñòi äëÿ âñiõ t ∈ [0;T ].

Íàîñòàíîê, ïåðåêîíà¹ìîñü ó íåïåðåðâíié
çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (1), (2) âiä
ïî÷àòêîâèõ äàíèõ. Äëÿ öüîãî äîñèòü óñòàíî-
âèòè, ùî

∀{f ; fν , ν ≥ 1} ⊂ (Sβ∗

α∗)′ : fν
(Sβ

∗
α∗ )

′

−→
ν→+∞

f,

âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ

uν := ⟨fν , G⟩
(Sβ

∗
α∗ )

′

−→
ν→+∞

⟨f,G⟩ =: u.

Ïðîòå öåé ôàêò ñòà¹ î÷åâèäíèì, ÿêùî çâà-
æèòè íà ðiâíiñòü (5) òà âëàñòèâiñòü íåïå-
ðåðâíîñòi îïåðàòîðà ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ó
ïðîñòîði (Sβ∗

α∗)′.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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