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Âèêîðèñòàíî àïàðàò ôóíêöié Ëÿïóíîâà äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòîõàñòè÷íî¨ ñòié-
êîñòi â öiëîìó ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïóàññîíîâèìè
çáóðåííÿìè ç óðàõóâàííÿì âíóòðiøíiõ ìàðêîâñüêèõ ïàðàìåòðiâ i çîâíiøíiõ ïåðåìèêàíü òèïó
ëàíöþãà Ìàðêîâà.

We use the technique of Lyapunov functions for investigation of the global asymptotic
stochastic stability of a strong solution of stochastic di�erential equations with Poisson perturbati-
ons and given internal Markov parameters and external switchings of a Markov type chain.

Âñòóï
Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ñòîõàñòè÷íèõ äè-

íàìi÷íèõ ñèñòåì ó ðiçíèõ ïîñòàíîâêàõ ïðî-
âîäèëèñü â ïðàöÿõ [3, 6, 9, 13, 16�20]. Îäíàê
âèêîðèñòàííÿ äðóãîãî ìåòîäó Ëÿïóíîâà äî
çàäà÷ ñòiéêîñòi ñèñòåì ç âèïàäêîâèìè ïà-
ðàìåòðàìè âïåðøå áóâ çàïðîïîíîâàíèé ó
ïðàöi [7]. Öåé ïiäõiä äîçâîëèâ âèêîðèñòàòè
äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
(ÑÄÐ) îñíîâíi ðåçóëüòàòè êëàñè÷íî¨ òåîði¨
ñòiéêîñòi. Â ðåçóëüòàòi âäàëîñÿ âñòàíîâèòè
ðÿä õàðàêòåðíèõ âëàñòèâîñòåé ñòîõàñòè÷íèõ
ñèñòåì. Â öüîìó íàïðÿìêó ïðàöþâàëè âè-
äàòíi ìàòåìàòèêè XX�XXI ñò. É.I. Ãiõìàí,
À.Â. Ñêîðîõîä, Â.Ñ. Êîðîëþê, Ð.Ç. Õàñüìií-
ñüêèé, �.Ô. Öàðêîâ, Ã.Äæ. Êóøíåð òà ií-
øi. Ó âñiõ çãàäàíèõ ðîáîòàõ ðîçãëÿäàëàñÿ
â îñíîâíîìó ñòiéêiñòü âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
ç íåïåðåðâíèìè ôàçîâèìè òðà¹êòîðiÿìè, ÿê
ðîçâ'ÿçîê ÑÄÐ Iòî, àáî âèïàäêîâèõ ïðîöå-
ñiâ, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííi ñòðèáêè i îïèñóþ-
òüñÿ óçàãàëüíåíèìè ñòîõàñòè÷íèìè ðiâíÿí-
íÿìè Iòî-Ñêîðîõîäà. Ó ìîíîãðàôi¨ I.ß. Êàöà
[7] ðîçãëÿíóòà ìîäåëü ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü
ç ìàðêîâñüêèìè ïàðàìåòðàìè, òàê çâàíèõ
ðiâíÿíü âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè, ÿêi äîçâîëÿ-
þòü ðîçãëÿäàòè ñòiéêiñòü ñèñòåì ç ðîçðèâíè-
ìè ôàçîâèìè òðà¹êòîðiÿìè. Âiäìiòèìî, ùî
òàêà ñèòóàöiÿ ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïðè îïèñàí-
íi áàãàòüîõ ôiçèêî-òåõíi÷íèõ çàäà÷, ñòàíó
ôîíäîâîãî (B, S)-ðèíêó öiííèõ ïàïåðiâ òî-
ùî. Ó ìîíîãðàôi¨ �.Ô. Öàðêîâà, Ì.Ë. Ñâåð-

äàíà [14] ðîçãëÿíóòà ñòiéêiñòü äåòåðìiíîâà-
íèõ ðiçíèöåâèõ i äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç óðàõó-
âàííÿì ìàðêîâñüêèõ ïàðàìåòðiâ òà iìïóëü-
ñíèõ ìàðêîâñüêèõ ïåðåìèêàíü. Ïðàöi [11,12]
óçàãàëüíþþòü îêðåìi ðåçóëüòàòè ìîíîãðà-
ôié [7] i [14], à ñàìå: ðîçãëÿíóòî ñòîõàñòè÷íå
äèôóçiéíå ðiâíÿííÿ ç óðàõóâàííÿì ìàðêîâ-
ñüêèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêi çóìîâëþþòü âíóòði-
øíþ çìiíó ñòðóêòóðè ñèñòåìè iç çáåðåæå-
ííÿì âëàñòèâîñòi ñòîõàñòè÷íî¨ íåïåðåðâíî-
ñòi ðåàëiçàöié çà I.ß. Êàöîì, à òàêîæ âðà-
õîâóþòüñÿ çîâíiøíi ìàðêîâñüêi ïåðåìèêàí-
íÿ ó âèïàäêîâi ìîìåíòè ÷àñó çà �.Ô. Öàð-
êîâèì. Ó äàíié ðîáîòi óçàãàëüíåíî ðåçóëüòà-
òè Â.Ê. ßñèíñüêîãî, I.Â. Þð÷åíêà, Ò.Î. Ëó-
êàøiâà [11, 12] íà âèïàäîê ñèñòåì âèïàäêî-
âî¨ ñòðóêòóðè ç ïóàññîíîâèìè çáóðåííÿìè
ç óðàõóâàííÿì çîâíiøíiõ ìàðêîâñüêèõ ïåðå-
ìèêàíü.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Íà éìîâiðíiñíîìó áàçèñi [1, 5] (Ω,F,F ≡

{Ft ⊂ F, t ≥ 0},P) ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå
äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Iòî-Ñêîðîõîäà,
ÿêå áóäåìî òðàêòóâàòè ÿê äèíàìi÷íó ñèñòå-
ìó âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè [7]

dx(t) = a(t, ξ(t), x(t))dt+b(t, ξ(t), x(t))dw(t)+

+

∫
U

c(t, ξ(t), u, x(t))ν̃(du, dt) (1)

iç çîâíiøíiìè ìàðêîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿ-
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ìè

∆x(t)|t=tk = g(tk−, ξ(tk−), ηk, x(tk−)), (2)

tk ∈ S ≡ {tn} ⇑, n = 0, 1, 2, ..., lim
n→∞

tn = +∞,

i ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

ξ(t0) = y ∈ Y, x(t0) = x0 ∈ Rm,

ηk0 = h ∈ H, U ⊂ Rm. (3)

Òóò ξ(t) � ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ iç çíà÷åí-
íÿìè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîðiY ç ïåðåõiäíîþ
éìîâiðíiñòþ P(s, y, t); {ηk, k ≥ 0} � ëàíöþã
Ìàðêîâà iç çíà÷åííÿìè â ìåòðè÷íîìó ïðî-
ñòîði H ç ïåðåõiäíîþ éìîâiðíiñòþ íà k-îìó
êðîöi Pk(h,G); x(t) ≡ x(t, ω): [0,+∞)×Ω →
Rm; w(t) ≡ w(t, ω) � m-âèìiðíèé ñòàíäàð-
òíèé âiíåðiâ ïðîöåñ; ν̃(du, dt) � îäíîâèìið-
íà öåíòðîâàíà ïóàññîíîâà ìiðà [3]; òðà¹êòî-
ði¨ ïðîöåñó x(t), t ≥ 0 íàëåæàòü ïðîñòîðó
Ñêîðîõîäà D íåïåðåðâíèõ ñïðàâà ôóíêöié,
ÿêi ìàþòü ëiâîñòîðîííi ãðàíèöi [1, 15].

Ïðèïóñòèìî, ùî âèìiðíi çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ âiäîáðàæåííÿ a: R+ × Y × Rm →
Rm, b: R+×Y×Rm → Rm×Rm, c: R×Y×
U×Rm → Rm òà g: R+ ×Y×H× Rm → Rm

çàäîâîëüíÿþòü çà îñòàííiì àðãóìåíòîì óìî-
âó Ëiïøèöÿ

|a(t, y, x(1))− a(t, y, x(2))|+ |b(t, y, x(1))−

−b(t, y, x(2))|+
∫
U

|c(t, y, u, x(1))−

−c(t, y, u, x(2))|Π(du) + |g(t, y, h, x(1))−
−g(t, y, h, x(2))| ≤ L|x(1) − x(2)|, L > 0, (4)

ïðè ∀t ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H i óìîâó

|a(t, y, 0)|+ |b(t, y, 0)|+
∫
U

|c(t, y, u, 0)|Π(du)+

+|g(t, y, h, 0)| = L1 <∞. (5)

Âêàçàíi óìîâè ùîäî a, b, c i g ãàðàíòóþòü
iñíóâàííÿ ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)�(3)
ç òî÷íiñòþ äî ñòîõàñòè÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi
ïðè áóäü-ÿêèõ t0 ≥ 0, x ∈ Rm i çàäàíèõ ðå-
àëiçàöiÿõ y ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó {ξ(t), t ≥
t0} ∈ Y i ðåàëiçàöiÿõ h ëàíöþãà Ìàðêîâà
{ηk, k ≥ k0} [2, 4].

2. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ
Âèïàäêîâi çìiíè ñòðóêòóðè ïàðàìåòðà

ξ(t) ∈ Y â äèôóçiéíîìó ÑÄÐ (1), ÿê ïðà-
âèëî, áóäåìî âðàõîâóâàòè îäíèì iç òàêèõ
ñïîñîáiâ [7, 14�16].

I. Íåõàé ξ(t) ∈ Y � ñóòî ðîçðèâíèé ñêà-
ëÿðíèé ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ, óìîâíà éìîâið-
íiñòü ÿêîãî äîïóñêà¹ ðîçêëàä [4]

P{ξ(t+∆t) ∈ [β, β +∆β]/ξ(t) = α ̸= β} =

= p(t, α, β)∆β∆t+ o(∆t),

P{ξ(τ) = α, t < τ < t+∆t/ξ(t) = α} =

= 1− p(t, α)∆t+ o(∆t),

äå P{·/·} � óìîâíà éìîâiðíiñòü; o(∆t) �
íåñêií÷åííî ìàëà âåëè÷èíà âèùîãî ïîðÿä-
êó ìàëîñòi âiäíîñíî ∆t. Çàçíà÷èìî, ùî
çà óìîâè ðåãóëÿðíîñòi ìàéæå âñi ðåàëiçà-
öi¨ ¹ êóñêîâî-ñòàëèìè íåïåðåðâíèìè ñïðàâà
ôóíêöiÿìè.

II. Ñêàëÿðíèé ïðîöåñ ξ(t) � îäíîðiäíèé
ìàðêîâñüêèé ëàíöþã çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì
ñòàíiâ Y ≡ {y1, y2, . . . , yk} i âiäîìèìè ïàðà-
ìåòðàìè qij çà óìîâè qi =

∑
j ̸=i

qij, i, j = 1, k.

Ïðè öüîìó óìîâíi éìîâiðíîñòi äîïóñêàþòü
ðîçêëàä

P{ξ(t+∆t) = yi/ξ(t) = yi} = qij∆t+ o(∆t),

P{ξ(τ) = yi, t < τ < t+∆t/ξ(t) = yi} =

= 1− qi∆t+ o(∆t).

III. Ó ìîìåíò τ çìiíè ñòðóêòóðè ñèñòåìè
yi → yj âiäáóâà¹òüñÿ âèïàäêîâà ñòðèáêîïî-
äiáíà çìiíà ôàçîâîãî âåêòîðà x(τ − 0) = x,
x(τ) = z, äëÿ ÿêîãî çàäàíà óìîâíà ùiëüíiñòü
pij(τ, z), à ñàìå:

P{x(τ) ∈ [z, z + dz]/ξ(t− 0) = x} =

= pij(τ, z/x)dz + o(dz).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåçPk((y, h),Γ×G) ïåðåõiä-
íó éìîâiðíiñòü ëàíöþãà Ìàðêîâà (ξ(tk), ηk)
íà k-îìó êðîöi. Âiäïîâiäíî äî ïðèéíÿòèõ â
òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ïîçíà÷åíü [4, 5, 17] (ïî-
â'ÿçàíèõ iç öèì ëàíöþãîì) ââåäåìî iíäåêñè
òàê, ùîá âèêîíóâàëèñü ðiâíîñòi

Ptk
y,h(ξ(tk+1) ∈ Γ, ηk+1 ∈ G) ≡ Pk((y, h),Γ×G)
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ïðè âñiõ tk ≥ t0, y ∈ Y, h ∈ H i áîðåëåâèõ
Γ ∈ Y òà G ∈ H.

Òåïåð ââåäåìî ôóíêöiþ

Pk((y, h, φ),Γ×G× C) ≡

≡ Ptk
y,h(x(tk+1, tk, y, h) ∈ C,

ξ(tk+1) ∈ Γ, ηk+1 ∈ G)

ïðè âñiõ tk ∈ S ∪ {t0}, k ∈ N∪ {0}, x ∈ Rm,
y ∈ Y, h ∈ H i áîðåëåâèõ C ⊂ Rm, Γ ⊂ Y,
G ⊂ H.
Îçíà÷åííÿ 1. Ïîñëiäîâíiñòþ äèñêðå-

òíèõ îïåðàòîðiâ Ëÿïóíîâà (lvk)(y, h, x) íà
ïîñëiäîâíîñòi âèìiðíèõ ñêàëÿðíèõ ôóíêöié
vk(y, h, x): Y×H×Rm → → R1, k ∈ N∪{0},
äëÿ ÑÄÐ (1) iç çîâíiøíiìè ìàðêîâñüêèìè
ïåðåìèêàííÿìè (2) âèçíà÷èìî íàñòóïíèì
÷èíîì [4]

lvk(y, h, x) ≡
∫

Y×H×Rm

Pk(y, h, x)(du×dz×dl)·

·vk+1(u, z, l)− vk(y, h, x). (6)

Çãiäíî ç [14, 18] äèñêðåòíèé îïåðàòîð Ëÿ-
ïóíîâà lvk íà ðîçâ'ÿçêàõ ñèñòåìè (1)�(3) ìà¹
âèãëÿä

lvk(y, h, x) = Lvk(t, y, h, x) =
∂vk(t, y, h, x)

∂t
+

+
(∂vk(t, y, h, x)

∂x

)T
a(t, y, h, x)+

+
1

2
Sp
(
∇2

xxvk(t, y, h, x)b(t, y, h, x)·

·bT (t, y, h, x)
)
+

+

∫
U

[
vk(t, y, h, x+c(t, y, h, x))−vk(t, y, h, x)−

−((∇xvk(t, y, h, x)), c(t, y, h, x, u))
]
Π(du)+

+
∑
j ̸=i

[vk(t, yj, h, x)− vk(t, yi, h, x)]qij.

Îçíà÷åííÿ 2. Ïîñëiäîâíiñòþ ôóí-
êöié Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìè âèïàäêîâî¨
ñòðóêòóðè (1)�(3) íàçâåìî ïîñëiäîâíiñòü
íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié {vk(y, h, x), k ≥ 0}
òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) ïðè âñiõ k ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, x ∈ Rm

âèçíà÷åíî äèñêðåòíèé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà
(lvk)(y, h, x);

2) ïðè r → +∞

v(r) ≡ inf
k∈N,y∈Y
h∈H,|x|≥r

vk(y, h, x) → +∞; (7)

3) ïðè r → 0

v(r) ≡ sup
k∈N,y∈Y
h∈H,|x|≤r

vk(y, h, x) → 0, (8)

ïðè÷îìó v̄(r) i v(r) íåïåðåðâíi i ìîíîòîííi.

Ðîçãëÿíåìî ñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó x ≡ 0 ñèñòåìè (1)�(3) çà
óìîâ (5) ïðè c = 0.

Îñêiëüêè ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê
x(t) ≡ x(t, ω) ∈ Rm ÑÄÐ (1) îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïî÷àòêîâèõ
äàíèõ x(t0) = x0, ξ(t0) = y, ηk0 = h, òî
íàäàëi éîãî ïîçíà÷àòèìåìî x(t, t0, y, h, x0).
Îçíà÷åííÿ 3. Ñèñòåìó âèïàäêîâî¨

ñòðóêòóðè (1)�(3) íàçâåìî:
� ñòiéêîþ çà éìîâiðíiñòþ â öiëîìó,

ÿêùî äëÿ ∀ε1 > 0, ε2 > 0 ìîæíà âêàçàòè
òàêå δ > 0, ùî ç íåðiâíîñòi |x| < δ âèïëè-
âà¹ íåðiâíiñòü

P

{
sup
t≥t0

|x(t, t0, y, h, x)| > ε1

}
< ε2

ïðè âñiõ y ∈ Y, h ∈ H, x ∈ Rm i t0 ≥ 0;
� àñèìïòîòè÷íî ñòîõàñòè÷íî ñòiéêîþ

â öiëîìó, ÿêùî âîíà ñòiéêà çà éìîâiðíiñòþ
â öiëîìó i äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ δ1 > 0
òàêå, ùî

lim
T→∞

P

{
sup
t≥T

|x(t, t0, y, h, x)| > ε

}
= 0

ïðè âñiõ |x| < δ1, y ∈ Y, h ∈ H, x ∈ Rm i
T ≥ t0 ≥ 0.

3. Ñòiéêiñòü ñèñòåì âèïàäêîâî¨
ñòðóêòóðè iç çîâíiøíiìè ìàðêîâñüêè-
ìè ïåðåìèêàííÿìè

Âñòàíîâèìî äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi òðè-
âiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (1)
� (3) âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè ç ïóàññîíîâèìè
çáóðåííÿìè ó ðiçíèõ éìîâiðíiñíèõ ðîçóìií-
íÿõ.
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Îäåðæèìî îöiíêó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)�
(3) íà iíòåðâàëàõ [tk, tk+1), ÿêà íàâåäåíà
íèæ÷å ó ëåìi 1.
Ëåìà 1. Ïðè âèêîíàííi óìîâ (4), (5) ïðè

âñiõ k ≥ 0 äëÿ ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êî-
øi (1)�(3) ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

E

{
sup

tk≤t≤tk+1

|x(t)|2
}

≤

≤ 21(1 + 2L)e9L
2(tk+1−tk)

2

(E
{
x2(tk)

}
+

+3L2
1(tk+1 − tk)). (9)

Äîâåäåííÿ. Ïðè âñiõ t ∈ [tk, tk+1),
tk ≥ 0, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíó ôîðìó
çàïèñó ïðîöåñó x(t), ìîæíà îäåðæàòè íåðiâ-
íiñòü

|x(t)| ≤ |x(tk)|+
t∫

tk

|a(τ, y, x(τ))−a(τ, y, 0)|dτ+

+

t∫
tk

|a(τ, y, 0)|dτ +
t∫

tk

|b(τ, y, x(τ))−

−b(τ, y, 0)|dw(τ) +
t∫

tk

|b(τ, y, 0)|dw(τ)+

+

t∫
tk

∫
U

|c(τ, y, u, x(τ))−c(τ, y, u, 0)|ν̃(du, dτ)+

+

t∫
tk

|c(τ, y, u, 0)|ν̃(du, dτ).

Ïiäíåñåìî äî êâàäðàòà ëiâó i ïðàâó ÷à-
ñòèíè îäåðæàíî¨ íåðiâíîñòi, îá÷èñëèìî sup
âiä îäåðæàíîãî âèðàçó, òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è
íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî [10] i íåðiâ-
íiñòü äëÿ îöiíêè óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ âiä êâàäðàòà ñóïðåìóìà iíòåãðà-
ëà Âiíåðà-Iòî òà iíòåãðàëà Ñêîðîõîäà, âðà-
õîâóþ÷è (4), (5), îäåðæèìî

E
{

sup
tk≤t<tk+1

|x(t)|2/Ftk

}
≤ 7

[
E{x2(tk)/Ftk}+

+2L2
1(tk+1 − tk) + 9L2(tk+1 − tk)·

·E
{

sup
tk≤t<tk+1

tk+1∫
tk

|x(τ)|2dτ/Ftk

}]
.

Äàëi, çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãðîíóëëà
[10], ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî

E

{
sup

tk≤t<tk+1

|x(t)|2/Ftk

}
≤ 7(E{x2(tk)}+

+3L2
1(tk+1 − tk))e

9L2(tk+1−tk)
2

.

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ t = tk+1 ñèëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1)�(3), î÷åâèäíî, ïîâè-
íåí çàäîâîëüíÿòè íåðiâíiñòü

E{|x(tk+1)|2/Ftk} ≤ 3[E{|x2(tk+1 − |/Ftk}+

+2E{|g(tk+1, ξ(tk+1−), ηk+1, xk+1)−
−g(tk+1, ξ(tk+1−), ηk+1, 0)|2/Ftk}+

+2E{|g(tk+1, ξ(tk+1−), ηk+1, 0)|2/Ftk}] ≤

≤ 3[(1 + 2L)E
{

sup
tk≤t≤tk+1

|x(t)|2/Ftk

}
+ 2L2

1].

Îá'¹äíóþ÷è äâi îñòàííi íåðiâíîñòi, îäåð-
æèìî ïîòðiáíó íåðiâíiñòü (9) ëåìè 1.
Çàóâàæåííÿ 1. Â ïîäàëüøîìó, íå âòðà-

÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî L1 = 0
â (9), à òàêîæ

k0 =

{
sup{k ∈ N | tk ≤ t0|}, t0 ≥ t1,
0, t ∈ [0, t1).

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè ÑÄÐ (1)
� (3) ìàþòü ìiñöå:

1) 0 < |tk+1 − tk| ≤ ∆, k ≥ 0, ∆ > 0;
2) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ëiïøèöÿ (4);
3) iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ì-

íèõ ôóíêöié Ëÿïóíîâà vk(y, h, x) ≥ 0 i
ak(y, h, x) ≥ 0, k ≥ 0, òàêi, ùî íà ïiäñòàâi
ñèñòåìè ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

lvk(y, h, x) ≤ −ak(y, h, x) (10)

Òîäi ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè âèïàä-
êîâî¨ ñòðóêòóðè (1)�(3) iç çîâíiøíiìè çáó-
ðåííÿìè òèïó ëàíöþãà Ìàðêîâà (2) àñèì-
ïòîòè÷íî ñòîõàñòè÷íî ñòiéêèé â öiëîìó.
Äîâåäåííÿ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ftk � ìiíi-

ìàëüíó σ-àëãåáðó, âiäíîñíî ÿêî¨ âèìiðíi ξ(t)
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ïðè âñiõ t ∈ [t0, tk] i ηn ïðè n ≤ k. Òîäi óìîâ-
íå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ìîæíà îá÷èñëè-
òè çà ôîðìóëîþ [2,17]

E{vk+1(ξ(tk+1), ηk+1, x(tk+1))/Ftk} =

=

∫
Y×H×Rm

Pk(y, h, x)(du× dz × dl)·

·vk+1(u, z, l)

∣∣∣∣∣ y = ξ(tk)
h = ηk
x = x(tk)

. (11)

Ó öüîìó âèïàäêó çà îçíà÷åííÿì äèñêðåòíî-
ãî îïåðàòîðà Ëÿïóíîâà (lvk)(y, h, x) ç ðiâíî-
ñòi (11) îäåðæèìî, âðàõîâóþ÷è (10), íåðiâ-
íiñòü

E{vk+1(ξ(tk+1), ηk+1, x(tk+1))/Ftk} =

= vk(ξ(tk), ηk, x(tk)) + (lvk)(ξ(tk), ηk, x(tk)) ≤
≤ v(|x(tk)|). (12)

Ç íåðiâíîñòi (9) (çà íåðiâíiñòþ Ëÿïóíîâà
äëÿ ìîìåíòiâ [4, 5] ç iñíóâàííÿ äðóãîãî ìî-
ìåíòó âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïåðøîãî ìîìåí-
òó) i âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ v âèïëèâà¹ iñíó-
âàííÿ óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ
ëiâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (12).

Òåïåð, íà îñíîâi (11), çàïèøåìî äèñ-
êðåòíèé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà (lvk)(ξ(tk),
ηk, x(tk)) âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ (1)�(3):

(lvk)(ξ(tk), ηk, x(tk)) =

= E{vk+1(ξ(tk+1), ηk+1, x(tk+1))/Ftk}−
−vk(ξ(tk), ηk, x(tk)) ≤

≤ −ak(ξ(tk), ηk, x(tk)) ≤ 0. (13)

Òîäi ïðè k ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

E{vk+1(ξ(tk+1), ηk+1, x(tk+1))/Ftk} ≤

≤ vk(ξ(tk), ηk, x(tk)).

Äàëi, çà îçíà÷åííÿì ñóïåðìàðòèíãà-
ëà [5], ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
{vk(ξ(tk), ηk, x(tk))} ïðè k ∈ N óòâîðþ¹ ñó-
ïåðìàðòèíãàë âiäíîñíî Ftk [14].

Çàëèøèëîñÿ âçÿòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäi-
âàííÿ âiä îáîõ ÷àñòèí íåðiâíîñòi (13) i ïðî-
ñóìóâàòè ïî k âiä n ≥ k0 äî N . Òîäi îäåð-
æèìî

E{vN+1(ξ(tN+1), ηN+1, x(tN+1))}−

−E{vn(ξ(tn), ηn, x(tn))} =

=
N∑

k=n

E{lvk(ξ(tk), ηk, x(tk))} ≤

≤ −
N∑

k=n

E{ak(ξ(tk), ηk, x(tk))} ≤ 0. (14)

Íàêiíåöü, çà âëàñòèâiñòþ ìîíîòîííîñòi
éìîâiðíîñòi, îäåðæèìî îöiíêè

P
{
sup
t≥t0

|x(t, t0, y, h, x)| > ε1

}
=

= P
{
sup
n∈N

sup
tk0+n−1≤t≤tk0+n

|x(t, t0, y, h, x)| > ε1

}
≤

≤
{
sup
n∈N

|x(tk0+n−1, t0, y, h, x)| > ε1

}
≤ (15)

≤
{
sup
n∈N

vk0+n−1(ξ(tk0+n−1), ηk0+n−1,

x(tk0+n−1)) ≥ v(ε1)
}
∀ε1 > 0.

Äiéñíî, ÿêùî sup |x(tk)| ≥ r, òî íà îñíîâi
(7) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

sup
k≥k0

vk(ξ(tk), ηk, x(tk)) ≥

≥ inf
k≥k0,y∈Y
h∈H,|x|≥r

vk(y, h, x) = v(r).

Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî âiäîìó íåðiâíiñòü
äëÿ íåâiä'¹ìíèõ ñóïåðìàðòèíãàëiâ [4] äëÿ
îöiíêè ïðàâî¨ ÷àñòèíè (15) i â ðåçóëüòàòi
îñòàòî÷íî îäåðæèìî:

P
{
sup
n∈N

vk0+n−1(ξ(tk0+n−1), ηk0+n−1, x(tk0+n−1)) ≥

≥ v(ε1)
}
≤ 1

v(ε1)
vk0(y, h, x) ≤

v(|x|)
v(ε1)

. (16)

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (15), íåðiâíiñòü
(16) äà¹ ìîæëèâiñòü ãàðàíòóâàòè âèêîíàííÿ
íåðiâíîñòi

P
{
sup
t≥t0

|x(t, t0, y, h, x)| > ε1

}
< ε2,∀ε1 > 0,

∀ε2 > 0,

à öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà (1)�(3) ñòiéêà çà
éìîâiðíiñòþ â öiëîìó (çà îçíà÷åííÿì 3).
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Äàëi, ç íåðiâíîñòi (14) âèïëèâà¹ îöiíêà

E{vN+1(ξ(tN+1), ηN+1, x(tN+1))} ≤ vk0(y, h, x)−

−
N∑

k=k0

E{ak(ξ(tk), ηk, x(tk))} ≤ vk0(y, h, x).

(17)
ïðè âñiõ N ≥ k0, y ∈ Y, h ∈ H, x ∈ Rm.

Íà ïiäñòàâi òîãî, ùî ÷ëåíè ïîñëiäîâíî-
ñòi {ak}, k ≥ 0, ¹ ôóíêöiÿìè Ëÿïóíîâà,
iñíóþòü íåïåðåðâíi ñòðîãî ìîíîòîííi ôóí-
êöi¨ a(r) i a(r) òàêi, ùî

a(|x|) ≤ ak(y, h, x) ≤ a(|x|),

∀k ∈ N, y ∈ Y, h ∈ H, x ∈ Rm,
a(0) = a(0) = 0.

Îòæå, iç çáiæíîñòi ðÿäó (17) âèïëèâà¹ çái-
æíiñòü ðÿäó

∞∑
k=k0

E{ak(|x(tk, t0, y, h, x)|)},

∀t0 ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, x ∈ Rm.

Òîäi â ñèëó íåïåðåðâíîñòi a(r) i ðiâíîñòi
a(0) = 0 ìàòèìåìî

lim
k→∞

|x(tk, t0, y, h, x)| = 0. (18)

Ç (18) âèïëèâà¹ ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ çà éìî-
âiðíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi v(|x(tk, t0, y, h, x)|)
ïðè k → ∞ äëÿ âñiõ ∀t0 ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H,
x ∈ Rm.

Îòæå, ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöié Ëÿïóíîâà
[11,14] ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íåâiä'¹ìíèé ñó-
ïåðìàðòèíãàë vk(ξ(tk), ηk, x(tk)) ïðè k → ∞
ïðÿìó¹ äî íóëÿ çà éìîâiðíiñòþ ïðè âñiõ ðå-
àëiçàöiÿõ ïðîöåñó ξ(t) ≡ ξ(t, ω) i ïîñëiäîâíî-
ñòi {ηk}, k ≤ 1.

Âðàõîâóþ÷è, ùî íåâiä'¹ìíèé îáìåæåíèé
çâåðõó ñóïåðìàðòèíãàë ìà¹ ãðàíèöþ ç iìî-
âiðíiñòþ îäèíèöÿ [5], òà âèêîðèñòîâóþ÷è (9),
îäåðæèìî

lim
k→∞

P
{
sup
t≥T

|x(tk, t0, y, h, x)| > ε
}
= 0,

ïðè âñiõ y ∈ Y, h ∈ H, x ∈ Rm i T ≥ t0 ≥ 0.
À öå îçíà÷à¹ àñèìïòîòè÷íó ñòîõàñòè÷íó
ñòiéêiñòü â öiëîìó ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòå-
ìè (1)�(3). Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.

ßê íàñëiäîê òåîðåìè 1 âèïëèâà¹
Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ ÑÄÐ (1) ç óìîâà-

ìè (2), (3):
1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1), 2) òåîðåìè 1;
2) íà ïiäñòàâi ñèñòåìè (1)�(3) äëÿ ïî-

ñëiäîâíîñòi ôóíêöié Ëÿïóíîâà {vk, k ≥ 0}
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (lvk)(y, h, x) < 0
∀k ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, x ∈ Rm.

Òîäi äèíàìi÷íà ñèñòåìà âèïàäêîâî¨
ñòðóêòóðè (1)�(3) ñòiéêà çà éìîâiðíiñòþ
â öiëîìó.
Âèñíîâêè. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè

ñòiéêîñòi çà éìîâiðíiñòþ â öiëîìó, àñèìï-
òîòè÷íî¨ ñòîõàñòè÷íî¨ ñòiéêîñòi â öiëîìó
ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì
âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè ç ïóàññîíîâèìè çáóðå-
ííÿìè i çîâíiøíiìè ìàðêîâñüêèìè ïåðåìè-
êàííÿìè.
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