
ÓÄÊ 515.12, 517.51

c⃝2013 ð. Â.Ê.Ìàñëþ÷åíêî, Î.Ä.Ìèðîíèê

×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÄÎÁÓÒÎÊ ÑIÄÐÀ ÒÀ ÂÈ×ÅÐÏÍI ÏÐÎÑÒÎÐÈ

Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X òà Y i òî÷êè b ∈ Y ââåäåíî íîâå ïîíÿòòÿ äîáóòêó Ñiäðà
X×b Y , ÿêå ìà¹ ñâî¨ì äæåðåëîì ïîíÿòòÿ ïëîùèíè Ñiäðà M = R×0 [0,+∞). Äîâåäåíî, ùî äëÿ
âè÷åðïíèõ (çîêðåìà, ìåòðèçîâíèõ) ïðîñòîðiâ X i Y i äîáóòîê Ñiäðà X ×b Y áóäå âè÷åðïíèé,
ÿêùî ìíîæèíà {b} çàìêíåíà â Y .

We introduce a new notion of a Ceder product X ×b Y for any topological spaces X and Y
and a point b ∈ Y . This notion generalizes the notion of the Ceder plane M = R ×0 [0,+∞). We
prove that the Ceder product X ×b Y of strati�able (in particular, metrizable) spaces X and Y is
strati�able if the set {b} is closed in Y .

1. Âñòóï
Ó ïðàöi [1] Äæ. Ciäð óâiâ òðè êëàñè ïðî-

ñòîðiâ Mi (i = 1, 2, 3) ç äîïîìîãîþ âiäïî-
âiäíî áàç, êâàçiáàç ÷è ïàðàáàç, ÿêi çáåðiãà-
þòü çàìèêàííÿ, ïðè öüîìó M1 ⊆ M2 ⊆ M3.
Ïiçíiøå Ê. Áîð åñ [2] çàïðîïîíóâàâ iíøèé
ïiäõiä äî îçíà÷åííÿ ïðîñòîðiâ ç êëàñó M3,
ââiâøè äëÿ íèõ íîâó íàçâó: âè÷åðïíi ïðî-
ñòîðè (strati�able spaces). Ùîäî åêâiâàëåí-
òíîñòi öèõ äâîõ îçíà÷åíü ó [2] çðîáëåíî ëè-
øå ñêóïi âêàçiâêè ç ïîñèëàííÿì íà äèñåðòà-
öiþ Äæ. Ñiäðà (1959). Êðiì òîãî, Äæ. Ñiäð
íàâiâ ïðèêëàä [1, example 9.1] íåìåòðèçîâ-
íîãî ïðîñòîðó êëàñó M1, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi. ßê i âiäîìà ïëî-
ùèíà Íåìèöüêîãî [3, ñ. 47], öåé ïðîñòið �
öå ïiâïëîùèíà R × [0,+∞) çi ñïåöiàëüíèì
÷èíîì ââåäåíîþ òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ.
Éîãî ìè ïîçíà÷à¹ìî ñèìâîëîì M i íàçèâà-
¹ìî ïëîùèíîþ Ñiäðà. Îñêiëüêè M1 ⊆ M3,
òî, ÿê îãîëîøåíî â [2], ïëîùèíà Ñiäðà áóäå
âè÷åðïíèì ïðîñòîðîì. Àëå ðåêîíñòðóþâàòè
äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó çà ñòàòåþ [2] íåïðî-
ñòî. Òîìó ïîñòàëî ïèòàííÿ ïðî éîãî áåçïîñå-
ðåäí¹ äîâåäåííÿ. Â ðåçóëüòàòi ïîøóêiâ òàêî-
ãî äîâåäåííÿ ìè ââåëè çàãàëüíiøi ïðîñòîðè
i äîñëiäèëè êîëè íà öèõ ïðîñòîðàõ ìîæíà
ÿâíî ïîáóäóâàòè âè÷åðïóâàííÿ.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Z íàçèâà¹òüñÿ âè-
÷åðïíèì /íàïiââè÷åðïíèì/, ÿêùî iñíó¹ òà-
êå âiäîáðàæåííÿ s : T (Z) × N → F(Z), ÿêå
êîæíié âiäêðèòié â Z ìíîæèíi U i êîæíîìó
íîìåðó n ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü çàìêíåíó

â Z ìíîæèíó Fn(U) = s(U, n) òàê, ùî äëÿ
äîâiëüíèõ U i V ç T (Z) âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

(i) (∀n)(Fn(U) ⊆ U) i
∞∪
n=1

intFn(U) = U

/
∞∪
n=1

Fn(U) = U/;

(ii) (U ⊆ V ) ⇒ (∀n)(Fn(U) ⊆ Fn(V )).

Ïðè öüîìó âiäîáðàæåííÿ s íàçèâà¹òüñÿ
âè÷åðïóâàííÿì ïðîñòîðó Z. ßê ïðàâèëî, â
îçíà÷åííi âè÷åðïíèõ i íàïiââè÷åðïíèõ ïðî-
ñòîðiâ âèìàãà¹òüñÿ ùå âèêîíàííÿ àêñiîìè
âiäîêðåìíîñòi T1 ïðî òå, ùî îäíîòî÷êîâi
ìíîæèíè çàìêíåíi, àëå ìè îïóñêà¹ìî öþ âè-
ìîãó. Ùîá ïîáóäóâàòè âè÷åðïóâàííÿ â ìå-
òðèçîâíîìó ïðîñòîði, äîñèòü ðîçãëÿíóòè ìå-
òðèêó d, ùî ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ ïðîñòîðó,
âiäñòàíü d(z, E) âiä òî÷êè z äî íåïîðîæíüî¨
ìíîæèíè E ó ïðîñòîði (Z, d) i äëÿ âiäêðèòî¨
ìíîæèíè U â Z ïîêëàñòè Fn(U) = Z, ÿêùî
U = Z i Fn(U) = {z ∈ U : d(z, Z \ U) ≥ 1

n
},

ÿêùî U ̸= Z.
2. Îçíà÷åííÿ äîáóòêó Ñiäðà i ïðè-

êëàäè
Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i

b ∈ Y . Ãðåáiíöåì àáî äîáóòêîì Ñiäðà ìè íà-
çèâà¹ìî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið P = X ×b Y ,
ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê äîáóòêó X × Y i
òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà íà íüîìó ââîäèòüñÿ
òàê: ìíîæèíà W â P áóäå îêîëîì òî÷êè
p = (x, y), y ̸= b, ÿêùî iñíó¹ îêië V òî÷êè
y â Y , òàêèé, ùî {x} × V ⊆ W , i îêîëîì òî-
÷êè p = (x, b), ÿêùî iñíóþòü îêië U òî÷êè x
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â X i îêië V òî÷êè b â Y , òàêi, ùî

U
x
×V = (U × V ) \ ({x} × V̇ ) =

= (U̇ × V ) ∪ {p} ⊆ W,

äå U̇ = U \ {x} i V̇ = V \ {b}.
Ïðèêëàä 1. ÍåõàéX = R � ÷èñëîâà ïðÿ-

ìà, Y = [0,+∞) = R+ � äîäàòíà ïiââiñü i
b = 0. Äîáóòîê Ñiäðà R ×0 R+ íàçèâà¹òüñÿ
ïëîùèíîþ Ñiäðà i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì
M. Áàçó îêîëiâ òî÷êè p = (x, 0) ó ïðîñòî-
ði M áóäóòü óòâîðþâàòè ìíîæèíè

Wε(p) = (x− ε, x+ ε)
x
×[0, ε) =

= ((x− ε, x+ ε)× [0, ε)) \ ({x} × (0, ε)),

äå ε > 0, à òî÷êè p = (x, y) ç y > 0 � ìíîæè-
íè

Wε(p) = {x} × (y − ε, y + ε),

äå 0 < ε < y. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið M áóâ
óâåäåíèé ó ïðàöi [1].
Ïðèêëàä 2. Íåõàé X = S = {z ∈ C :

|z| = 1} � îäèíè÷íå êîëî íà êîìïëåêñíié
ïëîùèíi C, Y = {0, 1}0 � çâ'ÿçíà äâîòî÷êà
ç íåiçîëüîâàíîþ òî÷êîþ 0, òîáòî òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ òî÷îê
0 i 1, ïðè÷îìó éîãî òîïîëîãiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç
ìíîæèí ∅, Y , {1}. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äîáóòîê
Ñiäðà A = S×0{0, 1}0 ãîìåîìîðôíèé ïîäâié-
íîìó êîëó Àëåêñàíäðîâà W = C1 ⊔ C2, ÿêå
¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì äâîõ êië C1 = S
i C2 = {z ∈ C : |z| = 2}, ùî òîïîëîãiçîâàíå
âiäïîâiäíèì ÷èíîì [3, c.204]. Öåé ãîìåîìîð-
ôiçì φ : A → W ìîæíà çàäàòè òàêèì ÷èíîì:
φ(z, 0) = z, ÿêùî z ∈ S, i φ(z, 1) = π(z), äå
π(z) = 2z. Öå ëåãêî ïåðåâiðèòè, çàçíà÷èâøè,
ùî áàçó îêîëiâ òî÷êè p = (z, 0) â A óòâîðþ-

þòü ìíîæèíè U
z
×V , äå U � îêië òî÷êè z íà

êîëi S, à V = {0, 1}0, à äëÿ íèõ

U
z
×V = (U × V ) \ ({z} × V̇ ) =

= (U × {0}) ∪ ((U × {1}) \ {(z, 1)}),
à ó òî÷îê p = (z, 1) îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà
{p} áóäå îêîëîì òî÷êè p, áî {p} = {z}×{1},
à {1} � öå îêië òî÷êè 1 â {0, 1}0.
3. Âè÷åðïíiñòü äîáóòêó Ñiäðà äëÿ

ìåòðèçîâíèõ ñïiâìíîæíèêiâ

Íàäàëi äëÿ ìíîæèíè E ⊆ X × Y i òî÷îê
x ∈ X i y ∈ Y ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìíîæè-
íè

Ex = {v ∈ Y : (x, v) ∈ E}

i
Ey = {u ∈ X : (u, y) ∈ E},

ÿêi íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî âåðòèêàëüíèì
x-ïåðåðiçîì i ãîðèçîíòàëüíèì y-ïåðåðiçîì
ìíîæèíè E.

Íåõàé X i Y � ìåòðèçîâíi ïðîñòîðè, òîïî-
ëîãi÷íi ñòðóêòóðè ÿêèõ ïîðîäæåíi âiäïîâiä-
íî ìåòðèêàìè ρ i d. Äëÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí
G i H âiäïîâiäíî â ïðîñòîðàõ X i Y i íîìåðà
n ïîêëàäåìî

An(G) =

{
x ∈ G : ρ(x,X \G) ≥ 1

n

}
i

Bn(H) =

{
y ∈ H : d(y, Y \H) ≥ 1

n

}
(ìè ââàæà¹ìî, ùî ρ(x,∅) = d(y,∅) = +∞
äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y ). Äëÿ 0 ≤ δ ≤
+∞ ðîçãëÿíåìî çàìêíåíi êóëi Vδ[y] = {v ∈
Y : d(v, y) ≤ δ} i âiäêðèòi êóëi Vδ(y) = {v ∈
Y : d(v, y) < δ} ó ïðîñòîði Y .

Äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â ïðîñòîði P =
X ×b Y ðîçãëÿíåìî âiäêðèòó ìíîæèíó G =
G(U) = Ub ó ïðîñòîði X i âèçíà÷èìî ôóí-
êöiþ h = hU : G→ [0,+∞], ïîêëàâøè

h(x) = sup{δ ≥ 0 : Vδ[b] ⊆ Ux}.

Íåõàé hn = hU,n = n−1
n
h, U̇x = Ux \ {b},

X(U) = prX(U) i An(U) = An(G(U)). Ââå-
äåìî ìíîæèíè

Cn(U) =
∪

x∈X(U)

{x} ×Bn(U̇
x),

Dn(U) =
∪

x∈An(U)

{x} × Vhn(x)[b]

i
Fn(U) = Cn(U) ∪Dn(U).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ìåòðèçîâíèõ ïðîñòî-
ðiâ X i Y , òîïîëîãi¨ ÿêèõ ïîðîäæóþòüñÿ
âiäïîâiäíî ìåòðèêàìè ρ i d, âiäîáðàæåííÿ
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(U, n) 7→ Fn(U) ¹ âè÷åðïóâàííÿì äîáóòêó
Ñiäðà P = X ×b Y .
Äîâåäåííÿ.
Äëÿ äîâåäåííÿ çàìêíåíîñòi ìíîæèíè

Fn(U) ïîêàæåìî, ùî çàìêíåíèìè ¹ ìíîæèíè
Cn(U) òà Dn(U).

Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà Cn(U) ¹ çàìêíå-
íîþ, äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó
p0 = (x0, y0) ç ìíîæèíè P \ Cn(U) i ïîêàæå-
ìî, ùî âîíà âõîäèòü â öþ ìíîæèíó ðàçîì ç
äåÿêèì îêîëîì.

Íåõàé y0 = b. Îñêiëüêè, b /∈ U̇x äëÿ äî-
âiëüíîãî x ∈ X(U), òî b ∈ Y \ U̇x äëÿ òàêèõ
x. Äëÿ òî÷êè y ∈ Bn(U̇

x) âiäñòàíü d(y, b) ≥
d(y, Y \ U̇x) ≥ 1

n
. Îòæå, äëÿ x ∈ X(U)

({x} × V1/n(b)) ∩Bn(U̇
x) = ∅.

Òàêèì ÷èíîì, ìè çíàéøëè âiäêðèòèé îêië
W = X × V1/n(b) òî÷êè p0 â P , òàêèé, ùî
W ∩ Cn(U) = ∅.

Íåõàé y0 ̸= b. Òîäi äëÿ p0 = (x0, y0) ìî-
æëèâi äâà âèïàäêè: x0 /∈ X(U) i x0 ∈ X(U).

ßêùî x0 /∈ X(U), òî ìíîæèíàW = {x0}×
Ẏ � âiäêðèòèé îêië òî÷êè p0, ÿêèé íå ïåðå-
òèíà¹òüñÿ ç Cn(U).

ßêùî æ x0 ∈ X(U), òî y0 /∈ Bn(U̇
x0).

Ìíîæèíà Bn(U̇
x0) çàìêíåíà â Y , çíà÷èòü,

ìíîæèíà V = Y \Bn(U̇
x0) âiäêðèòà â Y . Òî-

äi W = {x0} × V � öå âiäêðèòèé îêië òî÷êè
p0, òàêèé, ùî W ∩ Cn(U) = ∅.

Îòæå, Cn(U) çàìêíåíi äëÿ âñiõ n ∈ N.
Ïåðåâiðèìî òåïåð, ùî ìíîæèíàDn(U) çà-

ìêíåíà. Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ P \ Dn(U).
Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî x0 /∈ An(U). Ìíî-
æèíà An(U) çàìêíåíà â X, îòæå, äîïîâíå-
ííÿ äî íå¨ X \ An(U) � âiäêðèòà ìíîæèíà
â X. Ìíîæèíà W = (X \ An(U)) × Y � öå
îêië òî÷êè p0 â P , ÿêèé íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç
Dn(U).

Íåõàé òåïåð x0 ∈ An(U). Òîäi y0 /∈
Vhn(x0)[b]. Ìíîæèíà Vhn(x0)[b] çàìêíåíà, à ¨¨
äîïîâíåííÿ V = Y \ Vhn(x0)[b] ¹ âiäêðèòîþ
ìíîæèíîþ â Y . Òîäi W = {x0}×V � öå îêië
òî÷êè p0 â P , òàêèé, ùî W ∩Dn(U) = ∅.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ (i) òà (ii) ç
îçíà÷åííÿ âè÷åðïíîãî ïðîñòîðó.

Ïîêàæåìî, ùî U =
∪∞

n=1 intFn(U). Âi-
çüìåìî òî÷êó p0 = (x0, y0) ∈ U i ïîêàæåìî,
ùî p0 ∈

∪∞
n=1 intFn(U).

Íåõàé y0 ̸= b. Òîäi x0 ∈ X(U) = prX(U)
i y0 ∈ U̇x0 . Îñêiëüêè Bn(U̇

x0) � âè÷åðïóâàí-
íÿ ìíîæèíè U̇x0 , òî U̇x0 =

∪∞
n=1 intBn(U̇

x0).
Òîìó iñíó¹ íîìåð n, òàêèé, ùî y0 ∈ V =
intBn(U̇

x0). Ìíîæèíà V âiäêðèòà â Y , îòæå
W = {x0} × V � öå îêië òî÷êè p0, ïðè÷îìó
W ⊆ Cn(U) ⊆ Fn(U). Òîìó p0 ∈ intFn(U).

Íåõàé òåïåð y0 = b. Òîäi p0 = (x0, b) ∈ U ,
îòæå x0 ∈ G(U). Îñêiëüêè An(U) � âè÷åð-
ïóâàííÿ ìíîæèíè G(U), òî iñíó¹ íîìåð n,
òàêèé ùî x0 ∈ intAn(U). Êðiì òîãî, ìíîæè-
íà U âiäêðèòà â P . Òîìó iñíó¹ òàêå δ > 0,
ùî

Uδ(x0) = {x ∈ X : ρ(x, x0) < δ} ⊆ An(U)

i
Wδ(p0) = Uδ(x0)

x0

×Vδ(b) ⊆ U.

Íåõàé x ∈ U̇δ(x0) = Uδ(x0) \ {x0}. Îñêiëü-
êè {x} × Vδ(b) ⊆ Wδ(p0) ⊆ U , òî Vδ(b) ⊆ Ux.
Àëå Vδ′ [b] ⊆ Vδ(b) äëÿ êîæíîãî δ′ ∈ (0, δ).
Òîìó h(x) ≥ δ.

Âèáåðåìî δ0 ç iíòåðâàëó (0, δ). Ç òîãî, ùî
m−1
m
δ → δ > δ0 ïðè m → ∞, âèïëèâà¹, ùî

iñíó¹ íîìåð m, òàêèé, ùî m−1
m
δ ≥ δ0 i m ≥ n.

Äëÿ íüîãî hm(x) ≥ δ0.
Òàêèì ÷èíîì, Vδ0(b) ⊆ Vhm(x)[b] äëÿ âñiõ

x ∈ U̇δ0(x0). Êðiì òîãî,

U̇δ0(x0) ⊆ Uδ(x0) ⊆ An(U) ⊆ Am(U)

i

Wδ0(p0) = (U̇δ0(x0)× Vδ0(b)) ∪ {p0} ⊆

⊆ (U̇δ0(x0)× Vhm(x)[b]) ∪ {p0} =

= (
∪

x∈U̇δ0
(x0)

{x} × Vhm(x)[b]) ∪ {p0} ⊆

⊆ (
∪

x∈Am(U)

{x} × Vhm(x)[b]) ∪ {p0} =

= Dm(U) ⊆ Fm(U).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî p0 ∈ intFm(U).
Íåõàé òåïåð U, V � âiäêðèòi ìíîæèíè â

P , òàêi, ùî U ⊆ V . Ïîêàæåìî, ùî Cn(U) ⊆
Cn(V ) i Dn(U) ⊆ Dn(V ).

Îñêiëüêè U ⊆ V , òî prX(U) ⊆ prX(V ),
òîáòî X(U) ⊆ X(V ). Êðiì òîãî, U̇x ⊆ V̇ x,
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çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî Bn(U̇
x) ⊆ Bn(V̇

x). Îò-
æå, Cn(U) ⊆ Cn(V ).

Äàëi, ìà¹ìî, ùî An(U) ⊆ An(V ), áî
G(U) ⊆ G(V ). Îñêiëüêè Ux ⊆ V x, òî {δ ≥
0 : Vδ[b] ⊆ Ux} ⊆ {δ ≥ 0 : Vδ[b] ⊆ V x}. Îò-
æå, hU,n(x) ≤ hV,n(x), à òîäi i VhU,n(x)[b] ⊆
VhV,n(x)[b]. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

Dn(U) =
∪

x∈An(U)

{x} × VhU,n(x)[b] ⊆

⊆
∪

x∈An(V )

{x} × VhV,n(x)[b] = Dn(V ).

Çàóâàæèìî, ùî {x} × Bn(U̇
x) ⊆ {x} ×

Ux ⊆ U äëÿ êîæíîãî x ∈ X(U), à òî-
ìó Cn(U) ⊆ U . Ç äðóãîãî áîêó, âiçüìåìî
x ∈ An(U). Òîäi òî÷êà (x, b) ∈ U , àäæå
An(U) ⊆ G(U). ßêùî h(x) = 0, òî i hn(x) =
0, áî 0 ≤ hn(x) ≤ h(x) çà ïîáóäîâîþ. Òîìó
{x} × Vhn(x)(b) = {x} × {b} = {(x, b)} ⊆ U .
ßêùî æ 0 < h(x) < +∞, òî hn(x) < h(x),
îòæå, iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî Vδ[b] ⊆ Ux i
δ > hn(x). Òîäi {x}×Vhn(x)[b] ⊆ {x}×Vδ[b] ⊆
{x} × Ux ⊆ U . Íàðåøòi, ïðè h(x) = +∞ i
hn(x) = +∞, à òîìó Ux = Y = Vhn(x)[b], îò-
æå, i òóò {x}×Vhn(x)[b] ⊆ U . Öå ïîêàçó¹, ùî i
Dn(U) ⊆ U . Òîìó i Fn(U) = Cn(U)∪Dn(U) ⊆
U .
4. Íåìåòðèçîâíiñòü ïëîùèíè Ñiäðà
Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïîäàíèé â [1] áåç äî-

âåäåííÿ. Ìè äàìî éîãî òóò, ñïèðàþ÷èñü íà
ìåòðèçàöiéíó òåîðåìó Áií à [3, c. 418]: äëÿ
òîãî, ùîá òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið áóâ ìåòðè-
çîâíèì, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âií áóâ ðå-
ãóëÿðíèì i ìàâ σ-äèñêðåòíó áàçó.
Òåîðåìà 2. Ïëîùèíà Ñiäðà M � íåìå-

òðèçîâíèé ïðîñòið.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê

i M � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið. Òîäi çà ìåòðè-
çàöiéíîþ òåîðåìîþ Áií à, ìàòèìåìî, ùî â
M iñíó¹ σ-äèñêðåòíà áàçà B. Âèáåðåìî òàêi
äèñêðåòíi ñèñòåìè Bn, ùî B =

∞∪
n=1

Bn. Äëÿ

êîæíîãî x ∈ R ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi îêîëè

Wx = (x − 1, x + 1)
x
×[0, 1) òî÷êè px = (x, 0)

â M i âèáåðåìî òàêèé åëåìåíò Bx ∈ B, ùî
px ∈ Bx ⊆ Wx. Ðîçãëÿíåìî äëÿ êîæíîãî
n ∈ N ìíîæèíó An = {x ∈ R : Bx ∈ Bn}.

Îñêiëüêè
∞∪
n=1

Bn = B, òî
∞∪
n=1

An = R. Ìíîæè-

íà R íåçëi÷åííà, òîìó äëÿ äåÿêîãî íîìåðà
m ìíîæèíà Am òàêîæ íåçëi÷åííà. Ïîêëàäå-
ìî B′ = {Bx : x ∈ Am} òà ïîêàæåìî, ùî i
ñèñòåìà B′ íåçëi÷åííà. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíå-
ìî äåÿêó ìíîæèíó B ∈ B′ i ïîêàæåìî, ùî
ìíîæèíà A = A(B) = {x ∈ Am : Bx = B}
íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà. Äëÿ êîæíîãî x ∈ A
iñíó¹ òàêå εx > 0, ùî ìíîæèíà

Vx = (x− εx, x+ εx)
x
×[0, εx)

ìiñòèòüñÿ â B = Bx, àäæå Bx ¹ îêîëîì òî-
÷êè px. Íåõàé Ux = (x− εx, x+ εx). Îñêiëüêè
A ⊆

∪
x∈A

Ux i A � ëiíäåëåôîâèé ïðîñòið, ÿê

ïiäïðîñòið ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R, òî iñíó¹ ïîñëi-
äîâíiñòü òî÷îê x1, x2, ..., xn, ... ç A, òàêà, ùî

A ⊆
∞∪
n=1

Uxn . Äîâåäåìî, ùî A ⊆ {xn : n ∈ N}.

Íåõàé öå íå òàê, òîáòî iñíó¹ òàêå x ∈ A,
ùî x ̸= xn äëÿ âñiõ n ∈ N. Âèáåðåìî òà-
êèé íîìåð k, ùî x ∈ Uxk

. Àëå x ̸= xk, òî-
ìó x ∈ (xk − εxk

, xk) àáî x ∈ (xk, xk + εxk
).

Íåõàé, äëÿ ïåâíîñòi, x ∈ (xk − εxk
, xk). Òîäi

(xk−εxk
, xk)× [0, εxk

) ⊆ Vxk
⊆ B = Bx ⊆ Wx,

ùî íåìîæëèâî, áî òî÷êà (x,
εxk
2
) ïîïàäà¹ â

(xk−εxk
, xk)× [0, εxk

), àëå íå ìiñòèòüñÿ óWx,
áî (x, y) /∈ Wx ïðè y > 0. Îòæå, A ⊆ {xn :
n ∈ N}, à òîìó A = {xn : n ∈ N} � íå áiëüø,
íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà.

Çâiäñè ëåãêî âèâåñòè, ùî ìíîæèíà B′ íå-
çëi÷åííà. Áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñóïðîòèâíî-
ãî. Íåõàé öå íå òàê i ìíîæèíà B′ íå áiëüø,
íiæ çëi÷åííà. Òîäi îñêiëüêè A(B) íå áiëüø,
íiæ çëi÷åííà äëÿ êîæíîãî B ∈ B′ i Am =⊔
B∈B′

A(B), òî Am � íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà,

ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó m. Îòæå, B′ � íåçëi-
÷åííà ìíîæèíà.

Àëå êîæíèé åëåìåíò B ∈ B′ ¹ îêîëîì äå-
ÿêî¨ òî÷êè px â M. Òîìó GB = intR2B ̸= ∅
äëÿ âñiõ B ç B′. Çðîçóìiëî, ùî GB ⊆ B äëÿ
êîæíîãî B ∈ B′. Îñêiëüêè B′ ⊆ Bm i ñèñòåìà
Bm äèñêðåòíà, à çíà÷èòü, äèç'þíêòíà, òî i
ñèñòåìà B′ äèç'þíêòíà, à ç íåþ äèç'þíêòíè-
ìè áóäóòü i ìíîæèíè GB ïðè B ∈ B′. Òàêèì
÷èíîì, {GB : B ∈ B′} � äèç'þíêòíà âiäêðè-
òà íåçëi÷åííà ñèñòåìà â R2, ùî ñóïåðå÷èòü
ñåïàðàáåëüíîñòi R2.
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5. Âè÷åðïíiñòü äîáóòêó Ñiäðà äëÿ
âè÷åðïíèõ ñïiâìíîæíèêiâ

Òåïåð ìè óçàãàëüíèìî òåîðåìó 1.
Òåîðåìà 3. Íåõàé X, Y � âè÷åðïíi ïðî-

ñòîðè, b ∈ Y , îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {b}
çàìêíåíà â Y i P = X ×b Y � äîáóòîê Ñi-
äðà. Òîäi P � âè÷åðïíèé ïðîñòið.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé An(U) òà Bn(V ) �

çðîñòàþ÷i âè÷åðïóâàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí
U i V âiäïîâiäíî â ïðîñòîðàõ X òà Y . Äëÿ
äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè W â P ïîêëà-
äåìî W̃ = W \ (X × {b}). Äàëi ïîêëàäåìî

Cn(W ) =
∪
x∈X

{x} ×Bn(W̃
x),

Sn(W ) = {x ∈ An(Wb) : W
x − îêië b â Y },

Dn(W ) =

= (An(Wb)× {b}) ∪
∪

x∈Sn(W )

{x} ×Bn(W
x),

i Fn(W ) = Cn(W ) ∪ Dn(W ). Ïîêàæåìî, ùî
òàê ïîáóäîâàíi ìíîæèíè Fn(W ) óòâîðþþòü
âè÷åðïóâàííÿ â P .

Îäðàçó çàóâàæèìî, ùî Fn(W ) ⊆ W çà
ïîáóäîâîþ.

Ïåðåâiðèìî çàìêíåíiñòü ìíîæèíè
Cn(W ). Âiçüìåìî äåÿêó òî÷êó p0 = (x0, y0)
ç äîïîâíåííÿ P \ Cn(W ) i ïîêàæåìî, ùî
P \ Cn(W ) ¹ ¨¨ îêîëîì.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè y0 =
b. Ïîêëàäåìî V0 = Y \ Bn(Y \ {b}) i W0 =
X × V0. Îñêiëüêè Bn(Y \ {b}) ⊆ Y \ {b} i
ìíîæèíà Bn(Y \ {b}) çàìêíåíà, òî V0 ¹ îêî-
ëîì òî÷êè b â Y . Òîìó W0 � îêië òî÷êè p0 â
P . Ïîêàæåìî, ùîW0∩Cn(W ) = ∅. Âiçüìåìî
x ∈ X. Îñêiëüêè W̃ x ⊆ Y \{b}, òî Bn(W̃

x) ⊆
Bn(Y \{b}). Îòæå, Bn(W̃

x)∩V0 = ∅. À òîìó

Cn(W )∩W0 = (
∪
x∈X

{x}×Bn(W̃
x))∩(X×V0) =

=
∪
x∈X

{x} × (Bn(W̃
x) ∩ V0) = ∅.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè y0 ̸= b.
Îñêiëüêè p0 /∈ Cn(W ), òî y0 /∈ Bn(W̃

x0). Îò-
æå, V0 = Y \Bn(W̃

x0) � âiäêðèòèé îêië òî÷êè
y0 â Y . ÒîìóW0 = {x0}×V0 � âiäêðèòèé îêië
òî÷êè p0 â P , òàêèé, ùî W0 ∩ Cn(W ) = ∅.

Äîâåäåìî òåïåð çàìêíåíiñòü ìíîæèíè
Dn(W ). Âiçüìåìî òî÷êó p0 = (x0, y0) ∈ P \
Dn(W ).

Íåõàé ñïî÷àòêó x0 ∈ Sn(W ). Òîäi y0 ̸= b,
àäæå ÿêùî y0 = b, òî

p0 ∈ Sn(W )× {b} ⊆ An(Wb)× {b} ⊆ Dn(W ).

Êðiì òîãî, y0 /∈ Bn(W
x0), àäæå p0 /∈ Dn(W ).

Ìíîæèíà Bn(W
x0) ∪ {b} áóäå çàìêíåíîþ â

Y , ÿê îá'¹äíàííÿ äâîõ çàìêíåíèõ ìíîæèí,
à òîìó ¨¨ äîïîâíåííÿ V0 â Y � öå âiäêðè-
òà ìíîæèíà ó ïðîñòîði Y . Îñêiëüêè y0 ̸= b
i y0 /∈ Bn(W

x0), òî V0 � öå âiäêðèòèé îêië
òî÷êè y0 â Y . À çíà÷èòü, W0 = {x0} × V0 ¹
îêîëîì p0 â P , ïðè÷îìó

W0 ∩Dn(W ) = (W0 ∩ (An(Wb)× {b}))∪

∪
∪

x∈Sn(W )

(({x} ×Bn(W
x)) ∩W0) =

= ({x0} × (V0 ∩ {b})) ∪ ({x0}×
×(Bn(W

x0) ∩ V0)) = ∅.
Íåõàé òåïåð x0 ∈ An(Wb) \ Sn(W ). Òîäi

çíîâó y0 ̸= b àäæå p0 /∈ Dn(W ). Êðiì òîãî,
Dn(W )∩({x0}×Y ) = {(x0, b)}. Îòæå, ïîêëà-
äàþ÷è V0 = Y \ {b} i W0 = {x0} × V0 ìàòè-
ìåìî, ùî W0 ∩Dn(W ) = ∅ i W0 � âiäêðèòèé
îêië òî÷êè p0.

Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè x0 /∈
An(Wb). Ïîêëàäåìî U0 = X \An(Wb) i W0 =
U0 × Y . ßñíî, ùî W0 � âiäêðèòèé îêië p0 â
P . Êðiì òîãî, Dn(W ) ⊆ An(Wb) × Y . Îòæå,
W0 ∩Dn(W ) = ∅.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî
∞∪
n=1

intFn(W ) = W .

Îñêiëüêè Fn(W ) ⊆ W , òî
∞∪
n=1

intFn(W ) ⊆ W .

Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ â ií-
øèé áiê. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó p0 =
(x0, y0) ∈ W i çíàéäåìî òàêèé íîìåð n, ùî
p0 ∈ intFn(W ).

ßêùî y0 ̸= b, òî p0 ∈ W̃ , à òîìó y0 ∈
W̃ x0 . Îñêiëüêè ìíîæèíà W̃ x0 � âiäêðèòà â Y ,

òî W̃ x0 =
∞∪
n=1

intBn(W̃
x0). Òîäi iñíó¹ íîìåð

n, òàêèé, ùî y0 ∈ V0 = intBn(W̃
x0). Îòæå,

W0 = {x0}×V0 � îêië òî÷êè p0 â P , òàêèé, ùî
W0 ⊆ Cn(W ) ⊆ Fn(W ). Òîìó p0 ∈ intFn(W ).
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Íåõàé òåïåð y0 = b. Âiäêðèòà ìíîæèíàW
¹ îêîëîì òî÷êè p0 = (x0, b) â P . Òîìó iñíó-
þòü âiäêðèòèé îêië U òî÷êè x0 â X i âiäêðè-

òèé îêië V òî÷êè b â Y , òàêi, ùî U
x0

×V ⊆ W.
Ìíîæèíè U òà V âiäêðèòi, îòæå,

U =
∞∪
n=1

intAn(U) i V =
∞∪
n=1

intBn(V ).

Òîìó îñêiëüêè ïîñëiäîâíîñòi (An(U))
∞
n=1 i

(Bn(V ))∞n=1 çðîñòàþòü, òî iñíó¹ íîìåð n, òà-
êèé, ùî x0 ∈ intAn(U), i b ∈ intBn(V ). Ïî-
êëàäåìî U0 = intAn(U) i V0 = intBn(V ) i

W0 = U0

x0

×V0).
Ïîêàæåìî, ùî W0 ⊆ Dn(W ). Ðîçãëÿíå-

ìî òî÷êó p = (x, y) ∈ W0. ßêùî p = p0,
òî x = x0 ∈ intAn(U) ⊆ An(Wb), à òîìó
p = (x0, b) ∈ Dn(W ). Íåõàé òåïåð p ̸= p0.
Òîäi p ∈ W0 \ {p0} = (U0 \ {x0}) × V0.
Îòæå, x ̸= x0. Â òàêîìó ðàçi {x} × V0 ⊆
W0 ⊆ W . Òîìó W x ¹ îêîëîì òî÷êè b, àäæå
W x ⊇ V0 ∋ b. Îòæå, x ∈ Sn(W ). Êðiì òîãî,
x ∈ U0 ⊆ An(U) ⊆ An(Wb). Äàëi, îñêiëüêè
V ⊆ W x, òî y ∈ V0 ⊆ Bn(V ) ⊆ Bn(W

x).
Îòæå, p ∈ {x} × Bn(W

x) ⊆ Dn(W ). Òà-
êèì ÷èíîì, W0 ⊆ Dn(W ), à çíà÷èòü p0 ∈
intDn(W ) ⊆ intFn(W ).

ÍåõàéG iH � âiäêðèòi ìíîæèíè â P , òàêi,
ùî G ⊆ H. Ïîêàæåìî, ùî Cn(G) ⊆ Cn(H)
i Dn(G) ⊆ Dn(H). Ïî-ïåðøå, îñêiëüêè G̃x =
G \ (X × {b}) ⊆ H \ (X × {b}) = H̃x, òî
Bn(G̃

x) ⊆ Bn(H̃
x), à îòæå, Cn(G) ⊆ Cn(H).

Äàëi, îñêiëüêè Gb ⊆ Hb, òî An(Gb) ⊆
An(Hb). Àëå ÿêùî Gx ¹ îêîëîì òî÷êè b, òî
i ìíîæèíà Hx ⊇ Gx òàêîæ ¹ îêîëîì b. Îò-
æå, Sn(G) ⊆ Sn(H). Êðiì òîãî, Bn(G

x) ⊆
Bn(H

x). Òàêèì ÷èíîì, Dn(G) ⊆ Dn(H).
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