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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÌÍÎÆÈÍÀ ÒÎ×ÎÊ ÐÎÇÐÈÂÓ ÊÂÀÇIÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ
ÊÎÌÏÀÊÒÀÕ ÅÁÅÐËÅÉÍÀ

Â äàíié ðîáîòi âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî êîæíà ñåïàðàáåëüíà Fσ-ïiäìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨
êîìïàêòó Åáåðëåéíà ¹ ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó äåÿêî¨ êâàçiíåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨.

We prove that every separable Fσ-subset of �rst category of an Eberlein's compact is the
discontinuity point set of some quasi-continuous function.

Âñòóï. Â ðîáîòàõ áàãàòüîõ àâòîðiâ, òà-
êèõ ÿê Ð. Êåøíåð [1], Äæ. Áðåêåíðiäæ, Ò.
Íiøióðà [2], Â. Ìèõàéëþê, Â. Ìàñëþ÷åíêî
[3] i Î. Ìàñëþ÷åíêî [4], ðîçâ'ÿçóâàëàñÿ çà-
äà÷à ïðî îïèñ ìíîæèí òî÷îê ðîçðèâó ôóí-
êöié ç òèõ ÷è iíøèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëà-
ñiâ. Â ñòàòòi [5] îõàðàêòåðèçîâàíî ìíîæèíó
òî÷îê ðîçðèâó D(f) êâàçiíåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié f : X → R äëÿ ñïàäêîâî íîðìàëüíîãî
ïðîñòîðó X. Òàì äîâåäåíî, ùî ïiäìíîæèíà
E ñïàäêîâî íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó X áóäå
ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó äåÿêî¨ êâàçiíåïå-
ðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X → Y òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ìíîæèíà E ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi îá'¹ä-
íàííÿ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí En = An ∩ Bn,
äå An ∩ Bn = An ∩ Bn = ∅. Çîêðåìà äëÿ
ìåòðèçîâíîãî X öÿ õàðàêòåðèñòèêà ìíîæè-
íè ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî E ¹ Fσ-ìíîæèíîþ
ïåðøî¨ êàòåãîði¨.

Â ðîáîòi [6] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ñåïàðà-
áåëüíà Fσ-ìíîæèíà, ÿêà ¹ ïðîåêòèâíî ïåð-
øî¨ êàòåãîði¨ (òîáòî ïðîåêöi¨ öi¹¨ ìíîæè-
íè ïàðàëåëüíî äî êîæíîãî çi ñïiâìíîæíè-
êiâ ¹ ìíîæèíàìè ïåðøî¨ êàòåãîði¨) â äîáó-
òêó êîìïàêòiâ Åáåðëåéíà ¹ ìíîæèíîþ òî÷îê
ðîçðèâó äåÿêî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨.
Àëå, ÿê âiäîìî, âëàñòèâiñòü êâàçiíåïåðåðâ-
íîñòi òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç íàðiçíîþ íåïåðåðâ-
íiñòþ. Òîìó ïðèðîäíî ñïîäiâàòèñÿ, ùî ïîäi-
áíèé ðåçóëüòàò ìàâ áè áóòè i äëÿ êâàçiíåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié. Çàóâàæèìî, ùî êîìïàêòè
Åáåðëåéíà íå çîáîâ'ÿçàíi áóòè ñïàäêîâî íîð-
ìàëüíèìè. Âiäïîâiäíèé ïðèêëàä íàâåäåíèé
â ï.7. öi¹¨ ðîáîòè.

Â äàíié ðîáîòi ìè âñòàíîâèìî, ùî êîæíà
ñåïàðàáåëüíà Fσ-ïiäìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãî-

ði¨ â åáåðëåéíîâîìó ïðîñòîði ¹ ìíîæèíîþ
òî÷îê ðîçðèâó äåÿêî¨ êâàçiíåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨.
1. Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi ïiäìíî-

æèí â åáåðëåéíîâèõ ïðîñòîðàõ. Íàãà-
äà¹ìî, ùî êîìïàêò íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòîì
Åáåðëåéíà, ÿêùî âií ãîìåîìîðôíèé äî äå-
ÿêîãî ñëàáêî êîìïàêòíîãî ïiäïðîñòîðó áà-
íàõîâîãî ïðîñòîðó. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ìè
áóäåìî íàçèâàòè åáåðëåéíîâèì, ÿêùî âií ãî-
ìåîìîðôíèé äî äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè êîìïà-
êòó Åáåðëåéíà. Çàóâàæèìî, ùî ìåòðèçîâíi
ïðîñòîðè ¹ åáåðëåéíîâèìè.

Íåõàé T � äîâiëüíà ìíîæèíà i c0(T ) � öå
ìíîæèíà âñiõ çáiæíèõ äî íóëÿ ôóíêöié òîá-
òî òàêèõ, ùî ìíîæèíà {t ∈ T : |x(t)| > ε}
ñêií÷åííà äëÿ âñiõ ε > 0. Ñèìâîëîì cp0(T )
íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó c0(T ) iç òî-
ïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà íié. Ç òåî-
ðåìè Àìiðà-Ëiíäåíøòðàóñà [7] âèïëèâà¹, ùî
äîâiëüíèé åáåðëåéíîâèé ïðîñòið ãîìåîìîð-
ôíèé äî äåÿêî¨ âiäíîñíî êîìïàêòíî¨ ïiäìíî-
æèíè c0(T ).

Ìè êàçàòèìåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ìíî-
æèí An òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X çáiãà¹-
òüñÿ äî òî÷êè x (An → x), ÿêùî â áóäü-
ÿêîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè ìiñòÿòüñÿ âñi An,
ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà. ßêùî An ⊆
c0(T ) i S ⊆ T , òî êàçàòèìåìî, ùî An ðiâíî-
ìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî x0 íà S (An ⇒ x0 íà S),
ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ íîìåð n0, ùî
äëÿ äîâiëüíèõ n > n0, x ∈ An i t ∈ S âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |x(t)− x0(t)| < ε.

Äëÿ äîâiëüíî¨ íå áiëüø íiæ çëi÷åí-
íî¨ ìíîæèíè S ⊆ T çàôiêñó¹ìî äå-
ÿêó ¨¨ íóìåðàöiþ S = {sk : k ∈ N}
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i ïîêëàäåìî ∥x∥∞S = supt∈T\S |x(t)|,
∥x∥0S =

∑∞
n=1

1
2n
|x(sn)|. Òîäi ôîðìóëîþ

∥x∥S = ∥x∥0S + ∥x∥∞S âèçíà÷à¹òüñÿ äåÿêà
íîðìà íà c0(T ). Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî y ∈ cp0(T ) êóëÿ V = B∥·∥0S(y, ε) âiäíîñíî
íîðìè ∥ · ∥0S ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ.
Ëåìà 1.1. Íåõàé T � äåÿêà ìíîæèíà,

S � íå áiëüø íiæ çëi÷åííà ïiäìíîæèíà
T , (An)

∞
n=1 � ïîñëiäîâíiñòü íåïîðîæíiõ ïiä-

ìíîæèí c0(T ) i a ∈ c0(T ). Òîäi íàñòóïíi
óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) An → a â (c0(T ), ∥ · ∥S) ;
(ii) An → a â cp0(T ) i An ⇒ a íà T \ S.
Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå çàóâàæèìî, ùî

ðîçãëÿäàþ÷è çàìiñòü ìíîæèí An ìíîæèíè
An − a, ìè çâåäåìî íàøó ëåìó äî âèïàäêó
a = 0.

Äîâåäåìî iìïëiêàöiþ (i) ⇒ (ii). Íåõàé
An → 0 â (c0(T ),∥ · ∥S). Âiçüìåìî ε > 0 i
çíàéäåìî òàêèé íîìåð n0, ùî äëÿ äîâiëüíî-
ãî n ≥ n0 âèêîíó¹òüñÿ, ùî ∥x∥S < ε ïðè
x ∈ An. Òîäi, äëÿ t ∈ T \ S i x ∈ An âèêîíó-
¹òüñÿ íåðiâíiñòü |x(t)| ≤ ∥x∥S < ε. ßêùî æ
s = sk ∈ S i x ∈ An, òî 1

2k
|x(s)| ≤ ∥x∥S < ε.

Îòæå, An ⇒ 0 íà T \ S i An → 0 â cp0(t).
Òåïåð ïîêàæåìî, ùî (ii) ⇒ (i). Íåõàé

An ⇒ 0 íà T \ S i An → 0 â cp0(t). Âiçüìå-
ìî ε > 0. Òîäi iñíó¹ íîìåð n0 òàêèé, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî n > n0 i x ∈ An âèêîíó¹òüñÿ, ùî
|x(t)| < ε

3
ïðè t ∈ T \ S. Äàëi, iñíó¹ òàêå

k0 ∈ N, ùî
∑
k>k0

1
2k
< ε

3
. Îêðiì òîãî, îñêiëü-

êè An → 0 â cp0(t), òî äëÿ äîâiëüíîãî k ≤ k0
iñíó¹ nk ∈ N òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ nk

i x ∈ An âèêîíó¹òüñÿ, ùî 1
2k
|x(tk)| < ε

3k0
.

Íåõàé N = max{n0, n1, . . . , nk0}. Òîäi ïðè
n ≥ N ìàòèìåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ An

âèêîíó¹òüñÿ, ùî

∥x∥S = sup
t∈T\S

|x(t)| +
∞∑
n=1

1

2n
|x(sn)| ≤

≤ sup
t∈T\S

|x(t)| +

k0∑
k=1

1

2k
|x(sk)|+

∑
k>k0

1

2k
<

<
ε

3
+ k0

ε

3k0
+
ε

3
= ε.

2. Îäíå óòî÷íåííÿ òåîðåìè Ïðåéñà-
Ñèìîíà. Íàñòóïíà ëåìà äîâåäåíà â [4], àëå

äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó ìè ïîìiñòèëè òóò ¨¨ äî-
âåäåííÿ.
Ëåìà 2.1. Íåõàé X � âiäíîñíî êîìïà-

êòíà â c0(T ) i U � íåïîðîæíÿ âiäêðèòà â
X ìíîæèíà. Òîäi äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó-
þòü âiäêðèòà â X íåïîðîæíÿ ìíîæèíà
V ⊆ U i ñêií÷åííà ìíîæèíà T0 ⊆ T , òàêi,
ùî |x(t)| ≤ ε äëÿ âñiõ x ∈ V i t ∈ T \ T0.
Äîâåäåííÿ. Íå áóäå îáìåæåííÿì ââàæà-

òè, ùî X � êîìïàêò, àäæå, ÿêùî öå íå òàê,
òî çàìiñòü X ñëiä ðîçãëÿíóòè éîãî ïîòî÷êî-
âå çàìèêàííÿ. Íåõàé

FE = {x ∈ X : |x(t)| ≥ ε äëÿ âñiõ t ∈ T}

äëÿ äîâiëüíîãî E ⊆ T . Çðîçóìiëî, ùî FE

çàìêíåíi â X, ïðè÷îìó FE = ∅, ÿêùî E �
íåñêií÷åííà i F∅ = X. Ïîêëàäåìî

GE = {x ∈ X : |x(t)| > ε}.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó E óñiõ ìíîæèí E ⊆ T
äëÿ ÿêèõ GE ̸= ∅. Çðîçóìiëî, ùî âñi E ∈ E
ñêií÷åíi i ∅ ∈ E . Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ ìà-
êñèìàëüíèé åëåìåíò â E âiäíîñíî âêëþ÷å-
ííÿ ⊆. ßêùî öå íå òàê, òî â E iñíó¹ ñòðî-
ãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí En. Íå-
õàé Fn � öå çàìèêàííÿ GEn ∩ U . Òîäi (Fn) �
ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü íåïîðîæíiõ êîìïàêòiâ

Fn ⊆ FEn . Îòæå,
∞∩
n=1

Fn ̸= ∅. Àëå, ç iíøî-

ãî áîêó,
∞∩
n=1

Fn ⊆ FEn = FE = ∅, áî E = En

íåñêií÷åííà. Íåõàé T0 � ìàêñèìàëüíèé åëå-
ìåíò E i V = GT0 ∩ U . Òîäi âèêîíóâàòèìå-
òüñÿ, ùî |x(t)| ≤ ε äëÿ x ∈ V i t ∈ T \ T0.
Òåîðåìà 2.2. Íåõàé X � âiäíîñíî êîì-

ïàêòíà â c0(T ) i x0 ∈ X, (Gn)
∞
n=1 � ñïàäíà

ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ â X ìíîæèí òà-
êèõ, ùî x0 ∈ Gn. Òîäi iñíóþòü âiäêðèòi â X
íåïîðîæíi ìíîæèíè Vn, äëÿ ÿêèõ Vn ⊆ Gn,
i çëi÷åííà ìíîæèíà T0 ⊆ T , òàêi, ùî Vn
çáiãà¹òüñÿ äî x0 i ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî
íóëÿ íà T \ T0.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé En = {t ∈ T :

|x0(t)| > 1/n}. Ïîáóäó¹ìî iíäóêòèâíî çðî-
ñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííèõ ìíîæèí
Tn ⊇ En i ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ â X ìíî-
æèí Vn ̸= ∅ òàêèõ, ùî äëÿ Vn ⊆ Gn i x ∈ Vn
íåðiâíiñòü |x(t) − x0(t)| ≤ 1/n âèêîíó¹òüñÿ
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äëÿ t ∈ Tn−1, à |x(t)| ≤ 1/n äëÿ t ∈ T \ Tn.
Ïîêëàäåìî U0 = X. Îñêiëüêè x0 ∈ G1 i U0 �
îêië x0, òî G1∩U0 ̸= ∅. Àëå X � ðåãóëÿðíèé,
òîìó iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíàW1

òàêà, ùî W1 ⊆ G1 ∩ U0. Çà ëåìîþ 2.1 iñíó-
þòü ñêií÷åííà ìíîæèíà T1 i âiäêðèòà íåïî-
ðîæíÿ ìíîæèíà V1 ⊆ W1 òàêi, ùî |x(t)| ≤ 1
äëÿ x ∈ V1, ïðè÷îìó ìîæíà ââàæàòè, ùî
T1 ⊇ E1. Íåõàé

U1 = {x ∈ X : |x(t)−x0(t)| ≤ 1/2 ïðè t ∈ T1}.

Ç òîãî, ùî x0 ∈ G2 ìàòèìåìî, ùî iñíó¹
ìíîæèíà W2, òàêà, ùî W2 ⊆ G2

∩
U1 ̸= ∅.

Çà ëåìîþ 2.1 iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà
T2 ⊇ E2 ∪ T1 i âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæè-
íà V2 ⊆ W2 òàêi, ùî |x(t)| ≤ 1/2 äëÿ x ∈ V2
i t ∈ T \ T1.

Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ïîáó-
äîâó, îäåðæèìî ìíîæèíè Vn i Tn, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi. Ïîêëàäåìî

T0 =
∞∪
n=1

Tn. Çðîçóìiëî, ùî |x(t)| ≤ 1/n äëÿ

n ∈ N, t ∈ T \T0 i x ∈ Vn. Òîìó Vn ðiâíîìið-
íî ïðÿìóþòü äî íóëÿ íà T \ T0. Ïîêàæåìî,
ùî Vn çáiãàþòüñÿ äî x0. Íåõàé U � îêië x0.
Ìîæíà ââàæàòè, ùî

U = {x ∈ X : |x(t0)− x0(t0)| ≤ ε}

äëÿ äåÿêèõ t0 ∈ T i ε > 0. ßêùî t0 /∈ T0,
òî x0(t0) = 0 i òîìó äëÿ n > 1/ε ìàòèìåìî,
ùî Vn ⊆ U . Íåõàé òåïåð t0 ∈ T0. Òîäi t0 ∈ Tn
äëÿ âñiõ n áiëüøèõ äåÿêîãî n0. Îòæå, |x(t0)−
x0(t0)| ≤ 1/n äëÿ n > n0 i x ∈ Vn. Çíà÷èòü,
çíîâó Vn ⊆ U ïðè n > n0. Òåîðåìó äîâåäåíî!
3. Àïðîêñèìàöiÿ ñåïàðàáåëüíèõ ïiä-

ìíîæèí åáåðëåéíîâîãî ïðîñòîðó. Íàãà-
äà¹ìî, ùî ñiì'ÿ (As)s∈S íàçèâà¹òüñÿ äèñêðå-
òíîþ â òî÷öi x, ÿêùî iñíó¹ îêië U òî÷êè x,
ùî |{s ∈ S : As ∩ U ̸= ∅}| ≤ 1. Êàçàòèìåìî,
ùî ñiì'ÿ (As)s∈S äèñêðåòíà íà ìíîæèíi E,
ÿêùî âîíà ¹ äèñêðåòíîþ â êîæíi òî÷öi öi¹¨
ìíîæèíè.

Íîñi¹ì ôóíêöi¨ x : T → R íàçèâà¹òüñÿ
ìíîæèíà, ùî ïîçíà÷à¹òüñÿ suppx i ñêëàäà¹-
òüñÿ ç óñiõ òàêèõ t ∈ T , ùî x(t) ̸= 0.
Ëåìà 3.1. Íåõàé X � âiäíîñíî êîìïà-

êòíà â c0(T ) i E � íå áiëüø íiæ çëi÷åí-
íà íiäå íå ùiëüíà ïiäìíîæèíà X, Gn � âiä-
êðèòi íåïîðîæíi â X, ïðè÷îìó Gn+1 ⊆ Gn

i E ⊆ frGn äëÿ êîæíîãî n. Òîäi äëÿ êî-
æíîãî x ∈ E iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (Gn(x))

∞
n=1

âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí X òàêà,
ùî:

(3.1) Gn(x) ⊆ Gn;
(3.2) Gn(x) → x ïðè n→ ∞;
(3.3) (Gn(x))x∈E,n∈N � äèñêðåòíà ñiì'ÿ íà

X \ E.
Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ |E| ≤ ℵ0. Òî-

äi |N × E| = ℵ0. Îòæå, iñíó¹ ái¹êöiÿ
ν : N× E → N. Îñêiëüêè E ⊆ frGn, òî x ∈
Gn äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i x ∈ E. Òîäi çà òå-
îðåìîþ 2.2. äëÿ êîæíîãî x ∈ E iñíóþòü ïî-
ñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ íå ïîðîæíiõ ìíîæèí
(Vk(x))

∞
k=1 ç X i çëi÷åííà ìíîæèíà Sx ⊆ T

òàêi, ùî
(1) Vk(x) → x â cp0(T );
(2) Vk(x) ⇒ 0 íà T \ Sx;
(3) Vk(x) ⊆ Gk.
Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà S =

∪
x∈E

Sx � çëi-

÷åííà. Äîâåäåìî, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ E âè-
êîíó¹òüñÿ, ùî x(t) = 0 íà T \ S. Âiçüìåìî
x ∈ E i t ∈ T \ S. Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N
âèáåðåìî òî÷êó xk ∈ Vk(x). Çðîçóìiëî, ùî
òîäi xk → x â òîïîëîãi¨ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíî-
ñòi i òîìó xk(t) → x(t). Àëå, ç iíøîãî áîêó,
xk(t) ⇒ 0 íà T \ S. Òîìó xk(t) → 0. Îòæå,
x(t) = 0. Òàêèì ÷èíîì, suppx ⊆ S äëÿ äî-
âiëüíîãî x ∈ E.

Çîêðåìà, ìàòèìåìî, ùî Vk(x) ⇒ 0 íà
T \ S. Çíà÷èòü, çà ëåìîþ 1.1 îäåðæèìî, ùî
äëÿ êîæíîãî x ∈ E âèêîíó¹òüñÿ, ùî

(4) Vk(x) → x â (c0(T ), ∥ · ∥S).
Çàðàç ìè iíäóêöi¹þ ïî ν(n, x) ïîáóäó¹ìî

ñiì'þ (Gn(x))x∈E,n∈N âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ
ìíîæèí, òàêó, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.1) i
óìîâè

(5) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ E, n ∈ N,
y ∈ Gn(x) : ∥x− y∥S <

1
ν(n,x)

;

(6) ñiì'ÿ (Gn(x))ν(n,x)<l äèç'þíêòíà, äëÿ
êîæíîãî l ∈ N.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî l óæå ïîáó-
äîâàíi ìíîæèíè Gn(x) ïðè ν(n, x) < l òàê,
ùî âèêîíóþòüñÿ ïîòðiáíi óìîâè. Âiçüìåìî
m ∈ N i y ∈ E ç ν(m, y) = l i ïîáóäó-
¹ìî ìíîæèíó Gn(y) çi çáåðåæåííÿì ïîòði-
áíèõ óìîâ. Ç (3.1) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà
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U = X \
∪

ν(n,x)<l

Gn(x) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî-

÷êè y â cp0(T ). Çà ðàõóíîê âëàñòèâîñòåé (1)
i (4) ìàòèìåìî, ùî iñíó¹ k0 ∈ N òàêèé, ùî
äëÿ äîâiëüíîãî k ≥ k0 âèêîíó¹òüñÿ, ùî

(7) Vk(y) ⊆ U ∩B∥·∥S

(
y, 1

ν(m,y)

)
.

Âèáåðåìî k∗ = max{m, k0}. Îñêiëüêè
k∗ ≥ m, òî äëÿ äîâiëüíîãî k ≥ k∗ ìàòèìåìî,
ùî Gk ⊆ Gm. Êðiì òîãî, çãiäíî ç óìîâîþ (6)
Vk(y) ⊆ Gk, òîìó i Vk(y) ⊆ Gk. Ç òîãî, ùî X
ðåãóëÿðíèé i E íiäå íå ùiëüíà, âèïëèâà¹, ùî
iñíó¹ âiäêðèòà íå ïîðîæíÿ ìíîæèíà Gm(y)

òàêå, ùî Gm(y) ⊆ Vk0(y)\E. Ïåðåâiðèìî, ùî
Gm(y) çàäîâîëüíÿ¹ ïîòðiáíi óìîâè.

Çãiäíî ç óìîâîþ (3) ìà¹ìî, ùî Vk(y) ⊆
Gk. Îñêiëüêè k ≥ k∗ ≥ m, òî Gk ⊆ Gm.
Çâiäñè Gm(y) ⊆ Vk(y) ⊆ Gk ⊆ Gm. Îòæå,
óìîâà (3.1) âèêîíó¹òüñÿ.

Ïåðåâiðèìî óìîâó (3.2). Âiçüìåìî òî÷êó
x ∈ E. Çà ðàõóíîê óìîâè (5) ìàòèìåìî, ùî
Gn(x) → x â (c0(T ), ∥ · ∥S). Òîìó çà ëåìîþ
1.1 ìàòèìåìî, ùî Gn(x) → x â cp0(T ).

Ïðèñòóïèìî äî ïåðåâiðêè (3.3). Ïåðø çà
âñå, çàóâàæèìî, ùî ç óìîâè (6) âèïëèâà¹
äèç'þíêòíiñòü ñiì'¨ (Gn(x))x∈E,n∈N. Òîìó äî-
ñèòü ïåðåâiðèòè, ùî ñiì'ÿ (Gn(x))x∈E,n∈N ¹
ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ íà X \ E. Çàôiêñó¹ìî
äåÿêó òî÷êó y ∈ X \ E.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè
suppy * S. Òîäi iñíó¹ òàêå t0 ∈ T \ S,
äëÿ ÿêîãî |y(t0)| > 0. Íåõàé ε = 1

2
|y(t0)| i

V = {z ∈ X : |z(t0)| > ε}. Âiçüìåìî x ∈ E i
n ∈ N òàêi, ùî ν(n, x) ≥ 1

ε
. Òîäi ç (5) âèïëè-

âàòèìå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Gn(x) âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ∥x− z∥S < 1

ν(n,x)
≤ ε. Àëå

suppx ⊆ S. Òîìó |z(t0)| = |x(t0) − z(t0)| ≤
∥x− z∥∞S ≤ ∥x− z∥S < ε. Îòæå, z /∈ V i
òîìó Gn(x) ∩ V = ∅. Òàêèì ÷èíîì V ìîæå
ïåðåòèíàòèñü òiëüêè ç òàêèìè ìíîæèíàìè,
äëÿ ÿêèõ ν(n, x) ≤ 1

ε
.

Íåõàé òåïåð suppy ∈ S. Äîâåäåìî, ùî òî-
äi

2ε = inf{∥y − x∥0S : x ∈ E} > 0.

Íåõàé öå íå òàê. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N
iñíó¹ xn ∈ E òàêå, ùî ∥y − xn∥0S < 1

n
. Àëå

suppxn ⊆ S i suppy ⊆ S. Òîìó xn|T\S =
y|T\S. Îòæå, ∥y − xn∥∞S = 0. Òàêèì ÷èíîì

∥y − xn∥S = ∥y − xn∥0S <
1
n
. Çíà÷èòü, xn → y

â (c0(T ), ∥ · ∥S). Îòæå, çà ëåìîþ 1.1 ìà¹ìî,
ùî xn → y â cp0(T ), à öå íå ìîæëèâî, áî
y /∈ E.

Ïîêëàäåìî V = B∥·∥0S
(y, ε). Òîäi V ¹ âiä-

êðèòèì îêîëîì òî÷êè y. Ç óìîâè (5) ìàòè-
ìåìî, ùî ÿêùî ν(n, x) > 1

ε
, i z ∈ Gn(x), òî

∥y − z∥0S ≤ ∥y − z∥S <
1

ν(n,x)
< ε. À çíà÷èòü,

z /∈ V , áî ÿêáè z ∈ V , òî 2ε ≤ ∥y − x∥0S ≤
∥y − z∥0S + ∥z − x∥0S < 2ε, à öå íåìîæëèâî.
Îòæå, V ∩Gn(x) = ∅ ïðè ν(n, x) > 1

ε
.

Òàêèì ÷èíîì, öÿ ñiì'ÿ ¹ ëîêàëüíî ñêií-
÷åííîþ â äîâiëüíié òî÷öi y ∈ X \E, à îòæå,
i íà âñié ìíîæèíi.
4. Ïàðíà äîñÿæíiñòü çàìêíåíî¨ íi-

äå íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè. Ïîçíà÷àòèìå-
ìî LimnAn =

∩
n

∪
k≥n

An, äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëi-

äîâíîñòi ìíîæèí (An)
∞
n=1. Çàìêíåíà íiäå íå

ùiëüíà ìíîæèíà F ⊆ X íàçèâà¹òüñÿ ïàðíî
äîñÿæíîþ [6], ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñïàäíî¨
ïîñëiäîâíîñòi âiäêðèòèõ ìíîæèí Gn ⊆ X
òàêèõ, ùî F ⊆ frGn , iñíóþòü ïîñëiäîâíî-
ñòi (Un) i (Vn) âiäêðèòèõ ìíîæèí â X òàêèõ,
ùî

(8) Un, Vn ⊆ Gn;
(9) E = Limn Un = Limn Vn ;
(10) Um ∩ Vn = ∅ äëÿ äîâiëüíèõ m òà n.
Òåîðåìà 4.1. Íåõàé X � åáåðëåéíîâèé

ïðîñòið, F � çàìêíåíà íiäå íå ùiëüíà ïiä-
ìíîæèíà X. Òîäi F ïàðíî äîñÿæíà â X.

Äîâåäåííÿ. Íå áóäå îáìåæåííÿì ââàæà-
òè, ùîX ¹ äåÿêîþ âiäíîñíî êîìïàêòíîþ ïiä-
ìíîæèíîþ ïðîñòîðó c0(T ), äëÿ äåÿêî¨ ìíî-
æèíè T. Íåõàé E � çëi÷åííà ùiëüíà ïiä-
ìíîæèíà F . Çàíóìåðó¹ìî E = {xj : j ∈
N}. Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü
(Gn) âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí â X òà-
êèõ, ùî F ⊆ frGn. Çà ëåìîþ 3.1. ïîáóäó-
¹ìî ìíîæèíè Gn(x), òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ
âëàñòèâîñòi (3.1) − (3.3). Ïîêëàäåìî Uk =∪k

j=1G2k(xj), Vk =
∪k

j=1G2k+1(xj). Ïåðåâiðè-
ìî óìîâè (8)− (10).

Óìîâà (8) âèïëèâà¹ ç (3.1), à óìîâà (10)
âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi (3.3). Ïåðåâiðèìî
óìîâó (9). Äîâåäåìî ëèøå, ùî F = Limn Un.

Ïîçíà÷èìî A = Limn Un. Ïåðåâiðèìî ñïî-
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÷àòêó, ùî F ⊆ A =
∩
n

∪
k≥n

Uk. Íåõàé x ∈ E,

n ∈ N i U � îêië òî÷êè x. Âèáåðåìî íî-
ìåð j òàê, ùî x = xj. Ç óìîâè (2) âè-
ïëèâà¹, ùî G2k(x) → x ïðè k → ∞. Îò-
æå, iñíó¹ k0 òàêèé, ùî äëÿ k ≥ k0 âèêî-
íó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ G2k(x) ⊆ U . Ïîêëàäåìî
k1 = max{k0, j, n}. Òîäi îñêiëüêè k1 ≥ k0, òî
G2k1(x) ⊆ U . Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè k1 ≥ j,
òî G2k1(x) = G2k1(xj) ⊆ Uk1 . Òàêèì ÷èíîì,( ∪
k≥n

Uk

)
∩U ⊇ G2k1(x) ̸= ∅. Îòæå, x ∈

∪
k≥n

Uk.

Çíà÷èòü, E ⊆
∩
n

∪
k≥n

Uk. Àëå
∩
n

∪
k≥n

Uk � çà-

ìêíåíà ìíîæèíà, òîìó F ⊆ E ⊆ A = A.
Äîâåäåìî, ùî A ⊆ E = F . Ïðèïóñòè-

ìî, ùî A * F . Òîäi iñíó¹ a ∈ A òàêà, ùî
a /∈ F . Îñêiëüêè (Gn(x))x∈E,n∈N äèñêðåòíà
íà X \ F ∋ a, òî iñíó¹ îêië V òî÷êè a,
ùî ïåðåòèíà¹òüñÿ íå áiëüø íiæ ç îäíi¹þ ç
ìíîæèí Gn(x). Îòæå, iñíó¹ òàêå xj ∈ E i
m ∈ N òàêèé, ùî Gn(x) ∩ V = ∅, ÿêùî
(n, x) ̸= (m,xj). Âiçüìåìî n ∈ N ç 2n > m.
Òîäi a ∈ A ⊆

∪
k≥n

Uk. Òîìó V ∩ (
∪
k≥n

Uk) ̸= ∅.

Çâiäñè ìàòèìåìî, ùî iñíó¹ k ≥ n, äëÿ ÿêî-

ãî Uk ∩ V ̸= ∅. Àëå Uk =
k∪

i=1

G2k(xi). Òîìó

iñíó¹ i ∈ N òàêå, ùî G2k(xi) ∩ V ̸= ∅. Àëå
2k ≥ 2n > m, i òîìó (2k, xi) ̸= (m,xi). Òîäi
G2k(x)∩U = ∅, ùî íåìîæëèâî. Òàêèì ÷èíîì,
F = A = LimnUn. Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî
F = LimnVn.
5. Ïîáóäîâà ôóíêöi¨ ç íiäå íå ùiëü-

íîþ ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó.
Òåîðåìà 5.1. Íåõàé X � åáåðëåéíîâèé

ïðîñòið, F � çàìêíåíà íiäå íå ùiëüíà ñåïà-
ðàáåëüíà ïiäìíîæèíà X i G � âiäêðèòà ïiä-
ìíîæèíà X òàêà, ùî F ⊆ frG. Òîäi iñíó¹
ôóíêöiÿ f : X → R òàêà, ùî D(f) = F i
suppf ⊆ G.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè X åáåðëåéíîâèé
ïðîñòið, òî íå áóäå îáìåæåííÿì ââàæàòè, ùî
X ¹ äåÿêîþ âiäíîñíî êîìïàêòíîþ ïiäìíîæè-
íîþ â cp0(T ).

Êîðèñòóþ÷èñü ñåïàðàáåëüíiñòþ ìíîæèíè
F , âèáåðåìî íå áiëüø íiæ çëi÷åííó ùiëüíó
ïiäìíîæèíó E ìíîæèíè F . Âèáåðåìî ñiì'þ
(Gn(x))n∈N,x∈E çà ëåìîþ 3.1, äå â ðîëi Gn âè-

ñòóïà¹ ìíîæèíà G. Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N i
x ∈ E âiçüìåìî äåÿêó òî÷êó an(x) ∈ Gn(x).
Îñêiëüêè ïðîñòið X öiëêîì ðåãóëÿðíèé, òî
äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i x ∈ E iñíó¹ íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ fx

n : X → [0; 1] òàêà, ùî
fx
n (an(x)) = 1 i fx

n (y) = 0 ïðè y ∈ X \Gn(x).
Ïîêëàäåìî

f(y) =
∞∑
n=1

∑
x∈E

fx
n (y), y ∈ X

i ïåðåâiðèìî, ùî f ¹ øóêàíîþ. Î÷åâèäíî,
ùî suppf ⊆ G, áî fx

n (y) = 0 íà X\Gn(x).
Îñêiëüêè ñiì'ÿ (Gn(x))n∈N,x∈E äèñêðåòíà íà
ìíîæèíiX\E = X\F i ôóíêöi¨ fx

n íåïåðåðâ-
íi, òî ôóíêöiÿ f áóäå íåïåðåðâíîþ â êîæíié
òî÷öi ìíîæèíè X\F , à çíà÷èòü D(f) ⊆ F .

Ïîêàæåìî, ùî D(f) = F . Âiçüìåìî äå-
ÿêó òî÷êó a ∈ F . Îñêiëüêè Gn(x)∩F = ∅, òî
fx
n (a) = 0 äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i x ∈ E, à çíà-
÷èòü, f(a)=0. Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé âiäêðèòèé
îêië U òî÷êè a. Îñêiëüêè E = F , âèáåðå-
ìî äåÿêó òî÷êó x ∈ U ∩ E. Àëå Gn(x) → x.
Òîìó an(x) → x. Çíà÷èòü iñíó¹ n ∈ N òà-
êèé, ùî a2n(x) ∈ U . I, êðiì òîãî, f(a2n(x)) =
fx
2n(a2n(x)) = 1. Òàêèì ÷èíîì, f ðîçðèâíà â
òî÷öi a.
6. Ïîáóäîâà êâàçiíåïåðåðâíî¨ ôóí-

êöi¨ ç äàíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðè-
âó. Ôóíêöiÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ êâà-
çiíåïåðåðâíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x,
¨¨ îêîëó U i îêîëó V òî÷êè f(x) iñíó¹ âiä-
êðèòà íå ïîðîæíÿ ìíîæèíà U1 ⊆ U òàêà,
ùî f(U1) ⊆ V . ßê âiäîìî, ñóìà êâàçiíåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié íå çîáîâ'ÿçàíà áóòè êâà-
çiíåïåðåðâíîþ. Íàñòóïíà òåîðåìà äîçâîëÿ¹
áóäóâàòè êâàçiíiåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi
ñóìè ðiâíîìiðíî çáiæíîãî ðÿäó.
Òåîðåìà 6.1. [6, Theorem 3.2] Íåõàé

(En)
∞
n=1 � ïîñëiäîâíiñòü íiäå íå ùiëüíèõ ïiä-

ìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêèõ,
ùî Em ïàðíî äîñÿæíi i Em

∩
En = ∅ ïðè

m < n. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ
ïiäìíîæèí Gn, òàêèõ, ùî Gm ∩Gn ∩Em =
∅ äëÿ âñiõ m < n, En ⊆ frGn äëÿ äîâiëü-
íîãî n. Êðiì òîãî, äëÿ áóäü ÿêèõ ôóíêöié
fn : X → R ç suppfn ⊆ Gn i D(fn) ⊆ En

âèêîíó¹òüñÿ, ùî f =
∞∑
n=1

fn êâàçiíåïåðåðâíà
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íà X, ÿêùî öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.
Íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ ¹ äîáðå âiäîìè-

ìè, àëå äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó ìè íàâåäåìî ¨õ
ç äîâåäåííÿìè.
Ëåìà 6.2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-

ñòið i f, g : X → R � íàïiâíåïåðåðâíi çíèçó
ôóíêöi¨. Òîäi D(f + g) = D(f) ∪D(g).
Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî x0 ∈ X. ßêùî

x0 /∈ D(f)∪D(g), òî ôóíêöi¨ f i g íåïåðåðâíi
â òî÷öi x0, à çíà÷èòü, i ôóíêöiÿ f + g íå-
ïåðåðâíà â òî÷öi x0, à òîìó x0 /∈ D(f + g).
Òàêèì ÷èíîì, D(f + g) ⊆ D(f) ∪D(g).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òî÷êó x0 ∈ D(f)∪D(g).
Íåõàé, äëÿ ïåâíîñòi, x0 ∈ D(f). Ïîêàæåìî,
ùî h = f+g � ðîçðèâíà â òî÷öi x0. Îñêiëüêè
x0 ∈ D(f), òî iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî äëÿ äî-
âiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x0 iñíó¹ xU ∈ U , äëÿ
ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ, ùî |f(xU) − f(x0)| ≥ ε.
Äàëi ç îçíà÷åííÿ íàïiâíåïåðåðâíîñòi ôóí-
êöi¨ f ìàòèìåìî, ùî iñíó¹ îêië U0 òî÷êè x0,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ U0 ìàòèìåìî, ùî
f(x) > f(x0)− ε.

Íåõàé U ⊆ U0 i âèáåðåìî xU ∈ U ⊆ U0.
Òîäi âèêîíó¹òüñÿ, ùî
f(xU)− f(x0) ≥ ε àáî f(xU)− f(x0) ≤ −ε,

à òàêîæ
f(xU)− f(x0) > −ε.

Â òàêîìó ðàçi, f(xU)− f(x0) ≥ ε.
Îñêiëüêè g � íàïiâíåïåðâíà çíèçó, òî

iñíó¹ U1 ⊆ U0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ U1

ìàòèìåìî, ùî g(x) > g(x0)− ε/2. Êðiì òîãî,
U ⊆ U1, òîìó f(xU) + g(xU) > f(x0) + ε +
g(x0) − ε/2. Òîäi äëÿ êîæíîãî U ⊆ U1 iñíó¹
òî÷êà xU ∈ U òàêà, ùî h(xU) > h(x0) + ε/2.
Îòæå, x0 ∈ D(h).
Ëåìà 6.3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-

ñòið, fn : X → R � íàïiâíåïåðâíi çíèçó

ôóíêöi¨, òàêi, ùî ðÿä f =
∞∑
n=1

fn ðiâíîìið-

íî çáiæíèé. Òîäi D(f) =
∞∪
n=1

D(fn).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x0 /∈
∞∪
n=1

D(fn). Òîäi

fn áóäå íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0 äëÿ äîâiëü-
íîãî n, à òîìó i

∑∞
n=1 fn íåïåðåðâíà â öié

òî÷öi. Çâiäñè ìàòèìåìî, ùî x0 /∈ D(
∞∑
n=1

fn).

Òîìó D(f) ⊆
∞∪
n=1

D(fn).

ßêùî x0 ∈
∪∞

n=1D(fn), òî iñíó¹ òàêèé íî-
ìåð n, ùî x0 ∈ D(fn). Íåõàé g =

∑
k ̸=n fk.

Ôóíêöi¨ fn i g - íàïiâíåïåðåðâíi çíèçó, òî-
äi, êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ 7.1, ìàòèìåìî, ùî
x0 ∈ D(fn) ⊆ D(fn) ∪ D(g) = D(fn + g) =

D(f). Òîìó
∞∪
n=1

D(fn) ⊆ D(f).

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòà-
òîì íàøî¨ ðîáîòè.

Òåîðåìà 6.4. Íåõàé X � åáåðëåéíîâèé
ïðîñòið i E � ñåïàðàáåëüíà Fσ-ìíîæèíà
ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X. Òîäi iñíó¹ êâàçiíå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R òàêà, ùî
D(f) = E.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè E ¹ Fσ-ìíîæèíîþ

ïåðøî¨ êàòåãîði¨, òî E =
∞∪
n=1

F ′
n =

∞∪
n=1

E ′
n,

äå F ′
n � äåÿêi çàìêíåíi ìíîæèíè, à E ′

n íiäå
íå ùiëüíi. Äëÿ êîæíîãî n âèçíà÷èìî Fn =( n∪
k=1

F ′
k

)∩(∪n
k=1E

′
k

)
. Ìíîæèíà

n∪
k=1

F ′
k ¹ çà-

ìêíåíîþ ÿê ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ çàìêíå-

íèõ ìíîæèí, i
n∪

k=1

E ′
k � çàìêíåíà íiäå íå

ùiëüíà ìíîæèíà äëÿ êîæíîãî n. Òîäi ìàòè-

ìåìî, ùî E =
∞∪
n=1

Fn. Çà ïîáóäîâîþ ïîñëi-

äîâíiñòü ìíîæèí Fn çðîñòà¹. Òîäi ïîêëàâøè
E1 = F1 i En = Fn \ Fn−1 äëÿ n > 1, ìàòèìå-
ìî, ùî Em ∩ En = ∅ ïðè m < n.

Îñêiëüêè â åáåðëåéíîâîìó ïðîñòîði ïiä-
ìíîæèíà ñåïàðàáåëüíî¨ ìíîæèíè çíîâó áóäå
ñåïàðàáåëüíîþ, òî ìíîæèíè En áóäóòü ñå-
ïàðàáåëüíèìè. Îòæå, çà òåîðåìîþ 4.1 âîíè
¹ ïàðíî äîñÿæíèìè. Òåïåð ïîáóäó¹ìî ìíî-
æèíè Gn êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ 6.1. Âèêî-
ðèñòàâøè òåîðåìó 5.1 äëÿ ìíîæèí F = En

i G = Gn äëÿ äîâiëüíîãî íîìåðà n ïîáó-
äó¹ìî òàêó ôóíêö¨þ fn : X → [0, 1], äëÿ
ÿêî¨ D(f) = En i suppfn ⊆ Gn. Îñêiëüêè

| 1
2n
fn(x)| ≤ 1

2n
, òî ðÿä

∞∑
n=1

1
2n
fn(x) ðiâíîìið-

íî çáiæíèé. Òîìó çà âèáîðîì ìíîæèí Gn

ìàòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ f(x) =
∞∑
n=1

1
2n
fn(x)

êâàçiíåïåðåðâíà. Êðiì òîãî, îñêiëüêè En =

En ⊆ Fn, òî
∞∪
n=1

=
∞∪
n=1

En =
∞∪
n=1

Fn = E. Òî-

ìó, ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 6.3 îäåðæèìî, ùî
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D(f) =
∞∪
n=1

D(fn) =
∞∪
n=1

En = E.

7. Ïðèêëàä íå ñïàäêîâî íîðìàëüíî-
ãî êîìïàêòó Åáåðëåéíà. Íåõàé T � íåçëi-
÷åííèé äèñêðåòíèé ïðîñòið i X = αT � éîãî
êîìïàêòèôiêàöiÿ Àëåêñàíäðîâà. Òîáòî, îêî-
ëàìè òî÷êè x ̸= ∞ ¹ óñi ìíîæèíè U ⊆ X,
ÿêi ìiñòÿòü x, à îêîëîì òî÷êè x = ∞ ¹ áóäü-
ÿêà ìíîæèíà U ⊆ X, ùî ìiñòèòü ∞ i òàêà,
ùî X \U � ñêií÷åííà. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
X � êîìïàêò Åáåðëåéíà, àäæå âiäîáðàæåí-
íÿ φ : X → cp0(T ), âèçíà÷åíå çà ïðàâèëîì
φ(∞) = 0, φ(t) = χ{t}, çäiéñíþ¹ ãîìåîìîð-
ôíå âêëàäåííÿ ïðîñòîðó X â c0(T ). Íåõàé
Y = [0, 1]. Òîäi ïðîñòið P = X × Y òàêîæ
áóäå êîìïàêòîì Åáåðëåéíà.

Ïîêàæåìî, ùî P íå ñïàäêîâî íîðìàëü-
íèé ïðîñòið. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ïðîñòið
P ′ = P \ {(0,∞)} íå ¹ íîðìàëüíèì. Äëÿ
öüîãî âèáåðåìî ìíîæèíè A = T × {0} i
B = {∞} × (0, 1]. Ìíîæèíè A i B çàìêíå-
íi â P ′ i, êðiì òîãî, A ∩B = ∅. Ïðèïóñòèìî,
ùî iñíóþòü âiäêðèòi â P ′ ìíîæèíè U òà V
òàêi, ùî A ⊆ U , B ⊆ V i U ∩ V = ∅. Äëÿ
äîâiëüíîãî t ∈ T ìàòèìåìî, ùî (t, 0) ∈ A ⊆
U , à çíà÷èòü, U ¹ îêîëîì òî÷êè (t, 0). Òî-
äi iñíó¹ εt > 0 òàêå, ùî {t} × [0, εt) ⊆ U .
Íåõàé Tn = {t ∈ T : εt > 1/n}. Ìíîæè-
íà T =

∪∞
n=1 Tn íåçëi÷åííà. Òîäi iñíó¹ íîìåð

n òàêèé, ùî ìíîæèíà Tn íåçëi÷åííà. Çðî-
çóìiëî, ùî E = {(t, 1

n
) : t ∈ Tn} ⊆ U . Òî-

äi òî÷êà (∞, 1/n) ∈ E ⊆ U i, êðiì òîãî,
(∞, 1/n) ∈ B ⊆ V . Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî
U ∩ V ̸= ∅. Îòæå, U ∩ V ̸= ∅, à öå ñóïåðå-
÷èòü âèáîðó ìíîæèí U òà V . Òîìó ïðîñòið
P ′ íå ¹ íîðìàëüíèì, à, îòæå, P íå ¹ ñïàäêîâî
íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì.
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