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ÑÈÑÒÅÌÈ ÐIÂÍßÍÜ ÐÅÀÊÖI��ÊÎÍÂÅÊÖI��ÄÈÔÓÇI�, IÍÂÀÐIÀÍÒÍI
ÂIÄÍÎÑÍÎ ÀËÃÅÁÐÈ ÃÀËIËÅß

Iç êëàñó ñèñòåì ðiâíÿíü ðåàêöi¨�êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ äëÿ äâîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ó âè-
ïàäêó îäíi¹¨ ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ âèäiëåíî òi ñèñòåìè, ÿêi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ
òà ¨¨ ðîçøèðåíü îïåðàòîðàìè ìàñøòàáíèõ òà ïðîåêòèâíèõ ïåðåòâîðåíü.

We distinguish the systems invariant with respect to Galilei's algebra and its extensions by
operators of scale and projective transformations, from the class of reaction-convection-di�usion
systems of equations for two-dimensional vector �eld in the case of one spatial variable.

1. Âñòóï. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü
ðåàêöi¨�êîíâåêöi¨�äèôóçi¨

U0 = ∂1 [F (U)U1] +G(U)U1 +H(U), (1)

äå U=

(
u1

u2

)
, uk = uk(x), x = (x0, x1),

F (U) = (fab(u)), G(U) = (gab(u)) � äîâiëü-
íi ôóíêöiîíàëüíi ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi 2× 2,
H(U) = (ha(u)) � äîâiëüíà ôóíêöiîíàëüíà
ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi 2×1, k ∈ {1; 2}, iíäåêñè
âíèçó îçíà÷àþòü äèôåðåíöiþâàííÿ çà âiä-
ïîâiäíîþ çìiííîþ. Ñèñòåìà (1) ïðè êîíêðå-
òíèõ çíà÷åííÿõ íåëiíiéíîñòåé F (U), G(U),
H(U) çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðè ìîäåëþâàííi ði-
çíèõ ïðîöåñiâ ôiçèêè, õiìi¨, áiîëîãi¨, åêîëî-
ãi¨. Òàê ìîäèôiêàöi¨ ñèñòåìè (1) çàñòîñîâó-
þòüñÿ ïðè îïèñi ïðîöåñiâ ïåðåíîñó â îðãàíi-
çìi, íàïðèêëàä, ïðè ìîäåëþâàííi ïåðåíîñó
êèñíþ â êðîâîíîñíié ñèñòåìi, äëÿ ìîäåëþ-
âàííÿ ðîñòó òðîìáó â ïðèñòiíêîâîìó ïîòî-
öi. Îäíèì iç çàñòîñóâàíü ñèñòåìè (1) â åêî-
ëîãi¨ ¹ äîñëiäæåííÿ ïðîöåñiâ ðîçïîâñþäæåí-
íÿ ðå÷îâèíè, ÿêà çàáðóäíþ¹ âîäîéìè. Ãiäðî-
äèíàìi÷íà íåñòiéêiñòü, ÿêà âèíèêà¹ ïîáëèçó
ïîâåðõíi ðîçïîäiëó äâîõ ðiäèí, ùî íå çìi-
øóþòüñÿ, çóñòði÷à¹òüñÿ â òàêèõ ãàëóçÿõ, ÿê
íàôòîïåðåðîáêà, ïðîöåñè ãîðiííÿ, ñåïàðàöiÿ
ðóä i ò. ï. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü öüîãî ÿâèùà
âêëþ÷à¹ â ñåáå ñèñòåìó ðiâíÿíü ðåàêöi¨�êî-
íâåêöi¨�äèôóçi¨.

Ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó ñèñòåìà (1)
çà ðàõóíîê íàÿâíîñòi äåñÿòè äîâiëüíèõ ôóí-
êöié îïèñó¹ ôàêòè÷íî íå îäíó, à öiëèé êëàñ
ñèñòåì. Òîìó äóæå âàæëèâîþ ¹ çàäà÷à âèáî-

ðó ç öüîãî êëàñó ñàìå òèõ ñèñòåì, ÿêi á ïðå-
òåíäóâàëè íà îïèñ ðåàëüíèõ ÿâèù ïðèðîäè.
Ïîòóæíèì ìåòîäîì âiäáîðó òàêèõ ñèñòåì ¹
ñèìåòðiéíèé ìåòîä, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ç
êëàñó ñèñòåì âiäáèðàþòüñÿ òi, ÿêi âîëîäi-
þòü øèðîêèìè ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè, òîáòî çàäîâîëüíÿþòü òîìó ÷è iíøîìó
ïðèíöèïó âiäíîñíîñòi, à, îòæå, ìîæóòü ïðå-
òåíäóâàòè íà îïèñ ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ ïðî-
öåñiâ.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äîñëiäæåííÿì ñèìå-
òðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè (1) çàéìàëîñü
áàãàòî àâòîðiâ. Òàê, ó ðîáîòi [19] äîñëiäæó-
¹òüñÿ ëi¨âñüêà ñèìåòðiÿ ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨�
êîíâåêöi¨�äèôóçi¨, ðîáîòà [6] ïðèñâÿ÷åíà äî-
ñëiäæåííþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (1) âiä-
íîñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ ç îïåðàòîðîì ìàñè
òà ¨¨ ðîçøèðåíü îïåðàòîðàìè ìàñøòàáíèõ
òà ïðîåêòèâíèõ ïåðåòâîðåíü. Çàçíà÷èìî, ùî
ïðè G = 0 iç ñèñòåìè (1) îäåðæó¹ìî ñèñòåìó
ðiâíÿíü ðåàêöi¨ äèôóçi¨, äîñëiäæåííþ ñèìå-
òðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ÿêî¨ òåæ ïðèñâÿ÷åíî
÷èìàëî ðîáiò. Òàê ïðè ðiçíèõ âèãëÿäàõ ñòà-
ëî¨ ìàòðèöi äèôóçi¨ F = Λ áóëè îòðèìàíi
âàãîìi ðåçóëüòàòè ó ðîáîòàõ [25], [26] òà [13]-
[16], ïðè äîâiëüíèõ ìàòðèöÿõ F i H ãàëiëå-
¨âñüêó iíâàðiàíòíiñòü ñèñòåìè ðåàêöi¨ äèôó-
çi¨ äîñëiäæåíî â ðîáîòi [5], ïðè ââåäåííi ïåâ-
íèõ îáìåæåíü íà ìàòðèöþ F òà G = 0 îäåð-
æèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü õåìîòàêñèñó, äîñëi-
äåííþ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ÿêî¨ ïðè-
ñâÿ÷åíà ïóáëiêàöiÿ [9]. Òàêîæ iç ñèñòåìè (1)
ìîæíà îòðèìàòè ñèñòåìó êîíâåêöi¨ äèôóçi¨
(ïðè H = 0). Äîñëiäæåííþ ëi¨âñüêî¨ òà Q�
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óìîâíî¨ ñèìåòði¨ äâîâèìiðíî¨ ñèñòåìè òàêîãî
òèïó ïðèñâÿ÷åíî ðîáîòè [17], [18], ïðè F = E
ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ iíâàðiàíòíîñòi òðè-
âèìiðíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü êîíâåêöi¨ äèôóçi¨
âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ (ðî-
áîòè [2], [8]), ïðè F = Λ àíàëîãi÷íi äîñëi-
äæåííÿ âèêîíàíi äëÿ äâîâèìiðíî¨ ñèñòåìè â
ðîáîòi [7].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà ïîçíà÷åííÿ.
Äîáðå âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä [20]), ùî ëi-
íiéíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

u0 = u11 (2)

iíâàðiàíòíå âiäíîñíî íàñòóïíî¨ àëãåáðè îïå-
ðàòîðiâ

∂0, ∂1, G = x0∂1 + x1Q1, Q1 = −1

2
u∂u, (3)

D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q2, (4)

Π = x20∂0 + x0x1∂1 + x0Q2 +
x21
2
Q1, (5)

äå Q2 = −Q1.
Ùå îäíèì ðiâíÿííÿì, ÿêå iíâàðiàíòíå

âiäíîñíî ïîäiáíî¨ àëãåáðè, ¹ ðiâíÿííÿ Áþð-
ãåðñà

u0 + uu1 = u11, (6)

ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ÿêî-
ãî (äèâ., íàïðèêëàä, [11], [23]) ¹ àëãåáðà ç
áàçîâèìè ãåíåðàòîðàìè

∂0, ∂1, G = x0∂1 +Q1, (7)

D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q2, (8)

Π = x20∂0 + x0x1∂1 + x0Q2 + x1Q1, (9)

äå Q1 = ∂u, Q2 = −u∂u.
Îñêiëüêè îïåðàòîðè G, çàäàíi ôîðìóëà-

ìè (3) àáî (7), ïîðîäæóþòü ïåðåòâîðåííÿ
Ãàëiëåÿ

x′0 = x0, x
′
1 = x1 + θx0 (10)

ïðîñòîðó (x0, x1), òî îïåðàòîðè òàêîãî òè-
ïó íàçèâàþòüñÿ îïåðàòîðàìè Ãàëiëåÿ. Àëãå-
áðó (3) íàçèâàþòü àëãåáðîþ Ãàëiëåÿ ç îïå-
ðàòîðîì ìàñè Q1, à àëãåáðó (7) � àëãåáðîþ

Ãàëiëåÿ áåç îïåðàòîðà ìàñè. Àëãåáðè (3)�
(4) àáî (7)�(8) íàçèâàþòü ðîçøèðåíèìè àë-
ãåáðàìè Ãàëiëåÿ, à àëãåáðè îïåðàòîðiâ (3)�
(5) àáî (7)�(9) � óçàãàëüíåíèìè àëãåáðàìè
Ãàëiëåÿ.

Ó ðîáîòi [6] ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à îïèñó ñè-
ñòåì ðiâíÿíü êëàñó (1), iíâàðiàíòíèõ âiäíî-
ñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ ç îïåðàòîðîì ìàñè, äî-
ïîâíåíî¨ îïåðàòîðàìè ìàñøòàáíèõ òà ïðîå-
êòèâíèõ ïåðåòâîðåíü.

Ó äàíié ðîáîòi ìè ðîçâ'ÿæåìî àíàëîãi-
÷íó çàäà÷ó äëÿ âèïàäêó àëãåáðè Ãàëiëåÿ áåç
îïåðàòîðà ìàñè. Òîáòî îïèøåìî âñi ñèñòå-
ìè êëàñó (1), iíâàðiàíòíi âiäíîñíî àëãåáðè
Ãàëiëåÿ áåç îïåðàòîðà ìàñè, äîïîâíåíî¨ îïå-
ðàòîðàìè ìàñøòàáíèõ òà ïðîåêòèâíèõ ïåðå-
òâîðåíü.

Îïåðàòîðè àëãåáðè (7)�(9) çàäîâîëüíÿ-
þòü íàñòóïíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ:

[∂0, ∂1] = 0, [∂0, G] = ∂1, [∂1, G] = 0, (11)

[∂0, D] = 2∂0, [∂1, D] = ∂1, [G,D] =−G, (12)

[∂0,Π] = D, [∂1,Π] = G, [G,Π] = 0,

[D,Π] = 2Π. (13)

Ó çâ'ÿçêó ç öèì òðèâèìiðíó àëãåáðó
< X1, X2, X3 >, îïåðàòîðè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿ-
þòü êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (11), áóäå-
ìî íàçèâàòè àëãåáðîþ Ãàëiëåÿ áåç îïåðàòî-
ðà ìàñè i ïîçíà÷àòèAG(1, 1), ÷îòèðèâèìiðíó
àëãåáðó < X1, X2, X3, X4 >, îïåðàòîðè ÿêî¨
çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ
(11)�(12), áóäåìî íàçèâàòè ðîçøèðåíîþ àë-
ãåáðîþ Ãàëiëåÿ i ïîçíà÷àòè AG1(1, 1), à ï'ÿ-
òèâèìiðíó àëãåáðó < X1, X2, X3, X4, X5 >,
îïåðàòîðè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöiéíi
ñïiââiäíîøåííÿ (11),(12),(13), áóäåìî íàçè-
âàòè óçàãàëüíåíîþ àëãåáðîþ Ãàëiëåÿ i ïî-
çíà÷àòè AG2(1, 1). Çàóâàæèìî, ùî öèôðè â
äóæêàõ îçíà÷àþòü, ùî ïðîñòið íåçàëåæíèõ
çìiííèõ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ñêëàäà-
¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ÷àñîâî¨ çìiííî¨ x0 i îäíi¹¨ ïðî-
ñòîðîâî¨ çìiííî¨ x1.

3. Ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü.
Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòå-
ìè (1). Âèêîðèñòîâóþ÷è iíôiíiòåçèìàëü-
íèé ìåòîä Ñ. Ëi, çíàéäåìî ñèñòåìó âèçíà-
÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ íåëiíiéíîñòåé F (U),
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G(U), H(U) òà êîîðäèíàò iíôiíiòåçèìàëüíî-
ãî îïåðàòîðà ãðóïè ñèìåòði¨ ñèñòåìè (1).

Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Ñèñòåìà (1) iíâàðiàíòíà âiä-
íîñíî iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà

X = ξµ(x, u)∂µ + ηa(x, u)∂ua (14)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôóíêöi¨ ξµ, ηa çàäî-
âîëüíÿþòü íàñòóïíó ñèñòåìó âèçíà÷àëü-
íèõ ðiâíÿíü

ξ01 = ξµua = 0, (15)

fdbηaucud + fdcηaubud = 0, (16)

ηcfab
uc +(ξ00−2ξ11)f

ab+ηcubf
ac−ηaucf cb=0, (17)

ηcgabuc+(ξ00−ξ11)gab+ηcubg
ac−ηaucgcb+δabξ

1
0+

+ηc1(f
ab
uc +fac

ub )+2ηc1ubf
ac−ξ111fab=0, (18)

ηchauc + ξ00h
a − ηauchc + ηb11f

ab+

+ ηb1g
ab − ηa0 = 0, (19)

äå fab, gab, ha � êîìïîíåíòè, âiäïîâiä-
íî, ôóíêöiîíàëüíèõ ìàòðèöü F (U), G(U),
H(U), a, b, c, d ∈ {1, 2}, µ ∈ {0, 1}, δab � ñèì-
âîë Êðîíåêåðà, iíäåêñè âíèçó áiëÿ ôóíêöié
îçíà÷àþòü äèôåðåíöiþâàííÿ çà âiäïîâiäíîþ
çìiííîþ.

Ëåìà 1 äîâîäèòüñÿ ñòàíäàðòíèì ìåòîäîì
Ñ. Ëi (äèâ., íàïðèêëàä, [4], [24], [27]).

ßê íàñëiäîê ëåìè 1 ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 2. Îñíîâíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàí-

òíîñòi ñèñòåìè (1), òîáòî ìàêñèìàëüíîþ
àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi äàíî¨ ñèñòåìè ïðè
äîâiëüíèõ íåëiíiéíîñòÿõ F (U), G(U), H(U)
¹ àëãåáðà

Abas =< ∂0, ∂1 > . (20)

Äîâåäåííÿ. ßêùî ñèñòåìó âèçíà÷àëü-
íèõ ðiâíÿíü (15)�(19) ðîç÷åïèòè çà äîâiëü-
íèìè åëåìåíòàìè fab, gab, ha òà ¨õ ïîõiäíèìè,
òî ìè îäåðæèìî

ξµν = ξµu = η = 0,

çâiäêè

ξ0 = c0, ξ
1 = c1, η

a = 0, (21)

äå c0, c1 � äîâiëüíi ñòàëi. Îïåðàòîð (14) ç êî-
îðäèíàòàìè (21) ïîðîäæó¹ àëãåáðó (20).

Ëåìà 2 äîâåäåíà.
Âàæëèâó ðîëü ïðè ãðóïîâié êëàñèôiêàöi¨

êëàñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäiãðàþòü
ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äàíîãî êëàñó.
Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi � öå òàêi ïå-
ðåòâîðåííÿ çàëåæíèõ i íåçàëåæíèõ çìiííèõ,
ÿêi äîâiëüíå ðiâíÿííÿ (ñèñòåìó ðiâíÿíü) ç
äàíîãî êëàñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çâî-
äÿòü äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü) ç öüîãî æ êëàñó. Çíàííÿ ïåðå-
òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi äîçâîëÿ¹ ïîäiëèòè
êëàñ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà íååêâiâà-
ëåíòíi ïiäêëàñè, âèäiëèòè â êîæíîìó ïiä-
êëàñi êàíîíi÷íîãî ïðåäñòàâíèêà, äîñëiäèòè
éîãî ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi òà çà äîïîìîãîþ
äàíèõ ïåðåòâîðåíü ïîøèðèòè îäåðæàíèé ðå-
çóëüòàò íà âñi ðiâíÿííÿ äàíîãî ïiäêëàñó.

Çàçíà÷èìî, ùî ãðóïó íåïåðåðâíèõ ïå-
ðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (1), áóëî çíàéäåíî â ðîáîòi [6]. Ìè æ
ëèøå íàâåäåìî öåé ðåçóëüòàò.
Ëåìà 3. Ãðóïîþ íåïåðåðâíèõ ïåðåòâî-

ðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìè (1) ¹ ãðóïà
âèãëÿäó

x
′

0 = a0x0 + b0, x
′

1 = a1x1 + gx0 + b1,

ua
′
= αabu

b + βa, (22)

äå aµ, bµ, αab, βa, g � äîâiëüíi ñòàëi, µ ∈
{0; 1}, a, b ∈ {1; 2}.
Äîâåäåííÿ ëåìè 3 ïðîâîäèòüñÿ ìåòîäîì,
îïèñàíèì â ðîáîòàõ [3], [12].

Çàóâàæèìî, ùî âñi ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ
ïðîâåäåíî ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâà-
ëåíòíîñòi (22).

4. Çîáðàæåííÿ àëãåáðè Ãàëiëåÿ òà
¨¨ ðîçøèðåíü. Âñòàíîâèìî âèãëÿä îïåðà-
òîðiâ àëãåáð Ãàëiëåÿ, âiäíîñíî ÿêèõ ìîæå
áóòè iíâàðiàíòíà ñèñòåìà (1). Óòî÷íèìî çà-
ãàëüíèé âèãëÿä iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðà-
òîðà (14) äëÿ ñèñòåìè (1), çàäîâîëüíèâøè
ðiâíÿííÿ (15), (16). Iç ñèñòåìè ðiâíÿíü (15)
âèïëèâà¹, ùî

ξ0 = A(x0), ξ
1 = B(x0, x1), (23)

äå A(x0), B(x0, x1) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨
ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Ïîäèâèìîñü íà ñèñòåìó
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ðiâíÿíü (16), ÿê íà ëiíiéíó àëãåáðà¨÷íó ñè-
ñòåìó âiäíîñíî íåâiäîìèõ ηa

ubuc . Âèçíà÷íèê
äàíî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

∆ =< 1 > · < 2 >,

äå âèðàçè

< 1 >= f 11 + f 22, < 2 >=

∣∣∣∣f 11 f 12

f 21 f 22

∣∣∣∣ , (24)

¹ øïóðàìè ìàòðèöi F = (fab) âiäïîâiäíî 1-
ãî i 2-ãî ïîðÿäêó.

Îñêiëüêè ïðè < 2 >= 0 ñèñòåìà (1) îïè-
ñó¹ ïðîöåñè, ïîâ'ÿçàíi ç ïîâåäiíêîþ äâîôà-
çíî¨ ðiäèíè, à ïðè < 1 >= 0 ñèñòåìà (1) ¹
ðiâíÿííÿì øðåäiíãåðiâñüêîãî òèïó äëÿ êîì-
ïëåêñíî¨ ôóíêöi¨ ψ = u1+iu2, òî áóäåìî ââà-
æàòè, ùî

∆ ̸= 0. (25)

Ëiíiéíà îäíîðiäíà âiäíîñíî çìiííèõ ηa
ubuc

ñèñòåìà (16) ïðè óìîâi (25) ìà¹ ëèøå òðèâi-
àëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ηaubuc = 0. (26)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (26)
¹ ôóíêöi¨

ηa = αab(x0, x1)u
b + βa(x0, x1), (27)

äå αab(x0, x1), β
a(x0, x1) � äîâiëüíi ãëàäêi

ôóíêöi¨ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ.
Òàêèì ÷èíîì ìè âñòàíîâèëè íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1. ßêùî ñèñòåìà (1) ïðè óìî-

âi (25) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî îïåðàòîðà (14),
òî äàíèé îïåðàòîð ìà¹ âèãëÿä

X = A(x0)∂0 +B(x0, x1)∂1+

[αab(x0, x1)u
b + βa(x0, x1)]∂ua , (28)

äå A, B, αab, βa � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨
ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, a, b ∈ {1, 2}.

Îñêiëüêè ñèñòåìà (1) ïðè äîâiëüíèõ íåëi-
íiéíîñòÿõ F,G,H iíâàðiàíòíà âiäíîñíî àë-
ãåáðè (20), òî â ÿêîñòi äâîõ îïåðàòîðiâ àë-
ãåáðè Ãàëiëåÿ âiçüìåìî îïåðàòîðè X1 = ∂0
i X2 = ∂1, à òðåòié îïåðàòîð äàíî¨ àëãåáðè
áóäåìî øóêàòè, ÿê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1, ó
âèãëÿäi (28), äå A(x0), B(x0, x1), αab(x0, x1),
βa(x0, x1) � øóêàíi ôóíêöi¨.

Âèìàãàþ÷è âèêîíàííÿ óìîâ êîìóòóâàííÿ
(11), îäåðæèìî

Ȧ=B1=0, B0=1, αab
0 =αab

1 =βa
0 =β

a
1 =0. (29)

Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ (29), îòðèìó¹ìî, ùî
îïåðàòîð X3 ìà¹ âèãëÿä

X3=c0∂0+(x0+ c1)∂1+[α1abu
b+β1a]∂ua , (30)

äå c0, c1, α1ab, β1a � ñòàëi iíòåãðóâàííÿ, a, b ∈
{1; 2}. Òàêèì ÷èíîì, ïîêëàâøè

G = X3 − c0∂0 − c1∂1, (31)

îäåðæó¹ìî ðåàëiçàöiþ àëãåáðè (11) äëÿ ñè-
ñòåìè (1):

AG(1, 1) =< ∂0, ∂1, G = x0∂1 +Q1 >, (32)

äå
Q1 = (α1abu

b + β1a)∂ua . (33)

Àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòàâøè êîìóòàöiéíi
ñïiââiäíîøåííÿ (11)�(13), ïðèõîäèìî äî âè-
ñíîâêó, ùî áàçîâi ãåíåðàòîðè ðîçøèðåíî¨ i
óçàãàëüíåíî¨ àëãåáð Ãàëiëåÿ, âiäíîñíî ÿêèõ
ìîæå áóòè iíâàðiàíòíà ñèñòåìà (1), ìàþòü
âèãëÿä

AG1(1, 1) =< ∂0, ∂1, G = x0∂1 +Q1,

D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q2 >, (34)

AG2(1, 1) =< ∂0, ∂1, G = x0∂1 +Q1,

D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q2,

Π=x20∂0 + x0x1∂1+x1Q1+x0Q2+Q3>, (35)

äå
Qk = (αkabu

b + βka)∂ua , (36)

αkab, βka � const, k = 1; 3, a, b ∈ {1, 2}, ïðè÷î-
ìó îïåðàòîðè Qk ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè óìî-
âè

[Q1, Q2]=−Q1, [Q1, Q3]=0, [Q2, Q3]=2Q3. (37)

5. Iíâàðiàíòíiñòü ñèñòåìè (1) âiäíî-
ñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ. Äîñëiäèìî, ïðè
ÿêèõ çíà÷åííÿõ íåëiíiéíîñòåé F , G, H ñèñ-
òåìà (1) áóäå iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî àëãåáðè
Ãàëiëåÿ.

Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà (1) iíâàðiàíòíà
âiäíîñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ (32) òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè íåëiíiéíîñòi F (U), G(U), H(U)
íàáóâàþòü âèãëÿäó

1. F (U) = D(u1, φ) =(
φ11−φ12æu1 φ12

φ21+(φ11−φ22)æu1−φ12(æu1)2 φ22+φ12æu1

)
,

G(U) = D(u1, ψ)− u1E,

H(U) =

(
χ1

χ2 + χ1æu1

)
, ω = u2−æ (u1)2

2

ïðè Q1 = ∂u1 + æu1∂u2 ;

2. F (U) = D(u2, φ) =

(
φ11 φ12

u2

φ21u2 φ22

)
,

G(U) = D(u2, ψ)− u1E,

H(U) =

(
χ1

χ2u2

)
, ω = u2e−u1

ïðè Q1 = ∂u1 + u2∂u2 ;

3. F (U) = D
(

u2

u1 , φ
)
=(

φ11 − φ12 u2

u1 φ12

φ21+(φ11−φ22)u
2

u1 −φ12(u
2

u1 )
2 φ22+φ12 u2

u1

)
,

G(U) = D
(

u2

u1 , ψ
)
− u2

u1E,

H(U) =

(
χ1u1

χ1u2 + χ2u1

)
, ω = u1e−k u2

u1

ïðè Q1 = kI + u1∂u2 ;

4. F (U) = D
(

u2

u1 , φ
)
=

(
φ11 φ12 u1

u2

φ21 u2

u1 φ22

)
,

G(U) = D
(

u2

u1 , ψ
)
− lnu1E,

H(U) =

(
χ1u1

χ2u2

)
, ω =

(u1)k+1

u2

ïðè Q1 = I + ku2∂u2 ;

5. F (U) = D(u1, u2, φ) =(
φ3 − 2u1

u⃗2 εabφ
aub −φ4 − 2u2

u⃗2 εabφ
aub

φ4 − 2u1

u⃗2 δabφ
aub φ3 − 2u2

u⃗2 δabφ
aub

)
,

G(U) = D(u1, u2, ψ)− arctan u1

u2E,

H(U) =

(
δabχ

aub

−εabχaub

)
, ω = u⃗2e

2k arctan
u1
u2

ïðè Q1 = kI + J,

äå I = u1∂u1 + u2∂u2, J = u1∂u2 −
u2∂u1; φab=φab(ω), ψab=ψab(ω), χa=χa(ω),
φc=φc(ω), ψc=ψc(ω) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóí-

êöi¨ àðãóìåíòà ω, âèãëÿä ÿêîãî íàâåäåíî â
êîæíîìó ïóíêòi, E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ
ðîçìiðíîñòi 2 × 2, u⃗ = (u1, u2), ε = (εab)=(

0 −1
1 0

)
, δab � ñèìâîë Êðîíåêåðà, a, b ∈

{1, 2}, c = 1, 4, æ ∈ {0, 1}, k ∈ R.
Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî ôóíêöiîíàëüíi

ìàòðèöi F (U), G(U), H(U), ïðè ÿêèõ ñèñ-
òåìà (1) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî àëãåáðè Ãàëi-
ëåÿ (32). Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî êëàñèôi-
êàöiþ çîáðàæåíü àëãåáðè (32), âèêîíàíó â
ðîáîòi [1]. Ó íié ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ 5 íåå-
êâiâàëåíòíèõ ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü (22)
çîáðàæåíü îïåðàòîðà Q1. Öi íååêâiâàëåíòíi
çîáðàæåííÿ ìàþòü âèãëÿä:

1. Q1 = ∂u1 + æu1∂u2 ,

2. Q1 = ∂u1 + u2∂u2 ,

3. Q1 = kI + u1∂u2 ,

4. Q1 = I + ku2∂u2 ,

5. Q1 = kI + J ,

äå æ ∈ {0, 1}, k ∈ R, I = u1∂u1 + u2∂u2 , J =
u1∂u2 − u2∂u1 .

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ôóíêöi¨ fab, gab, ha,
ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (1) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî
àëãåáðè (32), íåîáõiäíî ïiäñòàâèòè âiäïîâiä-
íi ξµ, ηa (µ = 0, 1, a = 1, 2), îäåðæàíi iç çî-
áðàæåíü îïåðàòîðiâ àëãåáðè (32), ó ñèñòåìó
âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (15)�(19), îäåðæàíó â
ëåìi 1, i ðîçâ'ÿçàòè ¨¨ äëÿ êîæíîãî ç ï'ÿ-
òè ïóíêòiâ êëàñèôiêàöi¨. Òà îñêiëüêè ôîð-
ìóëà (28) óòî÷íþ¹ âèãëÿä iíôiíiòåçèìàëü-
íîãî îïåðàòîðà (14), çàäîâîëüíèâøè ðiâíÿí-
íÿ (15), (16) âèçíà÷àëüíî¨ ñèñòåìè, òî ïiä-
ñòàâëÿòèìåìî âiäïîâiäíi ξµ, ηa âæå òiëüêè â
ðiâíÿííÿ (17)�(19) âèçíà÷àëüíî¨ ñèñòåìè.

Ïðîiëþñòðó¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè íà
ïðèêëàäi îïåðàòîðiâ ç ïåðøîãî ïóíêòó. Çî-
áðàæåííÿ îïåðàòîðà Q1, çàïèñàíîãî â öüîìó
ïóíêòi, âèçíà÷à¹ áàçèñíi îïåðàòîðè àëãåáðè
Ãàëiëåÿ:

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 + æu1∂u2 , (38)

äå æ ∈ {0, 1}, òà êîîðäèíàòè îïåðàòîðà X:
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ξ0=d0, ξ
1=gx0 + d1, η

1=g, η2=gæu1, (39)

äå g, dµ � äîâiëüíi ñòàëi. Ïiäñòàâèâøè (39)
ó ñèñòåìó (17)�(19) áà÷èìî, ùî âîíà çâî-
äèòüñÿ äî íàñòóïíî¨ ñèñòåìè äëÿ çíàõîäæå-
ííÿ ôóíêöié fab, gab, ha òà óòî÷íåííÿ êîîð-
äèíàò iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà:(
δc1+δc2æu

1
)
fab
uc +æ(δb1f

a2−δa2f 1b)=0, (40)(
δc1 + δc2æu

1
)
gabuc + æ(δb1g

a2 − δa2g
1b)+

+ δab = 0, (41)(
δc1 + δc2æu

1
)
hauc − δa2æh

1 = 0. (42)

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (40)�(42), ¹
ôóíêöi¨

f 11 = φ11−φ12æu1, f 12 = φ12,

f 21 = φ21+
(
φ11−φ22

)
æu1−φ12(æu1)2,

f 22 = φ22+φ12æu1,

g11 = ψ11−(1 + æψ12)u1, g12 = ψ12,

g21 = ψ21+
(
ψ11−ψ22

)
æu1−ψ12(æu1)2,

g22 = ψ22−(1− æψ12)u1,

h1 = χ1, h2 = χ2 + χ1æu1,

ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (1) iíâàðiàíòíà âiä-
íîñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ. Òóò φab=φab(ω),
ψab=ψab(ω), χa=χa(ω) � äîâiëüíi ãëàäêi
ôóíêöi¨, ω = u2−æ (u1)2

2
, ùî ñïiâïàäà¹ ç ïåð-

øèì ïóíêòîì òåîðåìè 2.
Àíàëîãi÷íî ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó âèçíà-

÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ âñiõ çîáðàæåíü îïåðà-
òîðà Q1, îòðèìó¹ìî ðåøòó ïóíêòiâ òåîðåìè
2.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

6. Iíâàðiàíòíiñòü ñèñòåìè (1) âiäíî-
ñíî ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ. Äî-
ñëiäèìî, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ íåëiíiéíîñòåé
F , G, H ñèñòåìà (1) áóäå iíâàðiàíòíîþ âiä-
íîñíî ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ.

Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà (1) iíâàðiàíòíà

âiäíîñíî ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ (34)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íåëiíiéíîñòi F , G,
H íàáóâàþòü âèãëÿäó

1. F (U) = D(u2, λ) =(
λ11 λ12(u

2)m−1

λ21(u
2)1−m λ22

)
,

G(U) = D(u2, µ)(u2)m − u1E,

H(U) =

(
ν1(u

2)3m

ν2(u
2)2m+1

)
,

ïðè Q1 = ∂u1, Q2 = −u1∂u1 − 1
m
u2∂u2 ;

2. F (U) =

(
φ1 (u2) 0

0 φ2 (u2)

)
,

G(U) =

(
0 0

ψ (u2) 0

)
− u1E,

H(U) =

(
0
0

)
,

ïðè Q1 = ∂u1 , Q2 = −u1∂u1 ;

3. F (U) = D(u2, λ) =(
λ11−λ21lnu2 λ12+(λ11−λ22)lnu2−λ21ln2u2

λ21 λ22 + λ21 lnu
2

)
,

G(U) = D(u2, µ)u2 − (u1 + u2 lnu2)E,

H(U) =

(
ν1 − ν2 lnu

2

ν2

)
(u2)3,

ïðè Q1 = ∂u1 , Q2 = −I + u2∂u1 ;

4. F (U) = D(u2, λ) =

(
λ11 λ12e

−u2

λ21e
u2

λ22

)
,

G(U) = D(u2, µ)e−u2 − u1E,

H(U) =

(
ν1e

−3u2

ν2e
−2u2

)
,

ïðè Q1 = ∂u1 , Q2 = −u1∂u1 + ∂u2 ;

5. F (U) = D(u1, ω, λ) =(
λ11−λ12

u1
√
ω

λ12√
ω

λ21
√
ω+(λ11−λ22)u

1−λ12
(u1)2√

ω
λ22+λ12

u1
√
ω

)
,

G(U) = D(u1, ω, µ)
√
ω − u1E,

H(U) =
(

ν1
ν1u

1 + ν2
√
ω

)
ω

3
2 , ω = u2− (u1)2

2
,

ïðè Q1 = ∂u1 + u1∂u2, Q2 = −I − u2∂u2 ;

6. F (U) = D(u1, u2, λ) =(
λ11−λ12

u2

(u1)m+1 λ12(u
1)−m

λ21(u
1)m+(λ11−λ22)

u2

u1−λ12
(u2)2

(u1)m+2 λ22+λ12
u2

(u1)m+1

)
,

G(U) = D(u1, u2, µ)(u1)m − u2

u1E,

H(U) =

(
ν1u

1

ν2(u
1)m+1 + ν1u

2

)
(u1)2m,

ïðè Q1 = u1∂u2 , Q2 = u1∂u1 − m+1
m
I;
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7. F (U) =

(
φ1(u1) 0

(φ1(u1)−φ2(u1)) u2

u1 φ2(u1)

)
,

G(U) =

(
−1 u1

u2

−u2

u1 1

)
u2

u1ψ(u
1)− u2

u1E,

H(U) =

(
0
0

)
,

ïðè Q1 = u1∂u2 , Q2 = −u2∂u2 ;

8. F (U) = D(u1, u2, λ) =(
λ11 − λ12

(
u2 − lnu1

)
λ12u

1

λ21+(λ11−λ22)(u2−lnu1)−λ12(u2−lnu1)
2

u1 λ22+λ12

(
u2−lnu1

)),
G(U) = D(u1, u2, µ) 1

u1 − u2−lnu1

u1 E,

H(U) =

(
ν1u

1

ν2 + ν1 (u
2 − lnu1)

)
(u1)−2,

ïðè Q1 = u1∂u2 , Q2 = u1∂u1 + ∂u2 ,

äå φa, ψ � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ àð-
ãóìåíòiâ, λab, µab, νa, m � äîâiëüíi ñòàëi,
a, b ∈ {1; 2}.
Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî ôóíêöiîíàëüíi

ìàòðèöi F (U), G(U), H(U), ïðè ÿêèõ ñèñòå-
ìà (1) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ðîçøèðåíî¨ àë-
ãåáðè Ãàëiëåÿ (34). Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî
êëàñèôiêàöiþ çîáðàæåíü àëãåáðè (34), âèêî-
íàíó â ðîáîòi [7]. Ó íié ïîêàçàíî, ùî iñíó¹
6 íååêâiâàëåíòíèõ ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâî-
ðåíü (22) çîáðàæåíü ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãà-
ëiëåÿ â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó îïåðàòîðiâ
Q1, Q2. Öi íååêâiâàëåíòíi çîáðàæåííÿ îïå-
ðàòîðiâ Q1, Q2 (òîáòî ôàêòè÷íî íååêâiâà-
ëåíòíi çîáðàæåííÿ ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãà-
ëiëåÿ) íàâåäåìî â òàáëèöi 1:

Òàáëèöÿ 1
Íååêâiâàëåíòíi çîáðàæåííÿ
ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ.
� Q1 Q2

1. ∂u1 −u1∂u1 + ku2∂u2

2. ∂u1 −I + u2∂u1

3. ∂u1 −u1∂u1 + ∂u2

4. ∂u1 + u1∂u2 −I − u2∂u2

5. u1∂u2 kI + u1∂u1

6. u1∂u2 u1∂u1 + ∂u2

Ó òàáëèöi 1 k ∈ R.
Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (15)�(16) âèçíà÷àëü-

íî¨ ñèñòåìè âæå ðîçâ'ÿçàíi (äèâ. òåîðåìó 1),

òî äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöié fab(u), gab(u),
ha(u), ïðè ÿêèõ ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) iíâàði-
àíòíà âiäíîñíî ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ,
ïiäñòàâèìî âiäïîâiäíi ξµ, ηa, îäåðæàíi iç çî-
áðàæåíü îïåðàòîðiâ àëãåáðè (34), ó ðiâíÿí-
íÿ (17)�(19) âèçíà÷àëüíî¨ ñèñòåìè òà ðîçâ'ÿ-
æåìî ¨õ äëÿ êîæíîãî ïóíêòó òàáëèöi 1.

Ïðîiëþñòðó¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè íà
ïðèêëàäi çîáðàæåííÿ ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè
Ãàëiëåÿ, îòðèìàíîãî ç ïåðøîãî ïóíêòó òàá-
ëèöi 1. Çîáðàæåííÿ îïåðàòîðiâ Q1, Q2, çàïè-
ñàíèõ ó öüîìó ïóíêòi, âèçíà÷à¹ áàçîâi ãåíå-
ðàòîðè ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ:

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 ,

D = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 + ku2∂u2 (43)

òà êîîðäèíàòè îïåðàòîðà X:

ξ0 = 2cx0 + d0, ξ
1 = cx1 + gx0 + d1,

η1 = −cu1 + g, η2 = cku2, (44)

äå c, g, dµ � ãðóïîâi ïàðàìåòðè, µ ∈ {0, 1}.
Ïiäñòàâèâøè (44) ó âèçíà÷àëüíó ñèñòå-

ìó (17)�(19) òà âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (40)�
(42) ïðè æ = 0, áà÷èìî, ùî âîíà çâîäèòüñÿ
äî íàñòóïíî¨ ñèñòåìè äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóí-
êöiîíàëüíèõ ìàòðèöü F (U), G(U), H(U):

−u1fab
u1+ku2fab

u2+δa1f
1b−δb1fa1+

+ k(δb2f
a2−δa2f 2b)=0, (45)

−u1gabu1+ku2gabu2+δa1g
1b−δb1ga1+

+ k(δb2g
a2−δa2g2b)+gab=0, (46)

−u1hau1+ku2hau2+δa1h
1−δa2kh2+2ha=0. (47)

Î÷åâèäíî, àëãåáðó (43) îòðèìàíî ïðè
äîïîâíåííi îïåðàòîðîì äiëàòàöi¨ D àëãåá-
ðè (38) ïðè æ = 0. Îñêiëüêè íåëiíiéíîñòi,
ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (1) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî
àëãåáðè Ãàëiëåÿ äëÿ Q1 = ∂u1 , âæå çíàéäåíî
â òåîðåìi 2, òî âèêîðèñòà¹ìî ¨õ ïðè ðîçâ'ÿçó-
âàííi îòðèìàíî¨ ñèñòåìè (45)�(47). Ïiäñòà-
âèìî çíà÷åííÿ íåëiíiéíîñòåé ç ïåðøîãî ïóí-
êòó òåîðåìè 2 ïðè æ = 0:

F =

(
φ11 φ12

φ21 φ22

)
, G =

(
ψ11 ψ12

ψ21 ψ22

)
−u1E,

H =

(
χ1

χ2

)
, ω = u2
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â ñèñòåìó (45)�(47) òà ðîçâ'ÿæåìî ¨¨. Î÷åâè-
äíî, ðîçâ'ÿçîê îòðèìàíî¨ ñèñòåìè çàëåæèòü
âiä çíà÷åíü ñòàëî¨ k. Òàê, ïðè k ̸= 0 çàãàëü-
íèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (45)�(47) ¹ ôóíêöi¨

f 11 = λ11, f 12 = λ12(u
2)−

1
k
−1,

f 21 = λ21(u
2)

1
k
+1, f 22 = λ22;

g11=µ11(u
2)−

1
k −u1, g12=µ12(u

2)−
2
k
−1,

g21 = µ21u
2, g22 = µ22(u

2)−
1
k − u1;

h1 = ν1(u
2)−

3
k , h2 = ν2(u

2)−
2
k
+1, (48)

äå λab, µab, νa � äîâiëüíi ñòàëi.
Òàêèì ÷èíîì, ç íåëiíiéíîñòÿìè (48) ñèñ-

òåìà (1) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ðîçøèðåíî¨
àëãåáðè Ãàëiëåÿ. Âèêîíàâøè â îòðèìàíèõ
ôóíêöiÿõ çàìiíó − 1

k
= m ïðèõîäèìî äî íå-

ëiíiéíîñòåé, îïèñàíèõ ó ïåðøîìó ïóíêòi òå-
îðåìè 3.

Ïðè k = 0 ñèñòåìó (45)�(47) çàäîâîëüíÿ-
þòü ôóíêöi¨

F (U)=

(
φ1 0
0 φ2

)
, G(U)=

(
−u1 0
ψ −u1

)
,

H(U) =

(
0
0

)
, (49)

äå φa = φa(u2), ψ = ψ(u2) � äîâiëüíi ôóíêöi¨,
a = 1, 2, ùî âiäïîâiäà¹ äðóãîìó ïóíêòó òåî-
ðåìè 3.

Àíàëîãi÷íî ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó âèçíà-
÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ âñiõ çîáðàæåíü àëãåá-
ðè (34), îòðèìó¹ìî ðåøòó ïóíêòiâ òåîðåìè
3.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

7. Iíâàðiàíòíiñòü ñèñòåìè (1) âiäíî-
ñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ. Äî-
ñëiäèìî, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ôóíêöiîíàëü-
íèõ ìàòðèöü F , G, H ñèñòåìà (1) áóäå iíâà-
ðiàíòíîþ âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãà-
ëiëåÿ (35).

Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 4. Ñèñòåìà (1) iíâàðiàíòíà

âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ (35)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íåëiíiéíîñòi F ,
G, H íàáóâàþòü âèãëÿäó

1. F (U) =

(
λ11 λ12(u

2)m−1

0 λ22

)
,

G(U) =

(
0 µ12(u

2)2m−1

−u2

m
µ22(u

2)m

)
− u1E,

H(U) =

(
ν1(u

2)3m

ν2(u
2)2m+1

)
ïðè Q1= ∂u1 , Q2=u

1∂u1− 1
m
u2∂u2 , Q3 = 0,

m ̸= 0; 1;

2. F (U) =

(
λ11 λ12
λ21 λ22

)
,

G(U) =

(
0 µ12

−1 µ22

)
u2 − u1E,

H(U) =

(
ν1
ν2

)
(u2)3

ïðè Q1 = ∂u1 , Q2 = −I,Q3 = 0;

3. F (U) =

(
λ 0
0 φ

)
, G(U) = −u1E,

H(U) =

(
0
0

)
ïðè Q1 = ∂u1 , Q2 = −u1∂u1 , Q3 = 0;

4. F (U) =

(
λ11 λ12 + (λ11 − λ22) lnu

2

0 λ22

)
,

G(U)=

(
1 µ12+(1−µ22) lnu

2+ln2u2

−1 µ22 − 2 lnu2

)
u2−u1E,

H(U) =

(
ν1 − ν2 lnu

2

ν2

)
(u2)3

ïðè Q1 = ∂u1 , Q2 = −I + u2∂u1 , Q3 = 0;

5. F (U) =

(
λ11 λ12e

−u2

0 λ22

)
,

G(U) =

(
0 µ12e

−2u2

1 µ22e
−u2

)
− u1E,

H(U) =

(
ν1e

−3u2

ν2e
−2u2

)
ïðè Q1 = ∂u1 , Q2 = −u1∂u1 + ∂u2 , Q3 = 0;

6.F (U)=
(

−λ12u
1 λ12

−λ12(u
1)2−2λ12ω−λ22

√
ωu1 λ22

√
ω+λ12u

1

)
1√
ω
,

G(U)=
(

−µ12u
1 µ12

−µ12(u
1)2−2ω−µ22

√
ωu1 µ22

√
ω+µ12u

1

)
−u1E,

H(U)=

(
ν1

ν2
√
ω + ν1u

1

)√
ω3, ω=u2− (u1)

2

2

ïðè Q1=∂u1 + u1∂u2 , Q2=−I−u2∂u2 , Q3=0;
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7. F (U)=

(
λ11 0
0 λ22

)
, G(U)=

(
0 µ12

0 0

)
−u1E,

H(U) =

(
0

−(u2)2

)
ïðè Q1 = ∂u1 , Q2 = −I − u2∂u2 , Q3 = ∂u2 ;

8. F (U) =

(
λ11 0

(λ11 − λ22)u
1 λ22

)
,

G(U)=

(
−µ12u

1 µ12

−2λ11ω − µ12(u
1)2 µ12u

1

)
−u1E,

H(U) =

(
0

(λ11 − 1)ω2

)
, ω = u2 − (u1)

2

2

ïðè Q1=∂u1+u1∂u2 , Q2=−I−u2∂u2 , Q3=∂u2 ;

9. F (U) =

(
λ11 0

λ21(u
1)m + 2λ11

u2

u1 −λ11

)
,

G(U)=

(
µ11(u

1)m + 1
m

u2

u1 − 1
m

µ21(u
1)2m+µ11(u

1)m u2

u1+
1
m

(
u2

u1

)2

−1
m

u2

u1

)
−u2

u1E,

H(U) =

(
ν1

ν2(u
1)m + ν1

u2

u1

)
(u1)2m+1

ïðè Q1 = u1∂u2, Q2 = −m+1
m
I + u1∂u1,

Q3 = 0, m ̸= 0;

10. F (U)=

(
θ̇ 0

u2

u1 (
θ
u1 + θ̇) − θ

u1

)
, G(U)=−u2

u1E,

H(U) =

(
0
0

)
,

ïðè Q1 = u1∂u2 , Q2 = −u2∂u2 , Q3 = 0;

11. F (U) =

(
λ11 0

λ21+2λ11(u2−lnu1)
u1 −λ11

)
,

G(U)=
(

µ11 − 2
(
u2 − lnu1

)
u1

µ21+(µ11−1)
(
u2−lnu1

)
−
(
u2−lnu1

)2
1

)
1
u1 ,

H(U) =

(
ν1u

1

ν2 + ν1 (u
2 − lnu1)

)
1

(u1)2

ïðè Q1 = u1∂u2 , Q2 = u1∂u1 + ∂u2 , Q3 = 0,
äå λab, µab, νa, m � äîâiëüíi ñòàëi, θ = θ(u1),
φ = φ (u2) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ
àðãóìåíòiâ.
Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî ôóíêöiîíàëüíi

ìàòðèöi F (U), G(U), H(U), ïðè ÿêèõ ñèñ-
òåìà (1) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨
àëãåáðè Ãàëiëåÿ (35). Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà-
¹ìî êëàñèôiêàöiþ çîáðàæåíü àëãåáðè (35),
âèêîíàíó â ðîáîòi [7]. Ó íié ïîêàçàíî, ùî
iñíó¹ 8 íååêâiâàëåíòíèõ âiäíîñíî ïåðåòâî-
ðåíü (22) çîáðàæåíü óçàãàëüíåíî¨ àëåáðè Ãà-
ëiëåÿ â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó îïåðàòîðiâ
Q1, Q2, Q3. Öi íååêâiâàëåíòíi çîáðàæåííÿ

îïåðàòîðiâQ1,Q2,Q3 (òîáòî ôàêòè÷íî íååê-
âiâàëåíòíi çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè
Ãàëiëåÿ) íàâåäåìî â òàáëèöi 2:

Òàáëèöÿ 2

Íååêâiâàëåíòíi çîáðàæåííÿ
óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ.

� Q1 Q2 Q3 Óìîâè

1. ∂u1 −u1∂u1 + ku2∂u2 0 k ̸= −2

2. ∂u1 −u1∂u1 + u2∂u2 u2∂u1

3. ∂u1 −I + u2∂u1 0

4. ∂u1 −u1∂u1 + ∂u2 0

5. ∂u1+æ1u
1∂u2 −I − u2∂u2 æ2∂u2

6. u1∂u2 −I − u2∂u2 ∂u2

7. u1∂u2 kI + u1∂u1 0

8. u1∂u2 u1∂u1 + ∂u2 0

Ó òàáëèöi 2: (æ1,æ2) ∈ {(0, 0), (0, 1),
(1, 0), (1, 1)}, k ∈ R.

ßê i â ïîïåðåäíié òåîðåìi, äëÿ çíàõî-
äæåííÿ ôóíêöi¨ fab(u), gab(u), ha(u), ïðè
ÿêèõ ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) iíâàðiàíòíà âiäíî-
ñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ, ïiäñòàâè-
ìî âiäïîâiäíi ξµ, ηa (µ = 0, 1, a = 1, 2), îäåð-
æàíi iç çîáðàæåíü îïåðàòîðiâ àëãåáðè (35),
ó ðiâíÿííÿ (17)�(19) âèçíà÷àëüíî¨ ñèñòåìè
òà ðîçâ'ÿæåìî ¨õ äëÿ êîæíîãî ïóíêòó òàá-
ëèöi 2.

Ïðîiëþñòðó¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè íà
ïðèêëàäi çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè
Ãàëiëåÿ, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ïåðøîãî ïóíêòó
òàáëèöi 2. Çîáðàæåííÿ îïåðàòîðiâ Q1, Q2,
Q3, çàïèñàíèõ ó öüîìó ïóíêòi, âèçíà÷à¹ áà-
çèñíi îïåðàòîðè óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãàëi-
ëåÿ:

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 ,

D = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 + ku2∂u2 ,

Π = x20∂0 + x0x1∂1 + x1∂u1+

+ x0(−u1∂u1 + ku2∂u2), k ̸= −2,

(50)

òà êîîðäèíàòè îïåðàòîðà X:

ξ0 = ax20 + 2cx0 + d0,

ξ1 = ax0x1 + cx1 + gx0 + d1,

η1 = a(x1 − x0u
1)− cu1 + g,

η2 = (ax0 + c)ku2, k ̸= −2,

(51)
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äå a, c, g, dµ � ãðóïîâi ïàðàìåòðè, µ =
0, 1. Ïiäñòàâèâøè (51) ó âèçíà÷àëüíó ñèñòå-
ìó (17)�(19) òà âðàõóâàâøè ôîðìóëè (40)�
(42) (ïðè æ = 0) i (45)�(47), áà÷èìî, ùî âîíà
çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:

fab
u1 + fa1

ub =0,

ga1+δa1u
1−δa2ku2=0.

(52)

Î÷åâèäíî, àëãåáðó (50) îòðèìàíî ïðè äî-
ïîâíåííi îïåðàòîðîì ïðîåêòèâíèõ ïåðåòâî-
ðåíü Π àëãåáðè (43). Îñêiëüêè íåëiíiéíîñòi,
ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (1) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî
ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ äëÿ Q1 = ∂u1 ,
Q2 = −u1∂u1 +ku2∂u2 , âæå çíàéäåíî â òåîðå-
ìi 3 (à ñàìå, ôóíêöi¨ (48) ïðè k ̸= 0 òà (49)
ïðè k = 0), òî âèêîðèñòà¹ìî ¨õ ïðè ðîçâ'ÿ-
çóâàííi îòðèìàíî¨ ñèñòåìè (52).

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê k ̸= 0. Ïiä-
ñòàâèâøè ôóíêöi¨ (48), çíàéäåíi â òåîðåìi 3,
ó ñèñòåìó (52), áà÷èìî, ùî ¨¨ ðîçâ'ÿçîê çà-
ëåæèòü âiä çíà÷åíü ñòàëî¨ k, à ñàìå:
a) ïðè k ̸= −1 çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñè-

ñòåìè ¹ ôóíêöi¨

f 11 = λ11, f 12 = λ12(u
2)−

1
k
−1,

f 21 = 0, f 22 = λ22;

g11 = −u1, g12=µ12(u
2)−

2
k
−1, (53)

g21 = ku2, g22 = µ22(u
2)−

1
k − u1;

h1 =ν1(u
2)−

3
k , h2 = ν2(u

2)−
2
k
+1,

äå λab, µab, νa � äîâiëüíi ñòàëi. Âèêîíàâ-
øè â îòðèìàíèõ ôóíêöiÿõ çàìiíó − 1

k
=

m ïðèõîäèìî äî íåëiíiéíîñòåé, îïèñà-
íèõ ó ïóíêòi 1 òåîðåìè 4 ïðèm ̸= 0, 1

2
, 1.

Çàóâàæèìî, ùî ó ïåðøîìó ïóíêòi òåî-
ðåìè 4 âiäñóòíÿ óìîâà m ̸= 1

2
. �¨ âäàëî-

ñÿ ïîçáóòèñÿ çàâäÿêè òîìó, ùî ïðè ðîç-
â'ÿçóâàííi öi¹¨ æ çàäà÷i äëÿ ïóíêòó 5
òàáëèöi 2 ïðè (æ1,æ2) = (0, 0) ìè îòðè-
ìàëè ñèñòåìó ç íåëiíiéíîñòÿìè (53) ïðè
k = −2 (m = 1

2
) i ïðè¹äíàëè ¨¨ äî ñèñòå-

ìè ç ïåðøîãî ïóíêòó òåîðåìè 4.
b) ïðè k = −1 íåëiíiéíîñòi, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü ñèñòåìó (52) ìàþòü âèãëÿä

F=

(
λ11 λ12
λ21 λ22

)
, G=

(
0 µ12

−1 µ22

)
u2−u1E,

H=

(
ν1
ν2

)
(u2)3,

äå λab, µab, νa � äîâiëüíi ñòàëi, ùî âiä-
ïîâiäà¹ äðóãîìó ïóíêòó òåîðåìè 4.

Òåïåð ðîçëÿíåìî âèïàäîê k = 0. Ïiäñòà-
âèâøè ôóíêöi¨ (49), çíàéäåíi â òåîðåìi 3, ó
ñèñòåìó (52) òà ðîçâ'ÿçàâøè ¨¨, áà÷èìî, ùî
ïðè k = 0 ñèñòåìó çàäîâîëüíÿþòü òàêi çíà-
÷åííÿ íåëiíiéíîñòåé

F=

(
λ11 0
0 φ22

)
, G=−u1E,H=

(
0
0

)
, ω = u2,

äå λ11 � äîâiëüíà ñòàëà, φ22 � äîâiëüíà ãëàä-
êà ôóíêöiÿ àðãóìåíòà ω. Öi íåëiíiéíîñòi
ñïiâïàäàþòü ç òðåòiì ïóíêòîì òåîðåìè 4 ïðè
ââåäåííi ïîçíà÷åíü λ11 = λ, φ22 = φ.

Àíàëîãi÷íî ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó âèçíà-
÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ âñiõ íååêâiâàëåíòíèõ
çîáðàæåíü àëãåáðè (35), ÿêi âèçíà÷åíi â òàá-
ëèöi 2, îòðèìó¹ìî ðåøòó ïóíêòiâ òåîðåìè 4.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

8. Âèñíîâêè. Ó äàíié ðîáîòi iç êëàñó ñè-
ñòåì (1) âèäiëåíi òi ñèñòåìè, ÿêi iíâàðiàíòíi
âiäíîñíî àëãåáðè Ãàëiëåÿ áåç îïåðàòîðà ìà-
ñè òà ¨¨ ðîçøèðåíü îïåðàòîðàìè ìàñøòàáíèõ
òà ïðîåêòèâíèõ ïåðåòâîðåíü. Îñêiëüêè îò-
ðèìàíi ñèñòåìè çàäîâîëüíÿþòü ïðèíöèï âiä-
íîñíîñòi Ãàëiëåÿ, òî âîíè ïðåòåíäóþòü íà
îïèñ ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ.

Òàê, íàïðèêëàä, ñèñòåìà

u10+u
1u11=λ11u

1
11+µ12u

2u21,

u20+u
1u21=λ22u

2
11−u2u11,

(54)

îòðèìàíà â äðóãîìó ïóíêòi òåîðåìè 4 (ïðè
λ12 = λ21 = 0, ν1 = ν2 = 0, µ22 = 0) ¹ ñèñòå-
ìîþ ðiâíÿíü ðiäèíè Âàí�äåð�Âààëüñà, ÿêà
åôåêòèâíî çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðè îïèñi ïðîöå-
ñiâ ìîëåêóëÿðíî�êiíåòè÷íî¨ òåîði¨ ãàçiâ òà
ðiäèí [22]. Ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi òà òî÷íi
ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü ðiäèíè Âàí�äåð�
Âààëüñà îïèñàíi â ðîáîòi [10], i (54) ñïiâïà-
äà¹ ç îäíi¹þ ç ñèñòåì, îòðèìàíîþ àâòîðàìè
ïðè äîñëiäæåííi ÌÀI.
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