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ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍI ÃÐÀÍÈ×ÍI ÇÍÀ×ÅÍÍß ÔÓÐ'�-ÎÁÐÀÇIÂ ÇÃÎÐÒÊÎÂÎ�
ÀËÃÅÁÐÈ ÐÎÇÏÎÄIËIÂ ØÂÀÐÖÀ Ç ÍÎÑIßÌÈ Â ÊÎÍÓÑI

Äîâåäåíèé àíàëîã òåîðåìè Ïåëi-Âiíåðà äëÿ êëàñó Ãàðäi-Ëåáå à ïðî çîáðàæåííÿ Ôóð'¹-
îáðàçó çãîðòêîâî¨ àëãåáðè ðîçïîäiëiâ íà êîíóñi ó âèãëÿäi ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ àëãåáðè àíà-
ëiòè÷íèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

We prove an analogue of the Paley-Wiener theorem for Hardy-Lebesgue's class on the
representation of the Fourier-image of a convolution algebra of distributions on a cone in the
form of a multiplicative algebra of analytic functions of complex variable.

1. Âñòóï. Â ðîáîòi [1] ç òî÷íiñòþ äî òîïî-
ëîãi÷íîãî içîìîðôiçìó îïèñàíî Ôóð'¹-îáðàç
D̂′

Γ àëãåáðè D
′
Γ ðîçïîäiëiâ Øâàðöà ç íîñiÿìè

â äîâiëüíîìó êîíóñi Γ â òåðìiíàõ îïåðàòîðiâ.
Â öié ñòàòòi ðîçãëÿíóòî iíøó iíòåðïðåòà-
öiþ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ àëãåáðè D̂′

Γ, à ñàìå,
ïîêàçàíî çîáðàæåííÿ åëåìåíòiâ ç D̂′

Γ ó âè-
ãëÿäi óçàãàëüíåíèõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ïåðå-
òâîðåííÿ Ôóð'¹-Ëàïëàñà ðîçïîäiëiâ Øâàð-
öà ç íîñiÿìè â Γ. Ç öi¹þ ìåòîþ âñòàíîâ-
ëåíî àíàëîã òåîðåìè Ïåëi-Âiíåðà äëÿ êëà-
ñó Ãàðäi-Ëåáå à, ùî õàðàêòåðèçó¹ åëåìåí-
òè àëãåáðè D̂′

Γ ÿê äåÿêi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨.
Ðîáîòà ¹ ïðîäîâæåííÿì íèçêè äîñëiäæåíü
(äèâ. [1�4]), ïðèñâÿ÷åíèõ ïîáóäîâi òà âè-
â÷åííþ âëàñòèâîñòåé ôóíêöiîíàëüíîãî ÷è-
ñëåííÿ äëÿ ãåíåðàòîðiâ ñèëüíî íåïåðåðâíèõ
áàãàòîïàðàìåòðè÷íèõ íàïiâãðóï îïåðàòîðiâ
ó êëàñàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Øâàðöà.

2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ i òåðìiíîëî-
ãiÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn,
s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn, k = (k1, . . . , kn) ∈
Zn

+ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åí-
íÿ: tk := tk11 · . . . · tknn , ∂k := ∂k11 · · · ∂knn , äå

∂
kj
j := ∂kj

∂t
kj
j

(j = 1, n), |k| := k1 + · · ·+ kn i

(t, s) = t1s1 + · · ·+ tnsn.
Äëÿ äîâiëüíîãî ëîêàëüíî îïóêëîãî ïðî-

ñòîðó X ñèìâîëîì L (X) áóäåìî ïîçíà÷àòè
ïðîñòið âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòî-
ðiâ íàä X ç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíî-
ñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ.

Íåõàé D(Rn) � ëiíiéíèé ïðîñòið íå-

ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ â Rn ôóíêöié
φ ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè suppφ. ×åðåç
D(K) ïîçíà÷èìî ïiäïðîñòið òèõ ôóíêöié
ç D(Rn), íîñi¨ ÿêèõ ìiñòÿòüñÿ â êîìïà-
êòi K ⊆ Rn. Ïðîñòið D(K) òîïîëîãiçó¹-
ìî çà äîïîìîãîþ çëi÷åííîãî íàáîðó íîðì
∥φ∥m,K := sup

|k|≤m

sup
t∈K

∣∣∂kφ(t)∣∣, m ∈ Z+. Âiäî-

ìî [5], ùî D(K) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì âiä-
íîñíî êîæíî¨ ç íîðì ∥ · ∥m,K . Íà ïðîñòîði
D(Rn) ââåäåìî òîïîëîãiþ iíäóêòèâíî¨ ãðà-
íèöi lim ind

r→∞
D(Kr) âiäíîñíî òîòîæíèõ âêëà-

äåíüD(Kr) # D(Ks), r < s, äåKr � çàìêíå-
íà êóëÿ ðàäióñà r > 0 ç öåíòðîì â íóëi. Òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið D(Rn) íàçèâàþòü ïðîñòî-
ðîì îñíîâíèõ ôóíêöié. Ñèëüíî ñïðÿæåíèé
ç D(Rn) ïðîñòið ðîçïîäiëiâ Øâàðöà ïîçíà-
÷èìî D′(Rn). Ââåäåíi âèùå ïðîñòîðè óòâî-
ðþþòü êëàñè÷íó äâî¨ñòiñòü ⟨D′(Rn), D(Rn)⟩
ç áiëiíiéíîþ ôîðìîþ ⟨f, φ⟩.

Íåõàé Γ � çàìêíåíèé îïóêëèé ãîñòðèé
òiëåñíèé êîíóñ â Rn ç âåðøèíîþ â íóëi. Ðîç-
ãëÿíåìî â D′(Rn) ïiäïðîñòið D′

Γ òèõ ðîçïîäi-
ëiâ f , íîñi¨ supp f ÿêèõ ìiñòÿòüñÿ â Γ. Âiäî-
ìî [6, ñò. 75], ùî ïðîñòið D′

Γ ¹ àëãåáðîþ âiä-
íîñíî îïåðàöi¨ çãîðòêè D′

Γ ×D′
Γ ∋ (f, h) 7−→

f ∗ h ∈ D′
Γ.

Íåõàé (D′
Γ)

o ïîçíà÷à¹ ïîëÿðó ïiäïðîñòî-
ðó D′

Γ âiäíîñíî äâî¨ñòîñòi ⟨D′(Rn), D(Rn)⟩,
òîáòî

(D′
Γ)

o
= {φ ∈ D(Rn) : suppφ ⊆ Rn \ Γ} .

Ôàêòîð-ïðîñòið

D(Rn)/ (D′
Γ)

o
= {φΓ = φ+(D′

Γ)
o
: φ∈D(Rn)}
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çáiãà¹òüñÿ çi ñïðÿæåíèì ç D′
Γ [7, ñ. 169].

Çàóâàæèìî, ùî ÿäðî âiäîáðàæåííÿ

ϱ : D(Rn) ∋ φ(t) 7−→ λΓ(t)φ(t) ∈ L2(Rn),

äå λΓ � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ êîíóñà Γ,
çáiãà¹òüñÿ ç ïîëÿðîþ (D′

Γ)
o, ÿêà ¹ çàìêíåíèì

iäåàëîì ó D(Rn). Îáðàç ïðîñòîðó D(Rn) ïðè
âiäîáðàæåííi ϱ ïîçíà÷èìî

DΓ := ϱ[D(Rn)] = {λΓ(t)φ(t) : φ ∈ D(Rn)} .

Ç ðåçóëüòàòiâ ïðàöi [8] âèïëèâà¹ iñíóâàí-
íÿ ëiíiéíîãî òà íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà

λ : DΓ ∋ ψ 7−→ ψ̃ ∈ D(Rn)

òàêîãî, ùî â êîíóñi Γ (âêëþ÷íî ç éîãî ìå-
æåþ) ïîõiäíi äîâiëüíîãî ïîðÿäêó k ∈ Z+

óçãîäæóþòüñÿ ìiæ ñîáîþ, òîáòî ∂kψ(t) =

∂kψ̃(t) äëÿ âñiõ t ∈ Γ. Çðîçóìiëî, ùî íà ìå-
æi êîíóñà ïîõiäíi ∂kψ(t) ñëiä ðîçóìiòè ÿê
îäíîñòîðîííi. Òîìó íàäàëi äëÿ äîâiëüíîãî
ψ ∈ DΓ ñèìâîë ∂kψ(t) áóäåìî ðîçóìiòè ñà-
ìå â öüîìó ñåíñi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîáðàæåííÿ ϱ i îïåðà-
òîð λ, ìîæíà ïîáóäóâàòè òîïîëîãi÷íèé içî-
ìîðôiçì D(Rn)/ (D′

Γ)
o ≃ DΓ. Çâiäñè âèïëè-

âà¹, ùî äóàëüíà ïàðà ⟨D′(Rn), D(Rn)⟩ ãåíå-
ðó¹ íîâó äâî¨ñòiñòü ⟨D′

Γ, DΓ⟩. Íà ïðîñòîði
DΓ çàäàìî òîïîëîãiþ iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi
DΓ = lim ind

r→∞
D(Γr) âiäíîñíî òîòîæíèõ âêëà-

äåíü D(Γr) # D(Γs), r < s, äå Γr ¹ ïåðåòè-
íîì êîíóñà Γ iç çàìêíåíîþ êóëåþKr ðàäióñà
r > 0.

Åëåìåíòè ïðîñòîðó DΓ � iíòåãðîâíi â Γ
ôóíêöi¨, òîìó ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ìîæíà
âèçíà÷èòè ñïiââiäíîøåííÿì

F : DΓ ∋ ψ(t) 7−→ ψ̂(ξ) =

∫
Γ

e−i(t,ξ)ψ(t)dt,

ξ ∈ Rn. Íåõàé D̂Γ =
{
ψ̂ : ψ ∈ DΓ

}
ïîçíà÷à¹

Ôóð'¹-îáðàç ïðîñòîðó DΓ. Âèêîðèñòîâóþ-
÷è ií'¹êòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ F , íà Ôóð'¹-
îáðàçàõ D̂(Γr) =

{
ψ̂ : ψ ∈ D(Γr)

}
êîæíîãî

iç ïiäïðîñòîðiâ D(Γr) ââîäèìî òîïîëîãiþ çà
äîïîìîãîþ çëi÷åííîãî íàáîðó íîðì

∥ψ̂∥m,Γr := ∥ψ∥m,Γr , m ∈ Z+, ψ ∈ D(Γr).

Òîäi D̂Γ = lim ind
r→∞

D̂(Γr). Ñèëüíî ñïðÿæåíèé

ç D̂Γ ïðîñòið ïîçíà÷èìî D̂′
Γ.

Âèçíà÷èìî ñïðÿæåíå ç îáåðíåíèì ïåðå-
òâîðåííÿì Ôóð'¹ F−1 âiäîáðàæåííÿ

F∗ := (2π)n(F−1)′ : D′
Γ∋f 7−→ f̂ ∈ D̂′

Γ, (1)

ÿêå áóäåìî íàçèâàòè óçàãàëüíåíèì ïåðåòâî-
ðåííÿì Ôóð'¹ ðîçïîäiëiâ ç ïðîñòîðó D′

Γ.
Àñîöiéîâàíà ç öèì ïåðåòâîðåííÿì áiëiíiéíà
ôîðìà

⟨f̂ , ψ̂⟩ = (2π)n⟨f,F−1F [ψ]⟩=(2π)n⟨f, ψ⟩,
äå f ∈ D′

Γ, ψ ∈ DΓ, âèçíà÷à¹ íîâó äâî¨ñòiñòü
⟨D̂′

Γ, D̂Γ⟩.
Äîâåäåíî [2], ùî ïðîñòið D̂Γ ¹ ùiëüíèì

â D̂′
Γ â ñèëüíié òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó D̂′

Γ âiä-
íîñíî äóàëüíîñòi ⟨D̂′

Γ, D̂Γ⟩, i D̂′
Γ ¹ àëãåáðîþ

âiäíîñíî ìíîæåííÿ

F∗[f ] · F∗[h] = f̂ · ĥ = f̂ ∗ h = F∗[f ∗ h],
f, h ∈ D′

Γ, ÿêà òîïîëîãi÷íî içîìîðôíà çãîð-
òêîâié àëãåáði D′

Γ.

3. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Íåõàé

Γ∗ = {η ∈ Rn : (η, t) ≤ 0, ∀ t ∈ Γ}
� ñïðÿæåíèé êîíóñ äî Γ. Äëÿ êîæíîãî åëå-
ìåíòà η ∈ Γ∗ íà ïðîñòîði îñíîâíèõ ôóíêöié
Øâàðöà D(Rn) âèçíà÷èìî îïåðàòîð ìíî-
æåííÿ íà åêñïîíåíòó

Qη : D(Rn) ∋ φ(t) 7−→ e(η, t)φ(t) ∈ D(Rn).

Ëåìà 1. Âiäîáðàæåííÿ

Q : Γ∗ ∋ η 7−→ Qη ∈ L (D(Rn))

¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ (C0)-íàïiâãðóïîþ
îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîði D(Rn).
Äîâåäåííÿ. Íàïiâãðóïîâi âëàñòèâîñòi

ïåðåâiðèòè ëåãêî. Î÷åâèäíî, ùî Q0 � òîòî-
æíèé îïåðàòîð. Äëÿ äîâiëüíèõ η, µ ∈ Γ∗ òà
ôóíêöi¨ φ ∈ D(Rn) ìà¹ìî

Qη+µφ(t) = e(η+µ,t)φ(t)

= e(η,t)e(µ,t)φ(t) = (Qη ◦ Qµ)φ(t).

Äîâåäåìî ñèëüíó íåïåðåðâíiñòü íàïiâãðóïè.
Äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ Z+ i êîæíî¨ çàìêíåíî¨
êóëi Kr ìà¹ìî

∥Qηφ− φ∥m,Kr = sup
|k|≤m

sup
t∈Kr

∣∣∂k(Qηφ− φ)
∣∣
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= sup
|k|≤m

sup
t∈Kr

∣∣∂ke(η,t)φ(t)− ∂kφ(t)
∣∣

= sup
|k|≤m

sup
t∈Kr

∣∣∣∣∣∣
|k|∑

|l|=0

C l
kη

le(η, t)∂k−lφ(t)− ∂kφ(t)

∣∣∣∣∣∣
≤Mη sup

|k|≤m

sup
t∈Kr

∣∣∂kφ(t)∣∣
∣∣∣∣∣∣

|k|∑
|l|=0

C l
kη

l − 1

∣∣∣∣∣∣
=Mη∥φ∥m,Kr((1 + η)k − 1),

äå Mη = sup
t∈Kr

e(η, t),
|k|∑

|l|=0

:=
k1∑

l1=0

· · ·
kn∑

ln=0

, C l
k :=

C l1
k1
· . . . · C ln

kn
. Çàóâàæèìî, ùî lim

Γ∗∋η→0
Mη = 1,

òîìó ç äîâåäåíî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ ñèëüíà
íåïåðåðâíiñòü òà ïîòî÷êîâà îáìåæåíiñòü íà-
ïiâãðóïè Q. Îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü öi¹¨
íàïiâãðóïè âèïëèâà¹ ç áî÷êîâîñòi ïðîñòîðó
D(Rn) òà ïðèíöèïó ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíî-
ñòi. Ëåìà äîâåäåíà.

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð

Qη : DΓ ∋ ψ(t) 7−→ e(η, t)ψ(t) ∈ DΓ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì
D(Rn)/ (D′

Γ)
o ≃ DΓ ëåãêî äîâåñòè

Íàñëiäîê 1. Âiäîáðàæåííÿ

Q : Γ∗ ∋ η 7−→ Qη ∈ L (DΓ),

¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ (C0)-íàïiâãðóïîþ
îïåðàòîðiâ íàä ïðîñòîðîì DΓ.

Íà Ôóð'¹-îáðàçi D̂Γ âèçíà÷èìî îïåðàòîð

Q̂η : ψ̂(ξ) 7−→ ψ̂(ξ + iη), η ∈ Γ∗, ξ ∈ Rn.

Ëåìà 2. Ciì'ÿ îïåðàòîðiâ

Q̂ : Γ∗ ∋ η 7−→ Q̂η ∈ L (D̂Γ) (2)

¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ (C0)-íàïiâãðóïîþ

îïåðàòîðiâ íàä ïðîñòîðîì D̂Γ.
Äîâåäåííÿ. Íàïiâãðóïîâi âëàñòèâîñòi

î÷åâèäíi. Äîâåäåìî ñèëüíó íåïåðåðâíiñòü
íàïiâãðóïè (2). Äëÿ äîâiëüíèõ ψ ∈ DΓ òà
η ∈ Γ∗ ìà¹ìî

Q̂ηψ(ξ) =

∫
Γ

e(η,t)ψ(t)e−i(t,ξ)dt

=

∫
Γ

ψ(t)e−i(t,ξ+iη)dt = ψ̂(ξ + iη) = Q̂ηψ̂(ξ).

Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ Z+ i êîæíî¨ ìíî-
æèíè Γr := Γ ∩Kr ìà¹ìî

∥Q̂ηψ̂ − ψ̂∥m,Γr = ∥Q̂ηψ − ψ̂∥m,Γr

= ∥ ̂Qηψ − ψ∥m,Γr = ∥Qηψ − ψ∥m,Γr

äëÿ âñiõ ψ ∈ DΓ òà η ∈ Γ∗. Ç íàñëiäêó 1
âèïëèâà¹, ùî ∥Q̂ηψ̂ − ψ̂∥m,Γr → 0 ïðè η → 0

äëÿ âñiõ ψ̂ ∈ D̂Γ, ùî åêâiâàëåíòíî ñèëüíié
íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïè Q̂.

Àíàëîãi÷íî, ïîòî÷êîâà îáìåæåíiñòü íà-
ïiâãðóïè (2) âèïëèâà¹ ç âiäïîâiäíî¨ âëàñòè-
âîñòi íàïiâãðóïè Q.

Â [2] äîâåäåíî, ùî ïðîñòið D̂Γ ¹ áî÷êî-
âèì. Îòæå, çà ïðèíöèïîì ðiâíîìiðíî¨ îáìå-
æåíîñòi Q̂ ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ íàïiâ-
ãðóïîþ îïåðàòîðiâ íàä ïðîñòîðîì D̂Γ. Ëåìà
äîâåäåíà.

Íåõàé IntΓ∗ ïîçíà÷à¹ âíóòðiøíiñòü êîíó-
ñà Γ∗. Âèçíà÷èìî â Cn òðóá÷àñòó îáëàñòü

Cn
Γ :=

{
z = ξ + iη : ξ ∈ Rn, η ∈ IntΓ∗}.

Ëåìà 3. Êîæíà iç ôóíêöié ψ̂(ξ) ∈ D̂Γ

ïðèïóñêà¹ ¹äèíå àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ

ψ̂(z) ó òðóá÷àñòó îáëàñòü Cn
Γ, ÿêå ìîæíà

çîáðàçèòè ó âèãëÿäi iíòåãðàëà Ëàïëàñà

ψ̂(z) = L[ψ](z) =

∫
Γ

e−i(t,z)ψ(t)dt, z ∈ Cn
Γ.

Ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíîãî ξ ∈ Rn âèêîíó¹-
òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

ψ̂(ξ) = lim
η→0

ψ̂(z), z = ξ + iη ∈ Cn
Γ.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ ¹ áåçïîñåðå-
äíiì íàñëiäêîì êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Ïåëi-
Âiíåðà äëÿ êëàñó Ãàðäi-Ëåáå à ó âèïàäêó n
íåçàëåæíèõ çìiííèõ (äèâ. [9, cò. 226]).

4. Ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹-Ëàïëàñà åëåìåíòiâ ïðîñòîðó D′

Γ.
Ðîçøèðèìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ {Qη : η∈Γ∗}

íà ïðîñòið D′
Γ ïðèðîäíèì ñïîñîáîì

⟨Qηf, ψ⟩ := ⟨f,Qηψ⟩, ψ ∈ DΓ, f ∈ D′
Γ.
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Äëÿ êîæíîãî ðîçïîäiëó f ∈ D′
Γ âèçíà÷è-

ìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Ëàïëàñà

L[f ](z) := F∗[Qηf ](ξ) = Q̂ηf(ξ),

z = ξ + iη ∈ Cn
Γ, äå F∗ � óçàãàëüíåíå ïåðå-

òâîðåííÿ Ôóð'¹, âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (1).
Áóäåìî êàçàòè, ùî àíàëiòè÷íà â òðóá÷à-

ñòié îáëàñòi Cn
Γ ôóíêöiÿ g(z) íàëåæèòü äî

àëãåáðè H′(Γ∗), ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ äâi
óìîâè:

1) äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî η ∈ IntΓ∗

ôóíêöiÿ ξ 7−→ g(ξ + iη) íàëåæèòü äî ïðî-
ñòîðó D̂′

Γ;
2) ñóêóïíiñòü {g(ξ + iη) : η ∈ Γ∗

r} îáìå-
æåíà â ïðîñòîði D̂′

Γ äëÿ êîæíîãî ñêií÷åí-
íîãî äiéñíîãî äîäàòíîãî ÷èñëà r, äå Γ∗

r :=
IntΓ∗ ∩Kr.

Òåîðåìà 1. Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-
Ëàïëàñà çäiéñíþ¹ àëãåáðà¨÷íèé içîìîðôiçì
çãîðòêîâî¨ àëãåáðè D′

Γ â ìóëüòèïëiêàòèâ-
íó àëãåáðó H′(Γ∗). Çîêðåìà,

L[f ∗ h] = L[f ] · L[h], f, h ∈ D′
Γ,

i L[δ] ¹ îäèíè÷íîþ ôóíêöi¹þ àëãåáðè H′(Γ∗).
Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ψ ∈ DΓ

i êîæíîãî ôiêñîâàíîãî η ∈ Γ∗ ôîðìóëà

⟨Q̂ηf, ψ̂⟩ =(2π)n⟨Qηf, ψ⟩
=(2π)n⟨f, Qηψ⟩ = ⟨f̂ , Q̂ηψ⟩

(3)

îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ Q̂ηf ÿê ëiíiéíèé òà
íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà ïðîñòîði D̂Γ.
Ñïðàâäi, îäíîçíà÷íiñòü ¹ íàñëiäêîì âiä-
îêðåìëþâàíîñòi äâî¨ñòîñòi ⟨D′

Γ, DΓ⟩. Íåïå-
ðåðâíiñòü ¹ íàñëiäêîì íåïåðåðâíîñòi ôóí-
êöiîíàëà f̂ íà D̂Γ.

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè F∗ çäiéñíþ¹
òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì çãîðòêîâî¨ àëãå-
áðè D′

Γ íà ìóëüòèïëiêàòèâíó àëãåáðó D̂′
Γ

(äèâ. [3]), òî ç îçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ L
âèïëèâà¹, ùî L[f ] ¹ óçàãàëüíåíèì ïåðåòâî-
ðåííÿì Ôóð'¹ ðîçïîäiëó Qηf ∈ D′

Γ, à òîìó ¹
åëåìåíòîì ïðîñòîðó D̂′

Γ äëÿ êîæíîãî ôiêñî-
âàíîãî η ∈ IntΓ∗.

Ïîêàæåìî, ùî ôîðìóëà (3) âèçíà÷à¹ ïðî-
äîâæåííÿ ôóíêöiîíàëà f̂ ∈ D̂′

Γ â ïðîñòið
H′(Γ∗). Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äîâåñòè âèêî-
íàííÿ óìîâè 2) ç îçíà÷åííÿ àëãåáðè H′(Γ∗).

Ç íàñëiäêó 1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ ψ ∈ DΓ ñóêóïíiñòü {Qηψ : η ∈ Γ∗

r}
¹ îáìåæåíîþ â DΓ äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííîãî
äiéñíîãî r > 0. Òîäi iç ñïiââiäíîøåííÿ (3)
âèïëèâà¹, ùî ñóêóïíiñòü {Q̂ηf : η ∈ Γ∗

r}, äå
0 < r < ∞, ¹ îáìåæåíîþ â ñëàáêié òîïîëî-
ãi¨ ïðîñòîðó D̂′

Γ. Îñêiëüêè D̂
′
Γ � ìîíòåëåâèé

ïðîñòið (äèâ. [3]), òî äëÿ êîæíîãî ñêií÷åí-
íîãî äiéñíîãî äîäàòíîãî r öÿ ñóêóïíiñòü ¹
îáìåæåíîþ â ñèëüíié òîïîëîãi¨.

Ïîêàæåìî àíàëiòè÷íiñòü ôóíêöiîíàëà
F∗[Qηf ](ξ) ïðè η ∈ IntΓ∗. Âðàõîâóþ÷è ùiëü-
íiñòü ïiäïðîñòîðó DΓ â D′

Γ â ñèëüíié òî-
ïîëîãi¨ ïðîñòîðó D′

Γ âiäíîñíî äóàëüíîñòi
⟨D′

Γ, DΓ⟩, ñòâåðäæó¹ìî, ùî iñíó¹ òàêà ïîñëi-
äîâíiñòü {fp} ∈ DΓ, ùî lim

p→∞
fp = f â ñèëüíié

òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó D′
Γ.

Äîâåäåíî [3], ùî àëãåáðà D′
Γ òîïîëîãi÷íî

içîìîðôíà ìàêñèìàëüíié ïiäàëãåáði M(DΓ)
òèõ îïåðàòîðiâ â àëãåáði L (DΓ), ÿêi êîìó-
òóþòü ç îïåðàòîðîì çñóâó Ts âçäîâæ êîíó-
ñà Γ. Âðàõîâóþ÷è áî÷êîâiñòü ïðîñòîðó DΓ,
ç ïðèíöèïó ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi âèïëè-
âà¹ ãiïîíåïåðåðâíiñòü âiäíîñíî çìiííî¨ φ ∈
DΓ áiëiíiéíî¨ ôîðìè D′

Γ × DΓ ∋ (f, φ) −→
f ∗ φ. Îòæå, òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíî-
ñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ i íà ñêií÷åí-
íèõ ìíîæèíàõ çáiãàþòüñÿ â àëãåáði M(DΓ),
òîìó M(DΓ) ¹ ïîâíîþ ïiäàëãåáðîþ â òîïî-
ëîãi¨ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi. Â òàêîìó âèïàä-
êó lim

p→∞
(fp ∗ φ) = f ∗ φ äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨

φ ∈ DΓ.
Îñêiëüêè f ∗ φ ∈ DΓ, òî Ôóð'¹-îáðàçè

ôóíêöié âèäó Qη(fp∗φ) := e(η,t)(fp∗φ)(t) ïðè
η ∈ IntΓ∗ ¹ àíàëiòè÷íèìè. Òîäi äëÿ m = 0
iñíó¹ òàêå ÷èñëî r > 0, ùî ïðè êîæíîìó
0 < ε < r îòðèìà¹ìî

sup
p

sup
−η∈Γr\Kε

∥Qη(fp ∗ φ)∥0,Γr

≤ sup
p

∥fp ∗ φ∥0,Γr = C < +∞.

Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü àíàëiòè-
÷íèõ ôóíêöié { ̂Qη(fp ∗ φ)(ξ)} ¹ îáìåæåíîþ â
ìíîæèíi Γr \Kε. Òîäi ç íå¨ ìîæíà âèäiëèòè

ïiäïîñëiäîâíiñòü { ̂Qη(fpj ∗ φ)(ξ)}, ùî çáiãà¹-
òüñÿ äî äåÿêî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ĝφ(ξ) äëÿ

142 Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2013. � Ò. 1, � 1-2.



äîâiëüíîãî −η ∈ Γr \Kε. Âðàõîâóþ÷è ïîâíî-
òó àëãåáðè M(DΓ), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ĝφ
íàëåæèòü Ôóð'¹-îáðàçó M(DΓ).

Îñêiëüêè êîæíèé îïåðàòîð àëãåáðè
M(DΓ) ìà¹ âèãëÿä çãîðòêè f1∗ ç äåÿêèì
ðîçïîäiëîì f1 ∈ D′

Γ, òî ĝφ(ξ) = (f̂1 ∗ φ)(ξ).
Òîäi ç ¹äèíîñòi ãðàíèöi ïðè j → ∞ îòðèìó-
¹ìî, ùî f1 = f.

Êðiì òîãî, äëÿ âñiõ φ, ψ ∈ DΓ ìà¹ìî

⟨F∗[Qη(f ∗ φ)](ξ),F [ψ](ξ)⟩

= ⟨F∗[f ∗φ](ξ),F [Qηψ](ξ)⟩=(2π)n⟨f∗φ,Qηψ⟩

= (2π)n⟨Qη(f ∗ φ), ψ⟩ = (2π)n⟨Qηf ∗Qηφ, ψ⟩

= ⟨F∗[Qηf ](ξ) · F∗[Qηφ](ξ),F [ψ](ξ)⟩,
òîáòî F∗[Qη(f∗φ)] = F∗[Qηf ]·F∗[Qηφ] ¹ àíà-
ëiòè÷íîþ ïðè −η ∈ Γr \Kε. Òîäi F∗[Qηf ](ξ)
¹ àíàëiòè÷íîþ ó ìíîæèíi Γr \Kε. Îòæå, íà
ïiäñòàâi äîâiëüíîñòi âèáîðó ÷èñåë ε i r ðîáè-
ìî âèñíîâîê, ùî F∗[Qηf ](ξ) ¹ àíàëiòè÷íîþ â
IntΓ∗.

Ç ðiâíîñòi Qη(f ∗ h) = Qηf ∗ Qηh äëÿ
äîâiëüíèõ ðîçïîäiëiâ f, h ∈ D′

Γ i ôóíêöi¨
ψ ∈ DΓ îòðèìà¹ìî

L[f∗h](z)=F∗[Qη(f∗h)](ξ)=F∗[Qηf∗Qηh](ξ)

= F∗[Qηf ](ξ) · F∗[Qηh](ξ) = L[f ](z) · L[h](z).
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî L[δ] ¹ îäèíè÷íîþ ôóí-
êöi¹þ â H′(Γ∗), îñêiëüêè δ � îäèíèöÿ çãîð-
òêîâî¨ àëãåáðè D′

Γ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ g ç

H′(Γ∗) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçïîäië f̂ ∈ D̂′
Γ, òà-

êèé, ùî â ñèëüíié òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó D̂′
Γ

ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

lim
Int Γ∗∋η→0

g(ξ + iη) = f̂(ξ),

òîáòî, Ôóð'¹-îáðàçè D̂′
Γ ìîæíà òðàêòóâà-

òè ÿê óçàãàëüíåíi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ àíàëi-
òè÷íèõ ôóíêöié àëãåáðè H′(Γ∗).
Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì

òåîðåìè 1 i ñèëüíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðó-
ïè Qη.

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè çãîðòêîâà àëãå-
áðà D′

Γ â ñèëüíié òîïîëîãi¨ ¹ áî÷êîâà, òî

çãîðòêà ¹ íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ñåêâåíöi-
àëüíî¨ çáiæíîñòi. Îòæå, â ïðîñòîði D̂′

Γ âè-
êîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
Int Γ∗∋η→0

Q̂ηf · Q̂ηh = f̂ · ĥ,

äëÿ âñiõ ξ ∈ Rn, f, h ∈ D′
Γ.
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