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Ðîçãëÿäà¹òñÿ ïîíÿòòÿ ñëàáêî ðåãóëÿðíî¨ ìíîæèíè ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Äîâîäèòüñÿ,
ùî òàêi ìíîæèíè ¹ iíòåðïîëÿöiéíèìè â êëàñàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.
Êëþ÷îâi ñëîâà: ðåãóëÿðíi ìíîæèíè, óòî÷íåíèé ïîðÿäîê, ñëàáêî ðåãóëÿðíi ìíîæèíè, iíòåðïî-
ëÿöiéíà ïîñëiäîâíiñòü.

We consider the concept of a weakly regular set in the complex plane. We prove that such sets
are interpolation sets in the classes of analytical functions of �nite order. Keywords: Regular
sets, proximate order, weakly regular sets, interpolation sequence.

Âñòóï. Ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíî¨ ìíîæèíè ó
êîìïëåêñíié ïëîùèíi áóëî çàïðîâàäæåíî
Á.ß. Ëåâiíèì [1]. Ââåäåìî íåîáõiäíi îçíà÷å-
ííÿ. Äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ ρ(r) íà ïiâîñi
(0,+∞) íàçèâà¹òüñÿ óòî÷íåíèì ïîðÿäêîì,
ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) lim
r→∞

ρ(r) = ρ,

2) lim
r→∞

rρ′(r) ln r = 0.

Ó ñòàòòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ
V (r) = rρ(r). Íàâåäåìî íàé÷àñòiøå öèòîâàíó
âëàñòèâiñòü óòî÷íåíîãî ïîðÿäêó [1, Ðîçäië I,
�12].
Ëåìà 1. Íåõàé ρ óòî÷íåíèé ïîðÿäîê òà

limr→∞ ρ(r) = ρ > 0. Òîäi àñèìïòîòè÷íà
íåðiâíiñòü

(1− ε)kρV (r) < V (kr) < (1 + ε)kρV (r)

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî k, 0 < a ≤
k ≤ b, ïðè r → ∞.

Íåõàé ρ(r) � äåÿêèé óòî÷íåíèé ïîðÿäîê
òàêèé, ùî limr→∞ ρ(r) = ρ > 0, òà A =
{an, n = 1, 2, . . . } � ïîñëiäîâíiñòü ðiçíèõ òî-
÷îê ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi C. Ïðèïóñòèìî,
ùî òî÷êè âiäìåæîâàíi îäíà âiä îäíî¨. Áiëüø
òî÷íiøå, ùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ
óìîâ (C) àáî (C′):

(C) Òî÷êè an ðîçòàøîâàíi â ñåðåäèíi
êóòiâ iç ñïiëüíîþ âåðøèíîþ â ïî÷àòêó
êîîðäèíàò, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òàê, ùî
äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ òî÷îê ïîñëiäîâíîñòi A,
ðîçòàøîâàíèõ â ñåðåäèíi îäíîãî ç êóòiâ, âè-
êîíó¹òüñÿ óìîâà

|an+1| − |an| ≥ rn = d|an|1−ρ(|an|)

äëÿ äåÿêîãî d > 0.
(C′) Iñíó¹ ÷èñëî d > 0 òàêå, ùî êðóãè ç

ðàäióñàìè

rn = d|an|1−
ρ(|an|)

2

ç öåíòðàìè â òî÷êàõ an, íå ïåðåòèíàþ-
òüñÿ.

Ïðàâèëüíà ìíîæèíà A (äèâ. [1, Ðîç-
äië II]), ùî çàäîâîëüíÿ¹ îäíó ç óìîâ (C) àáî
(C′), íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ ìíîæèíîþ â
ñåíñi Ëåâiíà, àáî êîðîòêî R-ìíîæèíîþ, à
êðóãè |z− an| ≤ rn íàçèâàþòü âèíÿòêîâèìè
êðóãàìè R-ìíîæèíè (CR-êðóãàìè).

Ìíîæèíè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (C),
âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ öiëèõ ôóí-
êöié. Çîêðåìà, âîíè çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ïî-
áóäîâè êàíîíi÷íèõ äîáóòêiâ ìíîæèí [1, 2, 3].

Ó ðîáîòàõ [4, 5] ðîçãëÿäàþòüñÿ ìíîæèíè
A = {an, n = 1, 2, . . . } ó âåðõíié ïiâïëîùè-
íi C+ = {z : ℑz > 0}, ùî çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó:

(C+) Äëÿ âñiõ òî÷îê ìíîæèíè A âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

|an+1| − |an| ≥ rn = d sin arg(an)|an|1−ρ(|an|)

äëÿ äåÿêîãî d > 0.
Òàêi ìíîæèíè òàêîæ âèêîðèñòîâóþòüñÿ

äëÿ ïîáóäîâè êàíîíi÷íèõ äîáóòêiâ ó âåðõíié
ïiâïëîùèíi C+.

Ó íàøié ñòàòòi ìè óçàãàëüíþ¹ìî ïîíÿòòÿ
ðåãóëÿðíî¨ ìíîæèíè â ñåíñi Ëåâiíà. Ìè ââî-
äèìî ïîíÿòòÿ ñëàáêî ðåãóëÿðíî¨ ìíîæèíè
ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Öå íàêëàäà¹ áiëüø
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ñëàáêi îáìåæåííÿ íà ìíîæèíó A. Çîêðåìà,
íå âèìàãà¹òüñÿ, ùîá âîíà áóëà ïðàâèëüíî
ðîçïîäiëåíà. Âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåði¨ ií-
òåðïîëÿöiéíîñòi â òåðìiíàõ ìiðè, ÿêà ïî-
ðîäæó¹òüñÿ âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨, ÿêi áóëè
îòðèìàíi ðàíiøå Ê.Ã. Ìàëþòiíèì, ìè äîâî-
äèìî, ùî òàêi ìíîæèíè ¹ iíòåðïîëÿöiéíèìè
ó êëàñàõ öiëèõ ôóíêöié ñêií÷åííîãî ïîðÿä-
êó. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü áóäóâàòè ïðèêëàäè
iíòåðïîëÿöiéíèõ ìíîæèí ó öèõ êëàñàõ. Âiä-
ìiòèìî, ùî àíàëîãi÷íi ïðèêëàäè iíòåðïîëÿ-
öiéíèõ ìíîæèí ó êëàñàõ îáìåæåíèõ ôóí-
êöié â îäèíè÷íîìó êðóçi áóëè íàâåäåíi â [6].
Äëÿ ¨õ ïîáóäîâè âèêîðèñòîâóâàëàñÿ iíòåðïî-
ëÿöiéíà òåîðåìà Êàðëåñîíà ó òåðìiíàõ ìiðè,
ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨.

Äàëi ÷åðåç Ki, i = 1, 2, . . . , áóäåìî ïîçíà-
÷àòè äîäàòíi ñòàëi.
1. Ñëàáêî ðåãóëÿðíi ìíîæèíè ó êîì-

ïëåêñíié ïëîùèíi.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç [ρ,∞]
êëàñ öiëèõ ôóíêöié f ïîðÿäêó ρ > 0, òîáòî
òàêèõ, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

lim sup
r→∞

log+ log+ |f(reiθ)|
log r

≤ ρ .

Îçíà÷åííÿ 1. Ïîñëiäîâíiñòü A =
{an, n = 1, 2, . . . } íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïîëÿ-
öiéíîþ ïîñëiäîâíiñòþ â êëàñi [ρ,∞], ÿêùî
äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ
÷èñåë {bn, n = 1, 2, . . . }, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó

lim sup
n→∞

log+ log+ |bn|
log |an|

≤ ρ (1)

iñíó¹ ôóíêöiÿ f ∈ [ρ,∞], ÿêà ðîçâ'ÿçó¹ ií-
òåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó

f(an) = bn, n = 1, 2, . . . . (2)

Íåõàé ρ(r) - óòî÷íåíèé ïîðÿäîê,
limr→∞ ρ(r) = ρ > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
[ρ(r),∞) êëàñ öiëèõ ôóíêöié f òèïó íå
âèùîãî, íiæ íîðìàëüíèé ïðè ïîðÿäêó ρ(r),
òîáòî, òàêèõ, ùî

log+ |f(reiθ)| ≤ CfV (r) ,

äå Cf > 0 � ñêií÷åííà ñòàëà.

Îçíà÷åííÿ 2. Ïîñëiäîâíiñòü A =
{an, n = 1, 2, . . . } íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïî-
ëÿöiéíîþ ïîñëiäîâíiñòþ â êëàñi [ρ(r),∞),
ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë {bn, n = 1, 2, . . . }, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim sup
n→∞

log+ |bn|
V (|an|)

<∞ (3)

iñíó¹ ôóíêöiÿ f ∈ [ρ(r),∞), ÿêà ðîçâ'ÿçó¹
iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó (2).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(a, r) âiäêðèòèé êðóã
ðàäióñà r ç öåíòðîì â òî÷öi a. Íà ìíîæèíi
A âèçíà÷èìî ìiðó n(G) =

∑
an∈G 1 i ñiì'þ

ôóíêöié

Φz(α) =
max{n(C(z, α|z|))− 1; 0}

V (|z|)
.

Íàñòóïíi òåîðåìè áóëè îòðèìàíi â ðîáî-
òi [7].
Òåîðåìà 1. Ïîñëiäîâíiñòü A = {an, n =

1, 2, . . . } ¹ iíòåðïîëÿöiéíîþ â êëàñi [ρ,∞],
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ óòî÷íåíèé
ïîðÿäîê ρ(r), lim

r→∞
ρ(r) ≤ ρ, òàêèé, ùî

Φz(α) ≤ (ln 1/α)−1 . (4)

Òåîðåìà 2. Ïîñëiäîâíiñòü A = {an, n =
1, 2, . . . } ¹ iíòåðïîëÿöiéíîþ â êëàñi
[ρ(r),∞), òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

sup
z∈C

1/2∫
0

Φz(α)

α
dα <∞ . (5)

Ââåäåìî íàñòóïíi îçíà÷åííÿ.
Îçíà÷åííÿ 3. Ïîñëiäîâíiñòü A =

{an, n = 1, 2, . . . } íàçèâà¹òüñÿ ñëàáî ðåãó-
ëÿðíîþ ïîñëiäîâíiñòþ ïðè ïîðÿäêó ρ > 0,
àáî áiëüø òî÷íiøå WR(ρ)-ìíîæèíîþ,
ÿêùî iñíó¹ óòî÷íåíèé ïîðÿäîê ρ(r),
limr→∞ ρ(r) ≤ ρ, òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ
îäíà ç óìîâ (C) àáî (C′) i

n(C(0, r)) ≤ K1V (r), K1 > 0 . (6)

Îçíà÷åííÿ 4. Ïîñëiäîâíiñòü A =
{an, n = 1, 2, . . . } íàçèâàþòü ñëàáêî ðå-
ãóëÿðíîþ ïîñëiäîâíiñòþ ïðè óòî÷íåíîìó
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ïîðÿäêó ρ(r), àáî áiëüø òî÷íiøå WR(ρ(r))-
ìíîæèíîþ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (30) i
ñïðàâåäëèâà îäíà ç óìîâ (C) àáî (C′).

2. Iíòåðïîëÿöiéíiñòü ñëàáêî ðåãó-
ëÿðíèõ ìíîæèí. Ïåðø çà âñå äîâåäåìî äå-
ÿêi íàñëiäêè ç óìîâ (C) i (C′).
Ëåìà 2. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü A =

{an, n = 1, 2, . . . }, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (C),
òî iñíó¹ ÷èñëî d1 > 0 òàêå, ùî êðóãè ç
ðàäióñàìè d1|an|/V (|an| òà ç öåíòðîì â
òî÷êàõ an íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî
iñíó¹ ÷èñëîK2 > 1 òàêå, ùî äëÿ áóäü ÿêèõ r1
i r2, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü 1 ≤ r1 ≤
r2 ≤ 2r1(1 + d)

r1
V (r1)

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

r2
V (r2)

≤ K2
r1

V (r1)
. (7)

Ïîçíà÷èìî an = rne
iθn , n ∈ N. Íåõàé

rj > ri. ßêùî rj ≥ 2

(
ri + d

ri
V (ri)

)
, òî

C

(
ai, d

ri
V (ri)

)
i C

(
aj,

rj
2

)
íå ïåðåòèíàþ-

òüñÿ, áî ó öüîìó âèïàäêó äëÿ âñiõ òî÷îê

z ∈ C
(
aj,

rj
2

)
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |z −

ai| ≥ |aj − ai| − |z − aj| ≥ rj − ri −
rj
2

=

rj
2
− ri ≥ d

ri
V (ri)

. Îòæå, z /∈ C

(
ai, d

ri
V (ri)

)
.

Îñêiëüêè V (rj) ≥ 1, òî C

(
ai, d

ri
V (ri)

)
i

C

(
aj, d

rj
2V (rj)

)
íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

ßêùî rj ≤ 2

(
ri + d

ri
V (ri)

)
, òî iç (7) âè-

ïëèâà¹ íåðiâíiñòü d
rj

2K2V (rj)
≤ d

ri
2V (ri)

. Ç

óìîâè (C) îäåðæó¹ìî, ó öüîìó âèïàäêó, ùî

êðóãè C

(
aj, d

rj
K2V (rj)

)
i C

(
ai, d

ri
2V (ri)

)
íå ïåðåòèíàþòüñÿ, îñêiëüêè

d
rj

2K2V (rj)
+ d

ri
2V (ri)

≤ d
ri

V (ri)
.

Îçíà÷åííÿ 5. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü A =
{an, n = 1, 2, . . . } � ñëàáêî ðåãóëÿðíà âiäíî-
ñíî óòî÷íåíîãî ïîðÿäêó ρ(r). Òîäi âèíÿòêî-
âi êðóãè íàçèâàþòüñÿ CR(ρ(r))-êðóãàìè.

Îçíà÷åííÿ 6. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü A =
{an, n = 1, 2, . . . } � ñëàáêî ðåãóëÿðíà âiäíî-
ñíî ïîðÿäêó ρ. Òîäi âèíÿòêîâi êðóãè íàçè-
âàþòüñÿ CR(ρ)-êðóãàìè.

Ëåìà 3. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü A =
{an, n = 1, 2, . . . } � ñëàáêî ðåãóëÿðíà âiä-
íîñíî óòî÷íåíîãî ïîðÿäêó ρ(r). ßêùî
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (C), òî âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

Φz(α) ≤ Kα , (8)

à ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (C′), òî âè-
êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Φz(α) ≤ Kα2 , (9)

ïðè äåÿêîìó K > 0.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹-
òüñÿ óìîâà (C), à òî÷êà z íå íàëåæèòü æî-
äíîìó CR(ρ(r))-êðóãó âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè.
Ïîáóäó¹ìî êðóã C(z, α|z|) ç öåíòðîì â òî÷öi
z ðàäióñà α|z|. ßêùî òî÷êà an = rne

iθn íà-
ëåæèòü êðóãó C(z, α|z|), òî ïîçíà÷èìî ÷åðåç
[αn, βn] êðóãîâó ïðîåêöiþ ñåãìåíòà [an, an +
eiθnd|an|1−ρ(|an|)] íà ïðîìiíü arg ξ = arg z.
Îñêiëüêè òî÷êà z íå íàëåæèòü âèíÿòêîâî-
ìó êðóãó, ùî âiäïîâiäà¹ òî÷öi an, òî [αn, βn]
íàëåæèòü êðóãó C(z, 2α|z|). Ç óìîâè (C) âè-
ïëèâà¹, ùî âñi òàêi ñåãìåíòè íå ïåðåòèíàþ-
òüñÿ. Îòæå,∑

an∈C(z,α|z|)

d|an|1−ρ(|an|) ≤ 4α|z| .

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi i ëåìè 1 îäåðæó¹ìî
äëÿ âñiõ α ≤ 1/2,

n(C(z, α|z|)) ≤ K3αV (|z|) , (10)

äëÿ äåÿêîãî K3 > 0. Íåðiâíiñòü (6) ñïðàâå-
äëèâà äëÿ âñiõ òî÷îê z, ÿêi íå íàëåæàòü âè-
íÿòêîâèì êðóãàì. ßêùî òî÷êà z íàëåæèòü
âèíÿòêîâîìó êðóãó, òîäi ëiâà ÷àñòèíà íåðiâ-
íîñòi (6) ìîæå çáiëüøèòèñÿ íå áiëüøå íiæ íà
îäèíèöþ, îñêiëüêè âèíÿòêîâi êðóãè íå ïåðå-
òèíàþòüñÿ. Îòæå, äëÿ áóäü ÿêî¨ òî÷êè z ∈ C
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Φz(α) ≤ K4α.

Îöiíêà (4) ìîæå áóòè îäåðæàíà ç óìîâè
(C′), ïîðiâíÿííÿì ïëîù âèíÿòêîâèõ êðóãiâ
ìåòîäàìè, çàïðîïîíîâàíèìè â ðîáîòi [1].
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Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäåííÿ, íàâåäåìî öi
ìiðêóâàííÿ. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (C′) i
òî÷êà z íå íàëåæèòü âèíÿòêîâié ìíîæèíi, à
òî÷êà an íàëåæèòü êðóãó C(z, α|z|). Òîäi, âè-
íÿòêîâèé êðóã C(an, d|an|1−

ρ(|an|)
2 ) íàëåæèòü

êðóãó C(z, 2α|z|). Îñêiëüêè, âèíÿòêîâi êðó-
ãè íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òîäi ñóìà ïëîù òàêèõ
êðóãiâ, öåíòðè ÿêèõ ïîïàëè â êðóã C(z, α|z|),
íå áiëüøà ïëîùi êðóãà C(z, 2α|z|), òîáòî∑

an∈C(z,α|z|)

d2|an|2−ρ(|an|) ≤ 4α2|z|2 .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1, çâiäñè ìîæíà îäåð-
æàòè íåðiâíiñòü:

n(C(z, α|z|)) ≤ K5α
2V (|z|) . (11)

ßêùî òî÷êà z íàëåæèòü âèíÿòêîâié ìíî-
æèíi, òî ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (7) ìîæå
çáiëüøèòèñÿ íå áiëüø íiæ íà îäèíèöþ. Òà-
êèì ÷èíîì, äîâåäåíî, ùî îöiíêà (4) âèêîíó-
¹òüñÿ.
Òåîðåìà 3. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü A =

{an, n = 1, 2, . . . } ñëàáêî ðåãóëÿðíà ïðè óòî-
÷íåíîìó ïîðÿäêó ρ(r). Òîäi A � iíòåðïîëÿ-
öiéíà ïîñëiäîâíiñòü â êëàñi [ρ(r),∞).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ëå-
ìè 3 i òåîðåìè 2.
Òåîðåìà 4. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü A =

{an, n = 1, 2, . . . } ñëàáêî ðåãóëÿðíà ïðè ïî-
ðÿäêó ρ > 0. Òîäi A iíòåðïîëÿöiéíà ïîñëi-
äîâíiñòü â êëàñi [ρ,∞].

Äîâåäåííÿ. Öÿ òåîðåìà ¹ íàñëiäêîì òå-
îðåìè 3.
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