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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÏÐÎ ÇÀÑÒÎÑÎÂÍIÑÒÜ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ
ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ ÂIÄÍÎÑÍÎ Q-ÏÎÕIÄÍÎ�

Îäåðæàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè çàñòîñîâíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií-
÷åííîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî q-ïîõiäíî¨ äî ïðîñòîðiâ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â êðóãîâèõ îáëàñòÿõ.

We obtain necessary and su�cient conditions for the applicability of di�erential operators
of in�nite order with respect to the q-derivative to the spaces of analytic functions in circular
domains.

Íåõàé q � äîâiëüíå ôiêñîâàíå êîì-
ïëåêñíå ÷èñëî, ÿêå âiäìiííå âiä 1. q-
ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ
(Dqf)(z) =

f(qz)−f(z)
qz−z . q-ïîõiäíà ¹ ïåâíèì ði-

çíèöåâèì àíàëîãîì çâè÷àéíî¨ ïîõiäíî¨, ïðè-
÷îìó lim

q→1
(Dqf)(z) = f ′(z). Ïîíÿòòÿ q - ïîõi-

äíî¨ âèçíà÷åíå â ïðàöi [1] i òîìó öþ ïîõiäíó
iíîäi íàçèâàþòü òàêîæ ïîõiäíîþ Äæåêñîíà.
Ïî÷èíàþ÷è ç 80-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ
çíà÷íî àêòèâiçóâàëèñÿ äîñëiäæåííÿ âëàñòè-
âîñòåé q � ïîõiäíî¨ òà ¨¨ çàñòîñóâàíü ó ðiçíèõ
ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè [2].

×åðåç AR, 0 < R ≤ ∞, ïîçíà÷èìî ïðî-
ñòið óñiõ àíàëiòè÷íèõ â êðóçi |z| < R ôóí-
êöié, ùî íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨
çáiæíîñòi. Ïðè |q| > 1 îïåðàòîð Dq ëiíié-
íî òà íåïåðåðâíî äi¹ â ïðîñòîði öiëèõ ôóí-
êöié A∞, à ïðè |q| < 1 � â ïðîñòîðàõ AR,
äå 0 < R ≤ ∞. Íåõàé (ψn(z))

∞
n=0 � ïîñëi-

äîâíiñòü ôóíêöié ç ïðîñòîðó AR. Â öié ñòàò-
òi âèâ÷àþòüñÿ óìîâè çàñòîñîâíîñòi äèôåðåí-
öiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
âiäíîñíî q - ïîõiäíî¨ âèäó

∞∑
n=0

ψn(z)
(
Dn
q f
)
(z) (1)

äî ïðîñòîðó AR. Íàãàäà¹ìî [3],[4], ùî îïåðà-
òîð íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (1) íàçèâà¹òüñÿ
çàñòîñîâíèì äî ïðîñòîðó AR, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ AR ðÿä (1) çáiãà¹òüñÿ çà
òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó AR. Îïåðàòîð Dq ¹ ÷à-
ñòèííèì âèïàäêîì îïåðàòîðà óçàãàëüíåíîãî
äèôåðåíöiþâàííÿ. Íåõàé (αn)

∞
n=0 � ïîñëiäîâ-

íiñòü íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Îïå-

ðàòîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ Dα

äi¹ íà ñòåïåíi z çà ïðàâèëîì: Dαz
n = αn−1

αn
,

n ≥ 1 i Dα1 = 0. Â [4], [5] âèâ÷åíi óìîâè çà-
ñòîñîâíîñòi äî ïðîñòîðó AR äèôåðåíöiàëü-
íèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âèäó

∞∑
n=0

ψn(z) (D
n
αf) (z). (2)

Çîêðåìà, â [4] äîâåäåíå íàñòóïíå òâåðäæåí-
íÿ.
Òåîðåìà À [4]. Íåõàé îïåðàòîð óçà-

ãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ Dα ëiíiéíî òà
íåïåðåðâíî äi¹ â ïðîñòîði AR. Äëÿ òîãî,
ùîá äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åí-
íîãî ïîðÿäêó (2) áóâ çàñòîñîâíèì äî ïðî-
ñòîðó AR íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

∀r2 < R ∃r1 < R ∃C > 0 ∀n = 0, 1, . . . ∀k ≥ n

||ψn||r2 ≤ C
|αk|
|αk−n|

rk1
rk−n2

. (3)

Òóò ||f ||r = max
|z|≤r

|f(z)| äëÿ f ∈ AR i

0 < r < R. Îñêiëüêè Dqz
n = [n]qz

n−1, äå
[n]q =

qn−1
q−1

, n ≥ 1, òî Dq = Dα ç αn = 1
[n]q !

, äå
[n]q! = [1]q[2]q . . . [n]q. Íàäàëi ââàæàòèìåìî,
ùî [0]q! = 1. Òîìó äëÿ çàñòîñîâíîñòi îïåðà-
òîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (1) äî ïðîñòîðó
AR íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

∀r2 < R ∃r1 < R ∃C > 0 ∀n = 0, 1, . . . ∀k ≥ n

||ψn||r2 ≤ C
|[k − n]q!|
|[k]q!|

rk1
rk−n2

. (4)
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Âèâ÷èìî òåïåð óìîâè çàñòîñîâíîñòi îïåðà-
òîðà (1) äî ïðîñòîðó öiëèõ ôóíêöié.
Òåîðåìà 1. Íåõàé |q| > 1. Äëÿ çàñòî-

ñîâíîñòi îïåðàòîðà (1) äî ïðîñòîðó A∞ íå-
îáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá öåé îïåðàòîð ìàâ
ñêií÷åííèé ïîðÿäîê.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð

(1) ¹ çàñòîñîâíèì äî ïðîñòîðó A∞. Òîäi
óìîâà (4) âèêîíó¹òüñÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëü-
íå r2 < ∞ i âèáåðåìî äëÿ íüîãî r1 < ∞ òà
C > 0 çà óìîâîþ (4). Ïðè k → ∞ ìà¹ìî

k

√
|[k]q!| =

|q| k+1
2

|q − 1|
(1 + o(1)). (5)

Âiçüìåìî äîâiëüíå η òàêèì, ùîá 0 < η <
1. Âèêîðèñòîâóþ÷è (5), îäåðæèìî, ùî iñíó¹
÷èñëî k0 ∈ N òàêå, ùî ïðè k ≥ k0:

|q|
k(k+1)

2

|q − 1|k
(1− η)k ≤ |[k]q!| ≤

|q|
k(k+1)

2

|q − 1|k
(1 + η)k.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ 0 ïðè k ≥ n + k0
ìàòèìåìî

||ψn||r2 ≤ Can

(
r1
r2

1 + η

1− η

1

|q|n

)k
, (6)

äå an =
rn2 |q|

n(n−1)
2 |q−1|n

(1+η)n
. Íåõàé n0 ∈ N òàêå,

ùî r1
r2

1+η
1−η

1
|q|n < 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñî-

âàíîãî n ≥ n0 ç âèêîðèñòàííÿì (6) ìàòèìå-
ìî, ùî

||ψn||r2 ≤ Can inf
k≥k0+n

(
r1
r2

1 + η

1− η

1

|q|n

)k
= 0.

Òîìó ψn(z) ≡ 0 ïðè n ≥ n0. Íåîáõiäíiñòü
óìîâ òåîðåìè 1 äîâåäåíî, à ¨õ äîñòàòíiñòü ¹
î÷åâèäíîþ.
Íàñëiäîê 1. Íåõàé |q| > 1. Äëÿ òîãî,

ùîá îïåðàòîð T ëiíiéíî òà íåïåðåðâíî äiÿâ
ó ïðîñòîði A∞ i áóâ ïåðåñòàâíèì ç îïåðà-
òîðîì Dq íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âií
çîáðàæàâñÿ ó âèãëÿäi

T =

n0∑
n=0

cnD
n
q ,

äå n0 � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, à cn, n =
0, n0, � äåÿêi êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè |q| > 1 êîìóòàíò îïå-
ðàòîðà Dq ó ïðîñòîði A∞ çáiãà¹òüñÿ ç ìíî-
æèíîþ ìíîãî÷ëåíiâ âiäíîñíî Dq. Òîìó ïðè
|q| > 1 îïåðàòîð Dq ó ïðîñòîði A∞ ¹ ìiíi-
ìàëüíî êîìóòóþ÷èì îïåðàòîðîì [6].

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè |q| < 1.
Òåîðåìà 2. Íåõàé |q| < 1 i 0 < R ≤ ∞.

Äëÿ çàñòîñîâíîñòi äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðà-
òîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî q � äè-
ôåðåíöiþâàííÿ (1) äî ïðîñòîðó AR íåîáõi-
äíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà:

∀r2 < R lim
n→∞

n
√

||ψn||r2 < |q − 1|R. (7)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé (1)
çàñòîñîâíèé äî ïðîñòîðó AR. Òîäi (4) âèêî-
íó¹òüñÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíå r2 < R i íåõàé
C > 0 òà r1 < R çíàéäåíi äëÿ öüîãî r2 çà
óìîâîþ (4). Ïîêëàäàþ÷è â (4) k = n, îäåð-
æèìî, ùî ïðè n ≥ 0

||ψn||r2 ≤
C

|[n]q!|
rn1 . (8)

Îñêiëüêè

lim
n→∞

n

√
|[n]q!| =

1

|q − 1|
, (9)

òî ç (8) âèïëèâà¹, ùî lim
n→∞

n
√
||ψn||r2 ≤ |q −

1|r1 < |q − 1|R i óìîâà (7) âèêîíó¹òüñÿ.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé (7) âèêîíó¹òüñÿ.

Âiçüìåìî äîâiëüíå ÷èñëî r2 < R. Òîäi
lim
n→∞

n
√
|[n]q!|||ψn||r2 < R. Âèáåðåìî r̃2 òàêèì,

ùîá max{r2; lim
n→∞

n
√

|[n]q!|||ψn||r2} < r̃2 < R.

Òîäi iñíó¹ C1 > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ n ≥ 0
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ||ψn||r2 ≤ C1

r̃n2
|[n]q !| . Âi-

çüìåìî ε ∈ (0, 1) òàêèì, ùîá 1+ε
1−ε r̃2 < R. Òî-

äi ç ðiâíîñòi (9) âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü ñòàëi
C2, C3 > 0 òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ 0
âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

C2
(1− ε)n

|1− q|n
< |[n]q!| < C3

(1 + ε)n

|1− q|n
.

Òîìó ïðè n ≥ 0 ìàòèìåìî

||ψn||r2 ≤
C1r̃

n
2

|[n]q!|
=
C1|[k − n]q!|

|[k]q!|
|[k]q!|r̃n2

|[k − n]q!||[n]q!|
≤
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≤ C1C3

C2
2

|[k − n]q!|
|[k]q!|

(
1 + ε

1− ε

)k
r̃k2
r̃k−n2

=

= C
|[k − n]q!|
|[k]q!|

rk1
r̃k−n2

≤ C
|[k − n]q!|
|[k]q!|

rk1
rk−n2

,

äå C = C1C3

C2
2

i r1 = 1+ε
1−ε r̃2. Òàêèì ÷èíîì, óìî-

âà (4) âèêîíó¹òüñÿ. Òîìó îïåðàòîð (1) ¹ çà-
ñòîñîâíèì äî ïðîñòîðó AR.
Íàñëiäîê 2. Íåõàé |q| < 1 i 0 < R ≤

∞. Òîäi ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð T :
AR −→ AR áóäå ïåðåñòàâíèì ç îïåðàòîðîì
q � äèôåðåíöiþâàííÿ Dq òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âií çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi äèôåðåí-
öiàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
âiäíîñíî îïåðàòîðà Dq çi ñòàëèìè êîåôiöi-
¹íòàìè âèäó

T =
∞∑
n=0

cnD
n
q ,

äå (cn)
∞
n=0 � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷è-

ñåë, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim
n→∞

n
√

|cn| < |q − 1|R.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi
îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ
ó ïðîñòîði AR [7] îòðèìóþòüñÿ óìîâè åêâi-
âàëåíòíîñòi äâîõ ðiçíèõ îïåðàòîðiâ q � äè-
ôåðåíöiþâàííÿ ó ïðîñòîði AR.
Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé (|q1| − 1)(|q2| −

1) ̸= 0. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîð Dq1 áóâ
åêâiâàëåíòíèì ó ïðîñòîði A∞ äî îïåðàòîðà
Dq2 íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëà-
ñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

1) |q1| = |q2| > 1;
2) |q1| < 1 i |q2| < 1.
Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé |q1| < 1, |q2| < 1

i 0 < R < ∞. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîð
Dq1 áóâ åêâiâàëåíòíèì ó ïðîñòîði AR äî
îïåðàòîðà Dq2 íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
|q1 − 1| = |q2 − 1|.

Öiêàâî áóëî á âèâ÷èòè óìîâè åêâiâàëåí-
òíîñòi ó ïðîñòîði AR îïåðàòîðà n-ãî ïîðÿäêó
âiäíîñíî q � äèôåðåíöiþâàííÿ äî îïåðàòîðà
Dn
q .
ßêùî ÷åðåç Jq ïîçíà÷èòè îïåðàòîð q �

iíòåãðóâàííÿ, ÿêèé ¹ ïðàâèì îáåðíåíèì äî

îïåðàòîðà Dq, òî ðåçóëüòàòè öi¹¨ ñòàòòi ëåã-
êî ðîçïîâñþäæóþòüñÿ òàêîæ äëÿ îïåðàòîðà
Jq.
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