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IÍÄÓÊÒÈÂÍI ÃÐÀÍÈÖI,
ÏÎÐÎÄÆÅÍI ÏÀÐÎÞ ÍÎÐÌÎÂÀÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ

Ââåäåíi iíäóêòèâíi ãðàíèöi [E,F ], ïîðîäæåíi ïàðîþ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ, òàêèõ, ùî
òîòîæíå âêëàäåííÿ F ↪→ E íåïåðåðâíå, i äîñëiäæåíî êîëè iíäóêòèâíà ãðàíèöÿ [E,F ] áóäå íå
ìàéæå ðåãóëÿðíîþ ÷è ñòðîãîþ òà êîëè [E,F ] áóäå ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèì ïðîñòîðîì.

We introduce inductive limits [E,F ] generated by a pair of normed spaces, such that the
identity embedding F ↪→ E is continuous. We also investigate in what cases an inductive limit
[E,F ] is not either almost regular or strict and in what cases [E,F ] is a strongly σ-metrizable
space.

1. Âñòóï. Çà îñòàííi 25 ðîêiâ ç'ÿâèëî-
ñÿ áàãàòî ðîáiò (äèâ. [1-5] i âêàçàíó òàì ëi-
òåðàòóðó), â ÿêèõ äîñëiäæóâàëàñÿ ìíîæè-
íà C(f) òî÷îê ñóêóïíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàði-
çíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X × Y →
Z òà ¨õ àíàëîãiâ çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòî-
ðàõ, áëèçüêèõ äî ìåòðèçîâíèõ, çîêðåìà, â
σ-ìåòðèçîâíèõ i ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèõ ïðî-
ñòîðàõ, ó ïðîñòîðàõ Ìóðà, âè÷åðïíèõ òà íà-
ïiââè÷åðïíèõ ïðîñòîðàõ, òîùî.

Öi äîñëiäæåííÿ ðîçïî÷àëèñÿ â ïðàöÿõ
[6,7], äå âèâ÷àëèñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíi âiä-
îáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè â ñòðîãèõ ií-
äóêòèâíèõ ãðàíèöÿõ. Îñíîâíèì iíñòðóìåí-
òîì ó äîâåäåííÿõ òàì âèñòóïàëà òåîðåìà
Ä'¹äîííå-Øâàðöà [8, ñ. 54] ïðî òå, ùî çà
ïåâíèõ óìîâ êîæíà îáìåæåíà ìíîæèíà â ií-
äóêòèâíié ãðàíèöi îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòüñÿ ó
äåÿêîìó äîãðàíè÷íîìó ïðîñòîði i îáìåæåíà
â íüîìó. Òàêi iíäóêòèâíi ãðàíèöi íàçèâàþòü
ðåãóëÿðíèìè. Ìiæ òèì, ó ïðàöi [9] áóëî ââå-
äåíî îäèí êëàñ iíäóêòèâíèõ ãðàíèöü Z, ïî-
áóäîâàíèõ íà îñíîâi ïàðè (E,F ) òàêèõ íîð-
ìîâàíèõ ïðîñòîðiâ, ùî F � öå ëiíiéíèé ïiä-
ïðîñòið E i òîòîæíå âêëàäåííÿ F ↪→ E íåïå-
ðåðâíå, ÿêi ìè òóò ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì
[E,F ], i âêàçàíî ïåâíi óìîâè íàE i F , ùîá ií-
äóêòèâíà ãðàíèöÿ [E,F ] áóëà íåðåãóëÿðíîþ.
Îñêiëüêè íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ
çi çíà÷åííÿìè â íåðåãóëÿðíèõ iíäóêòèâíèõ
ãðàíèöÿõ äîñi íå âèâ÷àëèñÿ, òî ïîñòà¹ ïðè-
ðîäíå ïèòàííÿ: ç'ÿñóâàòè, çà ÿêèõ óìîâ ií-

äóêòèâíi ãðàíèöi [E,F ] áóäóòü íàëåæàòè äî
òèõ ÷è iíøèõ êëàñiâ ïðîñòîðiâ, áëèçüêèõ äî
ìåòðèçîâíèõ, i ÿêèìè ìîæóòü áóòè ìíîæè-
íè C(f) ó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
f : X × Y → [E,F ].

Òóò ìè ïîäàìî ïåðøi ðåçóëüòàòè, îòðè-
ìàíi â öüîìó íàïðÿìêó, ÿêi áóëè àíîíñîâàíi
â òåçàõ [10].
2. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî

ìíîæèíà A â òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó
ïðîñòîði (êîðîòêî � ÒÂÏ) X íàçèâà¹òüñÿ
îáìåæåíîþ [11, ñ. 45], ÿêùî âîíà ïîãëèíà-
¹òüñÿ áóäü-ÿêèì îêîëîì íóëÿ â X. Âiäîìî
[11, òâ. 2, ñ. 45], ùî ìíîæèíà A â ÒÂÏ X
áóäå îáìåæåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ
êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê xn ç A i äîâiëü-
íî¨ íåñêií÷åííî ìàëî¨ ïîñëiäîâíîñòi ñêàëÿ-
ðiâ λn ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê λnxn ïðÿìó¹ äî
íóëÿ â X.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî îáðàç f(A) îáìåæå-
íî¨ â X ìíîæèíè A ïðè êîæíîìó ëiíiéíîìó
íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi f : X → Y çà-
ëèøà¹òüñÿ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ ó ïðîñòî-
ði Y , à òàêîæ, ùî çàìèêàííÿ A îáìåæåíî¨
ìíîæèíè â ïðîñòîði X áóäå çíîâó îáìåæå-
íîþ â X ìíîæèíîþ.

Ðîçãëÿíåìî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü ëi-
íiéíèõ ïiäïðîñòîðiâ Xn ïðîñòîðó X íàä ïî-
ëåì K äiéñíèõ àáî êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, òà-

êó, ùî X =
∞∪
n=1

Xn. Ïðèïóñòèìî, ùî íà êî-

æíîìó ïðîñòîði Xn çàäàíî ëîêàëüíî îïóêëó
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òîïîëîãiþ Tn, ïðè÷îìó âñi òîòîæíi âêëàäå-
ííÿ (Xn, Tn) ↪→ (Xn+1, Tn+1) íåïåðåðâíi. Íà-
ãàäà¹ìî [8, ñ. 46], ùî ëîêàëüíî îïóêëà òî-
ïîëîãiÿ T íà ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ òî-
ïîëîãi¹þ iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi
ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðiâ (Xn, Tn), ÿêùî
T � öå iíäóêòèâíà òîïîëîãiÿ íà X, ùî ïî-
ðîäæåíà ïîñëiäîâíiñòþ òîòîæíèõ âêëàäåíü
jn : Xn ↪→ X, òîáòî íàéñèëüíiøà ç ëîêàëü-
íî îïóêëèõ òîïîëîãié S íà X, äëÿ ÿêèõ óñi
âêëàäåííÿ jn : (Xn, Tn) ↪→ (X,S) íåïåðåðâ-
íi. Ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið (X, T ) íàçèâà-
¹òüñÿ iíäóêòèâíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi
ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðiâ (Xn, Tn), êîðî-
òêî:

(X, T ) = lim ind (Xn, Tn) àáî X = lim indXn.

Iíäóêòèâíà ãðàíèöÿ X = lim indXn íà-
çèâà¹òüñÿ ñòðîãîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî n
çâóæåííÿ Tn+1|Xn òîïîëîãi¨ Tn+1 íà ïðî-
ñòið Xn çáiãà¹òüñÿ ç òîïîëîãi¹þ Tn, òîá-
òî âñi òîòîæíi âêëàäåííÿ gn : (Xn, Tn) ↪→
(Xn+1, Tn+1) ¹ içîìîðôíèìè. Íàãàäà¹ìî äî-
áðå âiäîìèé ðåçóëüòàò, ùî íàëåæèòüÆ. Ä'¹-
äîííå i Ë. Øâàðöó: ó ñòðîãié iíäóêòèâíié
ãðàíèöi X = lim indXn, äëÿ ÿêî¨ êîæíèé
ïðîñòið Xn çàìêíåíèé â Xn+1, ìíîæèíà
B áóäå îáìåæåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè âîíà ìiñòèòüñÿ ó äåÿêîìó äîãðàíè÷íîìó
ïðîñòîði Xn i ¹ òàì îáìåæåíîþ. Iíäóêòèâ-
íi ãðàíèöi, ùî ìàþòü âëàñòèâiñòü, âèñëîâëå-
íó ó òåîðåìi Ä'¹äîííå-Øâàðöà, íàçèâàþòü
ðåãóëÿðíèìè. Ðåãóëÿðíi iíäóêòèâíi ãðàíè-
öi âèâ÷àëèñÿ â ñåði¨ ðîáiò áàãàòüîõ àâòîðiâ
[12-20]. Iíäóêòèâíó ãðàíèöþ X = lim indXn

ìè íàçâåìî ìàéæå ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî êîæíà
îáìåæåíà â X ìíîæèíà ìiñòèòüñÿ â äåÿêî-
ìó äîãðàíè÷íîìó ïðîñòîði Xn. Çðîçóìiëî,
ùî êîæíà ðåãóëÿðíà iíäóêòèâíà ãðàíèöÿ ¹
i ìàéæå ðåãóëÿðíîþ.
Òåîðåìà 1. Íåõàé X = lim indXn � ií-

äóêòèâíà ãðàíèöÿ, ÿêà íå ¹ ìàéæå ðåãóëÿð-
íîþ. Òîäi iñíó¹ òàêà çáiæíà äî íóëÿ â X
ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê am ç X, ùî ìíîæèíà
A = {am : m ∈ N} íå ìiñòèòüñÿ â æîäíîìó
äîãðàíè÷íîìó ïðîñòîði Xn.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ iñíó¹ îáìåæåíà
â X ìíîæèíà B, òàêà, ùî B ̸⊆ Xn äëÿ êî-
æíîãî n. Òîäi äëÿ êîæíîãî n iñíó¹ òî÷êà

xn ∈ B \ Xn. Âiçüìåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâ-
íiñòü ñêàëÿðiâ λn ̸= 0, òàêó, ùî λn → 0 ïðè
n → ∞ (íàïðèêëàä, λn = 1

n
), i ïîêëàäåìî

an = λnxn. Ç îáìåæåíîñòi ìíîæèíè B âè-
ïëèâà¹, ùî an → 0 âX. Ðàçîì ç òèì, an ̸∈ Xn

äëÿ êîæíîãî n, áî xn = 1
λn
an ̸∈ Xn çà ïîáó-

äîâîþ. Òîìó A = {am : m ∈ N} ̸⊆ Xn äëÿ
êîæíîãî n. �
3. Iíäóêòèâíi ãðàíèöi [E,F ]. Íåõàé E

i F � íîðìîâàíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì K ç íîð-
ìàìè ∥·∥E i ∥·∥F âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó F � öå
ëiíiéíèé ïiäïðîñòið E i òîòîæíå âêëàäåííÿ
F ↪→ E íåïåðåðâíå, òîáòî iñíó¹ òàêà êîí-
ñòàíòà γ > 0, ùî ∥z∥E ≤ γ∥z∥F äëÿ êîæíîãî
z ∈ F . Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ðîçãëÿíåìî
íåñêií÷åííèé äîáóòîê

Z̃n = E × E × · · · × E︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

×F × . . . ,

ÿêèé ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä K, i éîãî
ëiíiéíèé ïiäïðîñòið

Zn = {z = (zk)
∞
k=1 ∈ Z̃n : ∥z∥n = sup{∥z1∥E,

. . . , ∥zn∥E, ∥zn+1∥F , . . . } < +∞}.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ ∥ · ∥n � öå
íîðìà íà Zn, Zn ⊆ Zn+1 i ∥z∥n+1 ≤ γ0∥z∥n,
äå γ0 = max{γ, 1}, îòæå, òîòîæíi âêëàäåííÿ
Zn ↪→ Zn+1 íåïåðåðâíi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Tn
ëîêàëüíî îïóêëó òîïîëîãiþ íà Zn, ùî ïî-

ðîäæåíà íîðìîþ ∥ · ∥n. Íåõàé Z =
∞∪
n=1

Zn.

Îñêiëüêè âñi Zn � öå ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè âå-
êòîðíîãî ïðîñòîðó EN, ïðè÷îìó Zn ⊆ Zn+1

äëÿ êîæíîãî n, òî i Z áóäå ëiíiéíèì ïiäïðî-
ñòîðîì EN, à ïðîñòîðè Zn � ëiíiéíèìè ïiä-
ïðîñòîðàìè ïðîñòîðó Z. Iíäóêòèâíó ãðàíè-
öþ

(Z, T ) = lim ind (Zn, Tn)

ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì [E,F ].
Ïî÷íåìî ç âñòàíîâëåííÿ äåÿêèõ äîñòà-

òíiõ óìîâ, ùîá ââåäåíà iíäóêòèâíà ãðàíèöÿ
íå áóëà ìàéæå ðåãóëÿðíîþ.
Òåîðåìà 2. Íåõàé iñíó¹ åëåìåíò a ∈ E,

ÿêèé íàëåæèòü äî çàìèêàííÿ [B]E îäèíè-
÷íî¨ êóëi B = {b ∈ F : ∥b∥F ≤ 1} ïðî-
ñòîðó F ó ïðîñòîði E, i íå íàëåæèòü äî
F . Òîäi ìíîæèíà A = {z(m) : m ∈ N},
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äå z(m) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m ðàçiâ

, a, 0, ...) áóäå îáìåæåíîþ

â ïðîñòîði Z = [E,F ], A ̸⊆ Zn äëÿ êî-
æíîãî n, ïîñëiäîâíiñòü 1

m
z(m) → 0 â Z i

{ 1
m
z(m) : m ∈ N} ̸⊆ Zn äëÿ êîæíîãî n.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè a ∈ [B]E, òî iñíó¹

òàêà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ak ∈ B, ùî
ak → a â E. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò

z(m,k) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m

, ak, 0, ...)

i ìíîæèíó

A0 = {z(m,k) : (m, k) ∈ N2}.

Çðîçóìiëî, ùî A0 ⊆ Z1, àäæå ak ∈ F äëÿ
êîæíîãî k. Ïðè öüîìó ∥z(m,k)∥1 = ∥ak∥F ≤ 1
äëÿ äîâiëüíèõ m i k, áî ak ∈ B äëÿ êîæíî-
ãî k. Îòæå, ìíîæèíà A0 ëåæèòü i îáìåæåíà
ó ïåðøîìó ïðîñòîði Z1. Îñêiëüêè òîòîæíå
âêëàäåííÿ j1 : Z1 ↪→ Z ëiíiéíå i íåïåðåðâíå,
òî ìíîæèíà A0 = j1(A0) áóäå îáìåæåíîþ i â
ïðîñòîði Z.

Ïîêàæåìî, ùî A ⊆ A0, äå çàìèêàííÿ áå-
ðåòüñÿ ó ïðîñòîði Z. Äëÿ öüîãî äîñèòü ç'ÿ-
ñóâàòè, ùî z(m,k) → z(m) â Z ïðè k → ∞
äëÿ êîæíîãî m. Çàóâàæèìî, ùî z(m,k) i z(m)

ëåæàòü ó ïðîñòîði Zm+1, ïðè÷îìó

∥z(m,k)−z(m)∥m+1 = ∥ak−a∥E → 0 ïðè k → ∞.

Òîìó z(m,k) → z(m) ó ïðîñòîði Zm+1, à çíà-
÷èòü, i ó ïðîñòîði Z, îñêiëüêè âêëàäåííÿ
jm+1 : Zm+1 ↪→ Z íåïåðåðâíå.

Îñêiëüêè çàìèêàííÿ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè
çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ, òî ìíî-
æèíà A0 áóäå îáìåæåíîþ â Z, à ç íåþ i ¨¨
ïiäìíîæèíà A.

ßñíî, ùî z(m) ∈ A \ Zm ïðè m = 1, 2, ...,
àäæå a ̸∈ F , òîìó A ̸⊆ Zn äëÿ êîæíîãî n.

Ñïiââiäíîøåííÿ 1
m
z(m) → 0 âèïëèâà¹ ç

îáìåæåíîñòi ìíîæèíè A. Çðîçóìiëî, ùî i
1
m
z(m) ̸⊆ Zm äëÿ êîæíîãî m = 1, 2, ..., îòæå,

{ 1
m
z(m) : m ∈ N} ̸⊆ Zn äëÿ êîæíîãî n.�
4. Ïðèêëàäè ïðîñòîðiâ E i F , äëÿ

ÿêèõ [B]E \ F ̸= Ø. Ïî÷íåìî ç ïåðøîãî
ïðèêëàäó òàêèõ ïðîñòîðiâ, ÿêèé íàëåæèòü
Á.Ì. Ìàêàðîâó [15]. Íàøà êîíñòðóêöiÿ ç ïî-
ïåðåäíüîãî ïóíêòó óçàãàëüíþ¹ éîãî ïîáóäî-
âè.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé F = c � áàíàõiâ ïðî-
ñòið çáiæíèõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé x =
(ξk)

∞
k=1 ç íîðìîþ ∥x∥F = sup

k∈N
|ξk| = ∥x∥∞

i c0 � áàíàõiâ ïðîñòið óñiõ íåñêií÷åííî ìà-
ëèõ ïîñëiäîâíîñòåé ñêàëÿðiâ ç òi¹þ æ íîð-
ìîþ. Ñèìâîëîì xy ìè ïîçíà÷à¹ìî ïîêîîð-
äèíàòíèé äîáóòîê (ξkηk)

∞
k=1 ïîñëiäîâíîñòåé

x = (ξk)
∞
k=1 i y = (ηk)

∞
k=1 ç KN. Äëÿ äîâiëüíî¨

ïîñëiäîâíîñòi a = (αk)
∞
k=1 ðîçãëÿíåìî ïðî-

ñòið c0 ç âàãîþ a:

c0(a) = {x = (ξk)
∞
k=1 ∈ KN : ax ∈ c0}.

ßêùî αk ̸= 0 äëÿ êîæíîãî k, òî ôóíêöiÿ
∥x∥E = ∥ax∥∞ áóäå íîðìîþ íà ïðîñòîði
E = c0(a), íîðìîâàíèé ïðîñòið (E, ∥ · ∥E) áó-
äå áàíàõîâèì, à âiäîáðàæåííÿ f : E → c0,
f(x) = ax � ëiíiéíîþ içîìåòði¹þ.

Êîëè a ∈ c0, òî ax ∈ c0 äëÿ êîæíîãî
x ∈ F , ïðè÷îìó

∥x∥E = ∥ax∥∞ ≤ ∥a∥∞∥x∥∞ = ∥a∥∞∥x∥F ,

îòæå, F ⊆ E i òîòîæíå âêëàäåííÿ F ↪→ E
íåïåðåðâíå.

Ïðèïóñòèìî, ùî a ∈ c0 i ïîêàæå-
ìî, ùî äëÿ ïàðè (E,F ) áóäåìî ìàòè, ùî
[B]E \ F ̸= Ø, äå B = {x ∈ F : ∥x∥F ≤ 1}.

Ðîçãëÿíåìî òî÷êó b = (1, 0, 1, 0, ...) i ïî-
ñëiäîâíiñòü òî÷îê

bn = (1, 0, 1, 0, ..., 1, 0,︸ ︷︷ ︸
2n ðàçiâ

0, 0, ...).

Îñêiëüêè ∥bn∥F = ∥bn∥∞ = 1, òî
bn ∈ B äëÿ êîæíîãî n. Ïîñëiäîâíiñòü
ab = (α1, 0, α3, 0, ..., α2n−1, 0, ...), î÷åâèäíî,
íàëåæèòü äî c0, îòæå, b ∈ c0(a). Ïðè öüîìó

∥b− bn∥E = ∥a(b− bn)∥∞ = sup
k≥n

|α2k+1| → 0

ïðè n → ∞, îòæå, bn → b â E, à çíà÷èòü,
b ∈ [B]E. Ïðè öüîìó ÿñíî, ùî b ̸∈ F , àäæå
ïîñëiäîâíiñòü 1,0,1,0,... ðîçáiæíà. Òàêèì ÷è-
íîì, b ∈ [B]E \ F .

Çàóâàæèìî, ùî êîëè x = (ξk)
∞
k=1 ∈

[B]E ∩ F , òî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê
xn = (ξn,k)

∞
k=1 ç B, ùî xn → x â E. Òîäi i

ξn,k → ξk ïðè n → ∞ äëÿ êîæíîãî k, àäæå
|ξn,k− ξk| ≤ 1

|αk|
∥xn−x∥E. Îñêiëüêè |ξn,k| ≤ 1
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äëÿ äîâiëüíèõ n i k, òî i |ξk| ≤ 1 äëÿ êî-
æíîãî k, îòæå, ∥x∥∞ ≤ 1. Àëå x ∈ F , òîìó
x ∈ B. Ìè ïîêàçàëè, ùî ó öüîìó âèïàäêó
[B]E \ F = [B]E \ B. Ó ïðèêëàäi Ìàêàðîâà
αk =

1
k
äëÿ êîæíîãî k.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé E � öå áàíàõiâ ïðî-
ñòið lp, 1 ≤ p < ∞, âñiõ ñóìîâíèõ ç p-òèì
ñòåïåíåì ïîñëiäîâíîñòåé x = (ξk)

∞
k=1 ñêàëÿ-

ðiâ ç íîðìîþ

∥x∥p =

(
∞∑
k=1

|ξk|p
)1/p

= ∥x∥E,

à F � öå ïðîñòið K∞ âñiõ ôiíiòíèõ ïîñëi-
äîâíîñòåé ñêàëÿðiâ ç íîðìîþ ∥ · ∥F , iíäó-
êîâàíîþ ç E, òîáòî ∥x∥F = ∥x∥E äëÿ êî-
æíîãî x ∈ F . Òî÷êà a = ( 1

2k
)∞k=1 íàëåæèòü

äî E = lp äëÿ êîæíîãî p ≥ 1. Äëÿ òî-
÷îê an = (1

2
, 1
4
, ..., 1

2n
, 0, 0, ...) áóäåìî ìàòè, ùî

an ∈ B = {x ∈ F : ∥x∥F ≤ 1}, àäæå an ∈ F i

∥an∥F = ∥an∥p =

(
n∑
k=1

1

2kp

) 1
p

<

(
∞∑
k=1

1

2kp

) 1
p

=

=

( 1
2p

1− 1
2p

) 1
p

=
1

(2p − 1)1/p
≤ 1

(2− 1)1/p
= 1,

àäæå p ≥ 1.
Ïðè öüîìó

∥an − a∥E = ∥an − a∥p =

(∑
k>n

1

2kp

) 1
p

=

=

(
1

2p(n+1)

1− 1
2p

) 1
p

=
1

2n(2p − 1)1/p
→ 0,

îòæå, an → a â E ïðè n→ ∞, òîìó a ∈ [B]E.
Çðîçóìiëî, ùî ïðè öüîìó a ̸∈ F .

ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi, ëåãêî ïî-
êàçàòè, âèêîðèñòàâøè ïåðåõiä äî ïîêîîðäè-
íàòíî¨ ãðàíèöi, ùî i òóò [B]E \F = [B]E \B.
Ïðèêëàä 3. Ìiðêóâàííÿ ïîïåðåäíüîãî

ïðèêëàäó ëåãêî ïåðåíîñÿòüñÿ íà âèïàäîê
E = c0, F = (K∞, ∥ · ∥∞). Òóò òàêîæ
[B]E \ F = [B]E \B ̸= Ø.
Ïðèêëàä 4. Íåõàé E = C[a, b] �

öå áàíàõiâ ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
f : [a, b] → K ç ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ ∥f∥E =

= ∥f∥∞ = max
a≤t≤b

|f(t)|, à F = C1[a, b] �

áàíàõiâ ïðîñòið óñiõ íåïåðåðâíî äèôåðåí-
öiéîâíèõ ôóíêöié f : [a, b] → K ç íîð-
ìîþ ∥f∥F = max{∥f∥∞, ∥f ′∥∞}. Çðîçóìi-
ëî, ùî òóò F ⊆ E i òîòîæíå âêëàäåííÿ
F ↪→ E íåïåðåðâíå, áî ∥f∥E = ∥f∥∞ ≤
max{∥f∥∞, ∥f ′∥∞} = ∥f∥F äëÿ êîæíîãî
f ∈ F . Ïîêàæåìî, ùî i òóò [B]E \ F ̸= Ø.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè
a = −1, b = 1. Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ
g(t) = |t|√

2
íàëåæèòü äî E \ F , à ôóíêöi¨

gn(t) =

√
t2 + 1

n2

2

íàëåæàòü äî F . Ïðè öüîìó

∥gn∥∞ = max
|t|≤1

|gn(t)| =

√
1 + 1

n2

2
≤ 1,

g′n(t) =
1√
2
· 1

2
√
t2 + 1

n2

· 2t = t√
2(t2 + 1

n2 )

i
∥g′n∥∞ = max

|t|≤1
|g′n(t)| ≤

1√
2
< 1,

îòæå,

∥gn∥F ≤ 1 i gn ∈ B = {f ∈ F : ∥f∥F ≤ 1}

äëÿ êîæíîãî n. Îñêiëüêè

|gn(t)− g(t)| = 1√
2

∣∣∣∣∣
√
t2 +

1

n2
− |t|

∣∣∣∣∣ =
=

1
√
2n2

(√
t2 + 1

n2 + |t|
) ≤ 1√

2n

äëÿ âñiõ t, ïðè÷îìó ïðè t = 0 ìà¹ ìiñöå ðiâ-
íiñòü, òî ∥gn − g∥E = ∥gn − g∥∞ = 1√

2n
→ 0

ïðè n→ ∞, òîáòî gn → g â E. Òàêèì ÷èíîì,
g ∈ [B]E \ F .

Ç äîïîìîãîþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ
φ : [a, b] → [−1, 1] öåé ïðèêëàä ëåãêî ïåðåíå-
ñòè íà âèïàäîê äîâiëüíîãî âiäðiçêà [a, b], äå
a < b.

Ðiâíiñòü [B]E \ F = [B]E \ B ó öüîìó âè-
ïàäêó äëÿ K = R ëåãêî âèïëèâà¹ ç òàêîãî
ðåçóëüòàòó.
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Òåîðåìà 3. Íåõàé (fn)
∞
n=1 � ïîñëiäîâ-

íiñòü íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié
fn : [a, b] → R, f : [a, b] → R � íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ i fn(t) → f(t) íà
äåÿêié ùiëüíié íà âiäðiçêó [a, b] ìíîæèíi T .
Òîäi ÿêùî f ′

n(t) ≤ γ äëÿ âñiõ t ∈ [a, b] i âñiõ
n, òî i f ′(t) ≤ γ äëÿ âñiõ t ∈ [a, b].

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî f ′(t0) > γ
äëÿ äåÿêîãî t0 ∈ [a, b]. Îñêiëüêè ïîõiäíà f ′

íåïåðåðâíà i T = [a, b], òî çíàéäåòüñÿ òà-
êèé íåâèðîäæåíèé ñåãìåíò [α, β] ⊆ [a, b], ùî
α, β ∈ T i f ′(t) > γ äëÿ âñiõ t ∈ [α, β]. Ç
ôîðìóëè Ëà ðàíæà âèïëèâà¹, ùî

f(β)− f(α) = f ′(ξ)(β − α) > γ(β − α)

äëÿ äåÿêîãî ξ ∈ (α, β). Îñêiëüêè
f(β) − f(α) = lim

n→∞
(fn(β) − fn(α)), òî i

fm(β)− fm(α) > γ(β − α) äëÿ äåÿêîãî m.
Ùå ðàç âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó Ëà ðàíæà,
îòðèìà¹ìî, ùî

fm(β)− fm(α) = f ′
m(ξ0)(β − α)

äëÿ äåÿêî¨ òî÷êè ξ0 ∈ (α, β) ⊆ [a, b], à òî-
äi äëÿ íå¨ f ′

m(ξ0) > γ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi
òåîðåìè. �

Çðîçóìiëî, ùî òàêèé æå ðåçóëüòàò ìàòè-
ìå ìiñöå, êîëè íåðiâíiñòü ≤ çàìiíèòè íà ≥.

ßêùî òåïåð f ∈ [B]E ∩ F , äå E = C[a, b],
F = C1[a, b], òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié
fn ∈ B, òàêà, ùî fn ⇒ f íà [a, b]. Îñêiëüêè
−1 ≤ f ′

n(t) ≤ 1 íà [a, b], òî çà òåîðåìîþ 3 i
−1 ≤ f ′(t) ≤ 1 íà [a, b]. Êðiì òîãî, çðîçóìiëî,
ùî i −1 ≤ f(t) ≤ 1 íà [a, b], îòæå, f ∈ B, à
òîìó [B]E \ F = [B]E \B.
Ïèòàííÿ 1. ×è iñíó¹ òàêà ïàðà íîðìî-

âàíèõ ïðîñòîðiâ (E,F ), ùî F ⊆ E, ïðè÷îìó
òîòîæíå âêëàäåííÿ F ↪→ E ëiíiéíå i íåïå-
ðåðâíå, ùî äëÿ íèõ

Ø = [B]E \ F ⊂ [B]E \B ̸= Ø,

äå B = {x ∈ F : ∥x∥F ≤ 1}?
5. Âèïàäîê, êîëè [E,F ] áóäå ñèëüíî

σ-ìåòðèçîâíèì ïðîñòîðîì. ßêùî E = K
� öå ïîëå ñêàëÿðiâ çi ñâî¹þ ïðèðîäíîþ íîð-
ìîþ, à F = {0} � öå íóëüîâèé ïiäïðîñòið
K, òî ïðîñòið Zn ó öüîìó âèïàäêó ñêëàäà-
¹òüñÿ ç óñiõ ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé z =

(ξ1, ..., ξn, 0, 0, ...) ñêàëÿðiâ ξk, ÿêèé ïîçíà÷à-
¹òüñÿ Kn, ïðè öüîìó ∥z∥n = max

1≤k≤n
|ξk|. Â öüî-

ìó âèïàäêó iíäóêòèâíà ãðàíèöÿ Z = [E,F ]
çáiãà¹òüñÿ ç ïðîñòîðîì K∞ = lim indKn óñiõ
ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ñêàëÿðiâ ç òîïîëî-
ãi¹þ iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi ñâî¨õ ñêií÷åííîâè-
ìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ Kn. Öÿ iíäóêòèâíà ãðà-
íèöÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè Ä'¹äîííå-
Øâàðöà i òîìó ¹ ðåãóëÿðíîþ. Ïðè öüîìó òóò
[B]E = {0} ⊆ F , îòæå, [B]E \ F = Ø. Öå ïî-
êàçó¹, ùî óìîâà [B]E \ F ̸= Ø â òåîðåìi 2
iñòîòíà. Ó öüîìó ïóíêòi ìè óçàãàëüíèìî öå
ñïîñòåðåæåííÿ.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åí-
íÿ ïóíêòó 3. Ïî÷íåìî ç äîïîìiæíèõ òâåð-
äæåíü.

Ëåìà 1. à). ßêùî òîòîæíå âêëàäåííÿ
J : F ↪→ E içîìîðôíå, òî i âñi òîòîæíi
âêëàäåííÿ Jn : Zn ↪→ Zn+1 áóäóòü içîìîð-
ôíèìè.

á). ßêùî äëÿ äåÿêîãî íîìåðà n âêëàäåííÿ
Jn : Zn ↪→ Zn+1 içîìîðôíå, òî i âêëàäåííÿ
J : F ↪→ E áóäå içîìîðôíèì.

Äîâåäåííÿ. à). Íåõàé J : F ↪→ E � içî-
ìîðôíå âêëàäåííÿ. Òîäi iñíóþòü òàêi êîí-
ñòàíòè α i β, ùî 0 < α ≤ 1 ≤ β i

α∥x∥F ≤ ∥x∥E ≤ β∥x∥F
äëÿ êîæíîãî x ∈ F . Çàôiêñó¹ìî íîìåð n i
ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò z = (zk)

∞
k=1 ç

ïðîñòîðó Zn. Òîäi zk ∈ E ïðè k ≤ n i zk ∈ F
ïðè k > n. Äëÿ åëåìåíòà zn+1 ç ïðîñòîðó F
áóäåìî ìàòè:

α∥zn+1∥F ≤ ∥zn+1∥E ≤ β∥zn+1∥F .

Îñêiëüêè α ≤ 1 ≤ β, òî i

α∥zk∥E ≤ ∥zk∥E ≤ β∥zk∥E ïðè k ≤ n,

òàê ñàìî ÿê

α∥zk∥F ≤ ∥zk∥F ≤ β∥zk∥F ïðè k > n+ 1.

Òîìó
α∥z∥n ≤ ∥z∥n+1 ≤ β∥z∥n,

à öå îçíà÷à¹, ùî âêëàäåííÿ Jn : Zn ↪→ Zn+1

içîìîðôíå.
á). Íåõàé âêëàäåííÿ Jn : Zn ↪→ Zn+1

içîìîðôíå äëÿ äåÿêîãî íîìåðà n. Ðîçãëÿ-
íåìî âiäîáðàæåííÿ T : F → Zn, Tx =
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(0, .., 0︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

, x, 0, ...). Îñêiëüêè ∥Tx∥n = ∥x∥F , òî

T � öå ëiíiéíà içîìåòðiÿ ïðîñòîðó F íà ïiä-
ïðîñòið Yn = T (F ) ïðîñòîðó Zn. Ðîçãëÿíåìî
òîé æå ïðîñòið T (F ), àëå ç íîðìîþ, iíäó-
êîâàíîþ ç ïðîñòîðó Zn+1, ÿêèé ìè ïîçíà-
÷èìî ñèìâîëîì Yn+1. Îñêiëüêè âêëàäåííÿ
Jn : Zn ↪→ Zn+1 içîìîðôíå i Jn(Yn) = Yn+1,
òî çâóæåííÿ In = Jn|Yn : Yn → Yn+1 áó-
äå içîìîðôiçìîì íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ Yn
i Yn+1. Äàëi, âiäîáðàæåííÿ S : Yn+1 → E,
S(Tx) = x äëÿ êîæíîãî x ∈ F � öå ëiíiéíå
içîìåòðè÷íå âêëàäåííÿ, àäæå ∥S(Tx)∥E =
∥x∥E = ∥Tx∥n+1 äëÿ êîæíîãî x ∈ F . Îñêiëü-
êè J = SInT , òî i J : F ↪→ E áóäå içîìîð-
ôíèì âêëàäåííÿì ðàçîì ç Jn.

Òåîðåìà 4. Iíäóêòèâíà ãðàíèöÿ [E,F ]
áóäå ñòðîãîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âêëà-
äåííÿ E ↪→ F içîìîðôíå.

Äîâåäåííÿ. Öå íåãàéíî âèïëèâà¹ ç îçíà-
÷åííÿ ñòðîãî¨ iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi i ëåìè 1.

Ëåìà 2. à). ßêùî F � öå çàìêíåíèé ïiä-
ïðîñòið ïðîñòîðó E, òî äëÿ êîæíîãî n ïðî-
ñòið Zn áóäå çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðî-
ñòîðó Zn+1.

á). ßêùî äëÿ äåÿêîãî íîìåðà n ïðîñòið
Zn áóäå çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó
Zn+1, òî i F � öå çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïðî-
ñòîðó E.

Äîâåäåííÿ. à). Íåõàé F � çàìêíåíèé
ïiäïðîñòið E. Îñêiëüêè ∥x∥F = ∥x∥E äëÿ
êîæíîãî x ∈ F , òî i ∥z∥n = ∥z∥n+1 äëÿ êî-
æíîãî z ∈ Zn, îòæå, íîðìîâàíèé ïðîñòið Zn
¹ ïiäïðîñòîðîì íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó Zn+1.
Äîâåäåìî, ùî Zn çàìêíåíèé â Zn+1.

Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòîðè Xn i Yn ïðîñòî-
ðó Zn, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç óñiõ íàáîðiâ x =
(z1, ..., zn, 0, zn+2, ...) i y = (0, .., 0︸ ︷︷ ︸

n ðàçiâ

, zn+1, 0, ...) ç

ïðîñòîðó Zn. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíî¨ òî-
÷êè z = (zk)

∞
k=1 ç ïðîñòîðó Zn ìà¹ìî, ùî

z = x + y, äå x i y � âèçíà÷åíi âèùå íàáîðè
ç Xn i Yn âiäïîâiäíî, i òàêå çîáðàæåííÿ åëå-
ìåíòà z ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòiâ ç Xn i Yn
¹äèíå. Òîìó Zn = Xn ⊕ Yn � öå ïðÿìà ñóìà
ñâî¨õ ïiäïðîñòîðiâ Xn i Yn. Çàóâàæèìî, ùî
ïðè öüîìó

∥z∥n = max{∥x∥n, ∥y∥n},

òîìó ïðîñòið Zn içîìåòðè÷íèé äîáóòêó
Xn × Yn íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ Xn i Yn ç
ìàêñèìóì-íîðìîþ.

Òàê ñàìî ïðîñòið Zn+1 içîìåòðè÷íèé äî-
áóòêó Xn× Ỹn, äå ïðîñòið Ỹn � öå ïiäïðîñòið
ïðîñòîðó Zn+1, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íàáî-
ðiâ y = (0, .., 0︸ ︷︷ ︸

n ðàçiâ

, zn+1, 0, ...) ç ïðîñòîðó Zn+1.

Êðiì òîãî, iñíóþòü ïðèðîäíi ëiíiéíi içîìå-
òði¨ T : F → Yn i S : E → Ỹn, ÿêi ñïiâñòàâëÿ-
þòü êîæíîìó åëåìåíòó u ç F ÷è E åëåìåíò
y = (0, .., 0︸ ︷︷ ︸

n ðàçiâ

, u, 0, ...) ç Yn ÷è Ỹn âiäïîâiäíî. Íå-

õàé J : F ↪→ E i In : Yn ↪→ Ỹn � öå òîòîæíi
âêëàäåííÿ, ÿêi, î÷åâèäíî, ¹ içîìåòðè÷íèìè.
Ïðè öüîìó äiàãðàìà

F
J−→ E

T ↓ ↓ S

Yn
−→
In

Ỹn

(∗)

êîìóòàòèâíà, àäæå InT = SJ ÿê ëåãêî ïå-
ðåâiðèòè. Çà óìîâîþ ïðîñòið F = J(F ) çà-
ìêíåíèé â E, òîäi i ïðîñòið S(F ) = S(J(F ))

áóäå çàìêíåíèì â Ỹn, àäæå S � öå içîìåòðiÿ.
Àëå

S(J(F )) = In(T (F )) = In(Yn) = Yn.

Òîìó ïðîñòið Yn çàìêíåíèé â Ỹn, à òîäi é
äîáóòîê P = Xn × Yn çàìêíåíèé â äîáóòêó
P̃ = Xn × Ỹn. Ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâàíi âèùå
içîìåòði¨ Φ : Zn → P i Ψ : Zn+1 → P̃ . Î÷åâè-
äíî, ùî äiàãðàìà

Zn
Jn−→ Zn+1

Φ ↓ ↓ Ψ

P −→
I

P̃ ,

äå I : P ↪→ P̃ � òîòîæíå âêëàäåííÿ, êîìóòà-
òèâíà. Îñêiëüêè

Zn = Jn(Zn) = (Ψ−1IΦ)(Zn) = Ψ−1(P )

i P � çàìêíåíà ÷àñòèíà P̃ , òî i ïðîñòið Zn
çàìêíåíèé â Zn+1.

á). Íåõàé Zn � öå çàìêíåíèé ïiäïðîñòið
Zn+1 äëÿ äåÿêîãî n. Ðîçãëÿíåìî íîðìîâàíi
ïðîñòîðè Yn i Ỹn, ââåäåíi âèùå. Îñêiëüêè Yn
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� öå çàìêíåíèé ïiäïðîñòið Zn i Zn çàìêíå-
íèé â Zn+1, òî i Yn çàìêíåíèé â Zn+1. Àëå
Yn � öå ïiäïðîñòið Ỹn, îòæå, Yn áóäå çàìêíå-
íèé i â Ỹn. Ç êîìóòàòèâíîñòi äiàãðàìè (∗)
òåïåð ëåãêî âèâåñòè, ùî i F áóäå çàìêíåíèì
ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó E. �

Ëåìà 3. Íåõàé (X, T ) � öå ñòðîãà ií-
äóêòèâíà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi ëîêàëüíî
îïóêëèõ ïðîñòîðiâ (Xn, Tn), òàêà, ùî ïðî-
ñòið Xn çàìêíåíèé â Xn+1 äëÿ êîæíîãî n.
Òîäi Xn áóäå çàìêíåíèé i â X äëÿ êîæíîãî
n.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî ÿêåñü n i ïîêà-
æåìî, ùî Xn çàìêíåíèé â X. Íåõàé x ∈
X \Xn. Òîäi iñíó¹ òàêèé íîìåð m, ùî m > n
i x ∈ Xm. Ç óìîâè âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið
Xn çàìêíåíèé ó ïðîñòîði Xm. Îñêiëüêè x ̸∈
Xn, òî iñíó¹ òàêèé îêië íóëÿ Um â Xm, ùî
(x + Um) ∩Xn = Ø. Àëå, ÿê âiäîìî [8, c. 54,
òåîðåìà 2], ó íàøîìó âèïàäêó T |Xm = Tm.
Îòæå, iñíó¹ òàêèé îêië íóëÿ U â X, ùî Um =
U ∩ Xm. Â òàêîìó ðàçi i (x + U) ∩ Xn = Ø.
Ñïðàâäi, ÿêáè x + u = y äëÿ äåÿêèõ u ∈ U
i y ∈ Xn, òî u = y − x ∈ Xm, îòæå, u ∈
U∩Xm = Um, à òîìó y = x+u ∈ (x+Um)∩Xn,
ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó Um. Òàêèì ÷èíîì,
(x + U) ∩ Xn = Ø äëÿ äåÿêîãî îêîëó íóëÿ
U â X, çâiäêè âèïëèâà¹ çàìêíåíiñòü Xn â
X. �

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Z
íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèì, ÿêùî
âií ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ çðîñòà-
þ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ñâî¨õ ìåòðèçîâíèõ i çà-
ìêíåíèõ â Z ïiäïðîñòîðiâ Zn, ïðè÷îìó äëÿ
êîæíî¨ çáiæíî¨ â Z ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê
zm iñíó¹ òàêèé íîìåð n, ùî {zm : m ∈
N} ⊆ Zn. Ïðè öüîìó òàêà ïîñëiäîâíiñòü
(Zn)

∞
n=1 íàçèâà¹òüñÿ âè÷åðïóâàííÿì ñèëüíî

σ-ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó Z.
Òåîðåìà 5. Íåõàé íîðìîâàíèé ïðîñòið

F ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì íîðìîâàíîãî
ïðîñòîðó E. Òîäi iíäóêòèâíà ãðàíèöÿ Z =
[E,F ] áóäå ñòðîãîþ i ðåãóëÿðíîþ, ïðè÷îìó
Z áóäå ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèì ïðîñòîðîì ç
âè÷åðïóâàííÿì (Zn)

∞
n=1.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 4, òâåðäæåííÿ
à) ëåìè 2 i òåîðåìè Ä'¹äîííå-Øâàðöà íå-
ãàéíî âèïëèâà¹, ùî iíäóêòèâíà ãðàíèöÿ

Z = lim indZn áóäå ñòðîãîþ i ðåãóëÿðíîþ.
Îñêiëüêè Tn = T |Zn çãiäíî ç [8, ñ. 54, òåîðåìà
2] i ïðîñòîðè Zn çàìêíåíi â Z çà ëåìîþ 3, òî
(Zn, Tn) � öå çàìêíåíi ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó
(Z, T ), ïðè÷îìó âîíè íîðìîâàíi i Zn ⊆ Zn+1

äëÿ êîæíîãî n. Äëÿ çáiæíî¨ â Z ïîñëiäîâ-
íîñòi òî÷îê zm ìíîæèíà, A = {zm : m ∈ N}
áóäå îáìåæåíîþ, à òîìó ëåæèòü ó äåÿêîìó
äîãðàíè÷íîìó ïðîñòîði Zn, àäæå íàøà iíäó-
êòèâíà ãðàíèöÿ ¹ ðåãóëÿðíîþ. Òîìó (Zn)

∞
n=1

� öå âè÷åðïóâàííÿ ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíîãî

ïðîñòîðó Z =
∞∪
n=1

Zn. �

6. Äåÿêi ïðèêëàäè. Íàâåäåìî íàïðè-
êiíöi ùå äâà ïðèêëàäè, ùî âèíèêëè â çâ'ÿç-
êó ç öèìè äîñëiäæåííÿìè.

Ïðèêëàä 5. Íåõàé (E, ∥ · ∥) � äîâiëüíèé
íîðìîâàíèé ïðîñòið, ÿêèé ìà¹ âëàñíèé âñþ-
äè ùiëüíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið F . Çðîçóìi-
ëî, ùî âêëàäåííÿ F ↪→ E içîìîðôíå. Ïîçíà-
÷èìî, ÿê i ðàíiøå, ÷åðåç B = {x ∈ F : ∥x∥ ≤
1} îäèíè÷íó êóëþ ó ïðîñòîði F i ïîêàæåìî,
ùî [B]E \ F ̸= Ø. Ñïðàâäi, çà óìîâîþ iñíó¹
åëåìåíò a ∈ E \ F . Ïîêëàäåìî x = a

∥a∥ . Òîäi

∥x∥ = 1 i x ̸∈ F . Îñêiëüêè F = E, òî iñíó¹ òà-
êà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ xn ∈ F \ {0}, ùî
xn → x. Òîäi i ∥xn∥ → ∥x∥ = 1, à çíà÷èòü,
yn = xn

∥xn∥ → x, ïðè÷îìó yn ∈ B, áî ∥yn∥ = 1

äëÿ êîæíîãî n. Òàêèì ÷èíîì, x ∈ [B]E \ F .
Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî âêëàäåííÿ

F ↪→ E ìîæå áóòè içîìîðôíèì i êîëè
[B]E \ F ̸= Ø. Êîíêðåòíi ïðèêëàäè � öå ïðè-
êëàäè 2, 3 ÷è ïðèêëàä, ó ÿêîìó E = C[a, b],
à F � öå ïiäïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íà [a, b].

Ïðèêëàä 6. Íàâåäåìî ïðèêëàä ëîêàëü-
íî îïóêëîãî ïðîñòîðó X i òàêîãî éîãî ìå-
òðèçîâíîãî ïiäïðîñòîðó E (íåëiíiéíîãî), ùî
éîãî ëiíiéíà îáîëîíêà L = sp(E) áóäå íåìå-
òðèçîâíèì. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið R∞ âñiõ ôi-
íiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë ç éîãî
ïðèðîäíîþ iíäóêòèâíîþ òîïîëîãi¹þ. Âií íå
ìåòðèçîâíèé, áî íå çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñi-
îìó çëi÷åííîñòi. Éîãî ïiäïðîñòið E = {en :
n ∈ N}, äå en = (0, .., 0︸ ︷︷ ︸

n ðàçiâ

, 1, 0, 0, ...) � îðòè, ìå-

òðèçîâíèé, áî âií äèñêðåòíèé. Àëå ó äàíîìó
âèïàäêó

L = sp(E) = R∞,
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îòæå, L � öå íåìåòðèçîâíèé ïðîñòið.
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