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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÏÐÎ ÍÀÐIÇÍÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍI ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß ÇI ÇÍÀ×ÅÍÍßÌÈ Â
ÏËÎÙÈÍI ÑIÄÐÀ

Äîñëiäæåíî ìíîæèíó òî÷îê íåïåðåðâíîñòi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X1 × ...×
Xn+1 → M, âèçíà÷åíèõ íà äîáóòêó çâ'ÿçíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ çi çíà÷åííÿìè â ïëîùèíi
Ñiäðà M.

We investigate the continuity points set of separately continuous mappings f : X1×...×Xn+1 →
M de�ned on a product of connected topological spaces with values in the Ceder plane M.

1. Âñòóï. Ç êiíöÿ XX ñòîëiòòÿ àêòèâ-
íî âåäóòüñÿ äîñëiäæåííÿ ñóêóïíî¨ íåïåðåðâ-
íîñòi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f :
X × Y → Z òà ¨õ àíàëîãiâ çi çíà÷åííÿìè
â íåìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ. Âàæëèâèìè òè-
ïàìè ïðîñòîðiâ áëèçüêèõ äî ìåòðèçîâíèõ ¹
iíäóêòèâíi ãðàíèöi, σ-ìåòðèçîâíi òà ñèëüíî
σ-ìåòðèçîâíi ïðîñòîðè, ïðîñòîðè Ìóðà, âè-
÷åðïíi òà íàïiââè÷åðïíi ïðîñòîðè. Ìíîæè-
íà C(f) òî÷îê ñóêóïíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàði-
çíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿ-
ìè â çãàäàíèõ ïðîñòîðàõ, êðiì âè÷åðïíèõ
òà íàïiââè÷åðïíèõ, âæå äîñèòü äîáðå âèâ÷å-
íà. Îòðèìàíî òàêîæ äåÿêi ðåçóëüòàòè ïðî
íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åí-
íÿìè â êîíêðåòíèõ íàïiââè÷åðïíèõ ïðîñòî-
ðàõ, òàêèõ ÿê Cp[0, 1] òà ïëîùèíà Áií à [1,2].
Äæ.Ñiäð [3] íàâiâ öiêàâèé ïðèêëàä íåìåòðè-
çîâíîãî âè÷åðïíîãî ïðîñòîðó, ÿêèé ìè íàçè-
âà¹ìî ïëîùèíîþ Ñiäðà i ïîçíà÷à¹ìîM. Óçà-
ãàëüíåííÿ öi¹¨ êîíñòðóêöi¨ âèâ÷àëîñÿ â [4-6].
Òîìó ïðèðîäíî ïîñòàëî ïèòàííÿ ïðî äîñëi-
äæåííÿ òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè ó ïëîùèíi Ñiäðà,
ùî i çäiéñíþ¹òüñÿ â äàíié ñòàòòi.

2. Çâ'ÿçíi ìíîæèíè òà ¨õ âëàñòèâî-
ñòi. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ââåäåìî ïîòðiáíi
äëÿ íàñ ïîíÿòòÿ, ùî ñòîñóþòüñÿ çâ'ÿçíîñòi, i
äîâåäåìî äåÿêi ôàêòè ïðî êîìïîíåíòè çâ'ÿ-
çíîñòi.

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X
íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíèì, ÿêùî éîãî íåìîæëè-
âî ïîäàòè ó âèãëÿäi äèç'þíêòíîãî îá'¹äíà-
ííÿ A ⊔ B äâîõ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ â X

ìíîæèí. Ïiäìíîæèíà E ïðîñòîðó X íàçèâà-
¹òüñÿ çâ'ÿçíîþ, ÿêùî ïiäïðîñòið E ïðîñòîðó
X ç iíäóêîâàíîþ ç X òîïîëîãi¹þ ¹ çâ'ÿçíèì.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêèé ôàêò.
Ëåìà 1. Íåõàé A � ñèñòåìà çâ'ÿçíèõ

ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, B
� çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X, òàêà,
ùî B ⊆ S =

∪
A i B ∩ A ̸= ∅ äëÿ äîâiëü-

íî¨ ìíîæèíè A ç A. Òîäi i S � öå çâ'ÿçíà
ìíîæèíà.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé E � íåïîðîæíÿ

âiäêðèòî-çàìêíåíà ìíîæèíà â ïiäïðîñòîði
S. Ïîêàæåìî, ùî E = S, çâiäêè i áóäå âè-
ïëèâàòè çâ'ÿçíiñòü S.

Îñêiëüêè, E ̸= ∅, òî iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ E.
Àëå E ⊆ S, òîìó i x0 ∈ S, à çíà÷èòü, iñíó¹
åëåìåíò A0 ∈ A, òàêèé, ùî x0 ∈ A0. Ïåðåòèí
A0 ∩E íåïîðîæíié, áî x0 ∈ A0 ∩E, ïðè÷îìó
A0 ∩ E � öå âiäêðèòî-çàìêíåíà ïiäìíîæèíà
çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè A0. Òîìó A0 ∩ E = A0,
òîáòî A0 ⊆ E. Àëå B ∩ A0 ̸= ∅ çà óìîâîþ,
îòæå, i E ∩ B ̸= ∅. Îñêiëüêè ìíîæèíà E
âiäêðèòî-çàìêíåíà â S i B ⊆ S, òî E∩B áóäå
âiäêðèòî-çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â B. Àëå i
ìíîæèíà B çâ'ÿçíà, îòæå, E ∩B = B, òîáòî
B ⊆ E. Íåõàé A � äîâiëüíèé åëåìåíò ç A.
Çà óìîâîþ A ∩ B ̸= ∅, à çíà÷èòü A ∩ E ̸=
∅, çâiäêè íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî A ∩ E = A,
òîáòî A ⊆ E. Â òàêîìó ðàçi i S =

∪
A ⊆ E,

à çíà÷èòü i S = E, àäæå E ⊆ S.
Çàóâàæèìî, ùî óìîâàB ⊆ S â ëåìi 1 iñòî-

òíà. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî íà åâêëiäîâié ïëî-
ùèíi R2 ñèñòåìó A çâ'ÿçíèõ ìíîæèí Ax =
{x} × [0,+∞), äå x ïðîáiãà¹ ìíîæèíó X0 =
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[0, 1]∪ [2, 3], à çà B âiçüìåìî çâ'ÿçíó ìíîæè-
íó [0, 3] × {0}. ßñíî, ùî Ax ∩ B = {(x, 0)}
äëÿ êîæíîãî x ∈ X0, îòæå, A ∩ B ̸= ∅ äëÿ
êîæíîãî A ∈ A. Àëå ìíîæèíà

S =
∪

A =
∪
x∈X0

Ax = X0 × [0,+∞) =

= ([0, 1]× [0,+∞)) ⊔ ([2, 3]× [0,+∞)),

î÷åâèäíî, íå çâ'ÿçíà, àäæå òóò B * S.
Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ëåìó 1 ìîæíà áó-

ëî á âèâåñòè i ç òåîðåìè 6.1.9 ìîíîãðàôi¨
Ð.Åíãåëüêiíãà [7, c. 520], êîëè äîëó÷èòè ìíî-
æèíó B äî ñèñòåìè A, çàóâàæèâøè ïðè öüî-
ìó, ùî îá'¹äíàííÿ íå çìiíèòüñÿ, àäæå B ⊆
S. Òåîðåìó 6.1.9 ìîæíà ïîäàòè â íàñòóïíî-
ìó åêâiâàëåíòíîìó ïåðåôîðìóëþâàííi, ïiä-
ñèëèâøè òèì ñàìèì ëåìó 1.
Òåîðåìà 1. Íåõàé A � ñèñòåìà çâ'ÿçíèõ

ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, B
� çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà X, B ⊆ S =

∪
A i

A ∩ B ̸= ∅ àáî A ∩ B ̸= ∅ äëÿ êîæíîãî A ç
A. Òîäi i ìíîæèíà S çâ'ÿçíà â X.
Äîâåäåííÿ. Ìiðêóþ÷è òàê ñàìî ÿê

ïðè äîâåäåííi ëåìè 1, âiçüìåìî íåïîðîæíþ
âiäêðèòî-çàìêíåíó ìíîæèíó E â S i äîâåäå-
ìî, ùî E = S. Iñíó¹ òàêà ìíîæèíà A0 ∈ A,
ùî A0 ∩ E ̸= ∅, à çíà÷èòü, A0 ⊆ E. Çà óìî-
âîþ A0 ∩B ̸= ∅ àáî A0 ∩B ̸= ∅.

Ïðèïóñòèìî, ùî A0 ∩ B ̸= ∅. Îñêiëüêè
A0 ⊆ E, òî i E∩B ̸= ∅, àäæå E∩B ⊇ A0∩B.
Çàóâàæèìî, ùî ñèìâîëîì M ìè ïîçíà÷à¹-
ìî çàìèêàííÿ ìíîæèíè M ó ïðîñòîði X.
Çàìèêàííÿ æ ìíîæèíè M ⊆ S ó ïiäïðî-
ñòîði S ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì M

S
. ßê äîáðå

âiäîìî M
S

= M ∩ S. Ó íàøîìó âèïàäêó
E ∩ B ⊆ B ⊆ S, îòæå E ∩ B = E ∩ B ∩ S =

E ∩S ∩B = E
S ∩B = E ∩B, àäæå ìíîæèíà

E çàìêíåíà â S. Òîìó E ∩B ̸= ∅, çâiäêè, ÿê
i â äîâåäåííi ëåìè 1, âèïëèâà¹, ùî B ⊆ E.

Íåõàé A0 ∩ B ̸= ∅. Ç âêëþ÷åííÿ A0 ⊆ E
âèïëèâà¹, ùî i E ∩ B ̸= ∅. Îñêiëüêè E ⊆
S, òî ∅ ̸= E ∩ B = E ∩ S ∩ B = E ∩ B

S
.

Àëå ìíîæèíà E âiäêðèòà â S. Òîìó ç óìîâè
E∩BS ̸= ∅ âèïëèâà¹, ùî E∩B ̸= ∅, çâiäêè,
ÿê i ðàíiøå, çíîâó îòðèìó¹ìî, ùî B ⊆ E.

Òàêèì ÷èíîì, ìè âñòàíîâèëè, ùî B ⊆ E.
Íåõàé òåïåð A � äîâiëüíà ìíîæèíà ç A. Çà

óìîâîþ A∩B ̸= ∅ àáî A∩B ̸= ∅. Çàìiíþþ÷è
â ïîïåðåäíüîìó ìiðêóâàííi A0 íà B, à B íà
A, îòðèìó¹ìî, ùî A ⊆ E. Òîìó i S ⊆ E, à
çíà÷èòü, S = E, ù.ò.á.ä.

Íàñïðàâäi íàì áóäå ïîòðiáíà òiëüêè ëåìà
1, à íå ñèëüíiøà âiä íå¨ òåîðåìà 1.

Çîêðåìà, ç ëåìè 1 ëåãêî âèâåñòè
Íàñëiäîê 1. Íåõàé A � ñèñòåìà çâ'ÿ-

çíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
X, òàêà, ùî

∩
A ̸= ∅. Òîäi îá'¹äíàííÿ

S =
∪

A � öå çâ'ÿçíà ìíîæèíà.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

∩
A ̸= ∅, òî

iñíó¹ òàêà òî÷êà x0 ∈ X, ùî x0 ∈ A äëÿ
êîæíîãî A ∈ A. Îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà B =
{x0} çâ'ÿçíà i B ⊆ S. Êðiì òîãî, A ∩ B =
{x0} ̸= ∅ äëÿ êîæíîãî A ∈ A. Îòæå, çà ëå-
ìîþ 1 ìíîæèíà S çâ'ÿçíà.
3. Êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi. Òî÷êè x1 i

x2 òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçâåìî çâ'ÿ-
çíèìè (ïîçíà÷à¹òüñÿ x1 ∼ x2), ÿêùî iñíó¹
òàêà çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà C ïðîñòîðó X, ùî
{x1, x2} ⊆ C. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ∼ �
öå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ïðîñòîði
X. Éîãî ðåôëåêñèâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî,
ùî êîæíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {x} â X ¹
çâ'ÿçíîþ, ñèìåòðè÷íiñòü î÷åâèäíà. Òðàíçè-
òèâíiñòü äîâîäèòüñÿ òàê. Íåõàé x1 ∼ x2 i
x2 ∼ x3. Òîäi iñíóþòü òàêi çâ'ÿçíi ìíîæèíè
C1 i C2, ùî {x1, x2} ⊆ C1 i {x2, x3} ⊆ C2. Â
òàêîìó ðàçi x2 ∈ C1 ∩C2, îòæå, C1 ∩C2 ̸= ∅,
à òîìó çà íàñëiäêîì 1 ìíîæèíà C = C1 ∪C2

çâ'ÿçíà. Àëå {x1, x3} ⊆ C, îòæå, x1 ∼ x3.
ßê äîáðå âiäîìî [8, òåîðåìà 2, ñ.43] âiä-

íîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ïîðîäæó¹ ðîçáèò-
òÿ C = C(X) íà êëàñè åêâiâàëåíòíèõ åëåìåí-
òiâ, ÿêi íàçèâàþòüñÿ êîìïîíåíòàìè çâ'ÿ-
çíîñòi ïðîñòîðó X. Äëÿ òî÷êè x ∈ X òà
ìíîæèíà C ç C(X), äëÿ ÿêî¨ x ∈ C, íàçè-
âà¹òüñÿ êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi òî÷êè x
â X i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì Cx. ßñíî, ùî
Cx = {y ∈ X : x ∼ y}.
Òåîðåìà 2. Íåõàé X òîïîëîãi÷íèé ïðî-

ñòið, x ∈ E ⊆ X. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ðiâ-
íîñèëüíi:

(i) E � êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi òî÷êè x
â X;

(ii) E � íàéáiëüøà çâ'ÿçíà ìíîæèíà, ùî
ìiñòèòü òî÷êó x.
Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii). Íåõàé E = Cx ∈
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C(X) i Cx � öå ñèñòåìà âñiõ çâ'ÿçíèõ ïiäìíî-
æèí C ïðîñòîðó X, òàêèõ, ùî x ∈ C. Çà íà-
ñëiäêîì 1 ìíîæèíà C̃x =

∪
Cx çâ'ÿçíà. Çðî-

çóìiëî ç îçíà÷åííÿ, ùî C̃x � öå íàéáiëüøà
çâ'ÿçíà â X ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x.
Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî E = C̃x.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà E ¹ çâ'ÿçíîþ.
Ñïðàâäi äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ E iñíó¹ òàêà
çâ'ÿçíà â X ìíîæèíà Ay, ùî {x, y} ⊆ Ay.
Ìíîæèíà S =

∪
y∈E

Ay áóäå çâ'ÿçíîþ çà íà-

ñëiäêîì 1, áî
∩
y∈E

Ay ∋ x. Çðîçóìiëî, ùî

S ⊇ E, àäæå y ∈ Ay äëÿ êîæíîãî y ∈ Cx.
Íàâïàêè, íåõàé z ∈ S. Òîäi iñíó¹ òàêå y ∈ Cx,
ùî z ∈ Ay. Â òàêîìó ðàçi {x, z} ⊆ Ay, îòæå,
x ∼ z, à òîìó z ∈ E. Òàêèì ÷èíîì, i S ⊆ E,
îòæå, E = S, ùî i äà¹ íàì çâ'ÿçíiñòü ìíî-
æèíè E.

Îñêiëüêè ìíîæèíà E çâ'ÿçíà i x ∈ E, òî
E ⊆ C̃x çà ïîáóäîâîþ C̃x. Íàâïàêè, íåõàé
y ∈ C̃x. Òîäi iñíó¹ òàêà çâ'ÿçíà ìíîæèíà C,
ùî ìiñòèòü òî÷êó x, òîáòî åëåìåíò ç Cx, ùî
y ∈ C. Äëÿ öi¹¨ ìíîæèíè {x, y} ⊆ C, îòæå,
x ∼ y, òîìó y ∈ E.

Òàêèì ÷èíîì, E = C̃x.
(ii) ⇒ (i). Íåõàé Cx = {y ∈ X : x ∼ y}

� êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi òî÷êè x â X i E �
íàéáiëüøà çâ'ÿçíà ìíîæèíà â X, ùî ìiñòèòü
òî÷êó x. Çà äîâåäåíèì âèùå i Cx ¹ íàéáiëü-
øîþ çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ â X, ùî ìiñòèòü
x. Çðîçóìiëî, ùî òàêà ìíîæèíà ¹äèíà, îò-
æå, E = Cx i E � öå êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi
òî÷êè x â X.
Ëåìà 2. Íåõàé X =

⊔
i∈I
Xi, äå âñi Xi �

öå êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðó X. Òî-
äi C(X) = {Xi : i ∈ I}.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = {Xi : i ∈ I}.

ßñíî, ùî A ⊆ C(X). Íàâïàêè, íåõàé C �
ÿêàñü êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi íåïîðîæíüîãî
ïðîñòîðó X. Òîäi C ̸= ∅, îòæå, iñíó¹ åëå-
ìåíò x ∈ C. Îñêiëüêè X =

⊔
i∈I
Xi, òî iñíó¹

òàêå i ∈ I, ùî x ∈ Xi. Ìíîæèíà C ∪Xi çâ'ÿ-
çíà çà íàñëiäêîì 1, áî òàêèìè ¹ C i Xi, ïðè-
÷îìó x ∈ C ∩ Xi, îòæå, C ∩ Xi ̸= ∅. Êðiì
òîãî, C ⊆ C ∪Xi ⊇ Xi. Îñêiëüêè i C, i Xi �
öå êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi, òî çà òåîðåìîþ 2
C = C∪Xi = Xi, îòæå, C ∈ A. Òàêèì ÷èíîì,

C(X) = A.
Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X � òîïîëîãi-

÷íèé ïðîñòið, (Yi : i ∈ I) � ñiì'ÿ íåïî-
ðîæíiõ âiäêðèòî-çàìêíåíèõ çâ'ÿçíèõ ìíî-
æèí ó ïðîñòîði X, X0 � íåïîðîæíÿ çâ'ÿ-
çíà ìíîæèíà â X i X = X0 ⊔ (

⊔
i∈I
Yi). Òîäi

C(X) = {Yi : i ∈ I} ∪ {X0}.
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî Yi � êîìïî-

íåíòà çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðó X. Îñêiëüêè Yi �
íåïîðîæíÿ âiäêðèòî-çàìêíåíà çâ'ÿçíà ìíî-
æèíà â ïðîñòîði X, òî iñíó¹ òî÷êà x ∈ Yi,
i íåõàé B � çâ'ÿçíà ìíîæèíà â X, òàêà, ùî
x ∈ B. Ïîêàæåìî, ùî B ⊆ Yi. Áóäåìî ìið-
êóâàòè âiä ñóïðîòèâíîãî, íåõàé B * Yi. Òîäi
iñíó¹ òî÷êà y ∈ B \ Yi. Îñêiëüêè ìíîæèíà
Yi âiäêðèòà â X, òî B ∩ Yi � âiäêðèòà â B i
x ∈ B ∩ Yi. Àëå ìíîæèíà Yi, êðiì òîãî, ùå
é çàìêíåíà â ïðîñòîði X, îòæå äîïîâíåííÿ
äî íå¨ X \ Yi � âiäêðèòà ìíîæèíà â ïðîñòî-
ði X. Òîäi B \ Yi = B ∩ (X \ Yi) � öå âiä-
êðèòà ìíîæèíà â B i òî÷êà y íàëåæèòü äî
íå¨. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà B ïîäà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi äèç'þíêòíîãî îá'¹äíàííÿ äâîõ íåïî-
ðîæíiõ âiäêðèòèõ â ïiäïðîñòîði B ìíîæèí,
à öå ñóïåðå÷èòü çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè B. Îò-
æå, B ⊆ Yi, òîìó Yi � ìàêñèìàëüíà çâ'ÿçíà
ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü òî÷êó x.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî X0 � êîìïîíåíòà
çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðó X. Íåõàé x ∈ X0 i C
� çâ'ÿçíà ìíîæèíà â ïðîñòîði X, òàêà, ùî
x ∈ C. Äîâåäåìî, ùî C ⊆ X0. Çíîâó áóäå-
ìî ìiðêóâàòè âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé öå íå
òàê, îòæå, iñíó¹ òî÷êà y ∈ C \ X0. Îñêiëü-
êè, y /∈ X0, òî iñíó¹ i ∈ I, òàêå, ùî y ∈ Yi.
Ïîêëàäåìî C0 = C ∩ Yi i C1 = C ∩ (X \ Yi).
Ìíîæèíè C0 i C1 âiäêðèòi â ïiäïðîñòîði C,
ÿê ñëiäè âiäêðèòèõ ìíîæèí Yi òà X \ Yi âiä-
ïîâiäíî â ïðîñòîðiX, i íåïîðîæíi, áî x ∈ C0,
à y ∈ C1. Âèõîäèòü, ùî ìíîæèíà C = C0⊔C1

ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi íåïåðåòèííi íåïîðîæíi
âiäêðèòi â C ìíîæèíè, ùî ñóïåðå÷èòü çâ'ÿ-
çíîñòi C. Îòæå, C ⊆ X0, à çíà÷èòü, X0 �
êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðó X. Êðiì òî-
ãî, iç çîáðàæåííÿ X = X0 ⊔ (

⊔
i∈I
Yi) i òîãî,

ùî ìíîæèíè X0 òà Yi äëÿ âñiõ i ∈ I ¹ êîì-
ïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi, ç ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî
iíøèõ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðó X íå-
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ìà¹. Òîìó C(X) = {Yi : i ∈ I} ∪ {X0}.
4. Ïëîùèíà Ñiäðà òà ¨¨ ðîçáèòòÿ.Äëÿ

äîâiëüíèõ ε > 0, x ∈ R i y > 0 ââåäå-
ìî òàêi ïîçíà÷åííÿ: Uε(x) = (x − ε, x + ε),
Vε(0) = [0, ε) i Vε(y) = (y − ε, y + ε).

Ïëîùèíîþ Ñiäðà M ìè íàçèâà¹ìî òî-
ïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òî-
÷îê ïiâïëîùèíè R × [0,+∞), òîïîëîãi÷íà
ñòðóêòóðà íà ÿêîìó ââîäèòüñÿ òàê: ìíî-
æèíà W áóäå îêîëîì òî÷êè p = (x, y) ç
y > 0 â M, ÿêùî iñíó¹ òàêå ε ∈ (0, y), ùî
Wε(p) = {x} × Vε(y) ⊆ W , i îêîëîì òî÷êè
p = (x, 0) â M, ÿêùî iñíó¹ òàêå ε > 0, ùî

Wε(p) = Uε(x)
x
×Vε(0) = (Uε(x) × Vε(0)) \

({x} × (0, ε)) ⊆ W .
Ïîçíà÷èìî Yx = {x}× (0,+∞), äå x ∈ R i

X0 = R×{0}, i çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ
φ : R → X0, äëÿ ÿêîãî φ(x) = (x, 0), i âñi
âiäîáðàæåííÿ ψx : (0,+∞) → Yx, òàêi, ùî
ψx(y) = (x, y), ¹ ãîìåîìîðôiçìàìè.
Òåîðåìà 3. Ïiäïðîñòîðè Yx = {x} ×

(0,+∞) ïëîùèíè ÑiäðàM ¹ âiäêðèòèìè, çà-
ìêíåíèìè i çâ'ÿçíèìè, à ïiäïðîñòið X0 =
R×{0} çâ'ÿçíèé i çàìêíåíèé â M, ïðè öüî-
ìó M = (

⊔
x∈R

Yx) ⊔X0.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà Yx
âiäêðèòà â M. Cïðàâäi, íåõàé x ∈ X i p =
(x, y) ∈ Yx. Âiçüìåìî áóäü-ÿêå 0 < ε < y.
Òîäi Vε(y) ⊆ (0,+∞), îòæå Wε(p) = {x} ×
Vε(y) ⊆ {x}×(0,+∞) = Yx. Òîìó Yx � öå îêië
äîâiëüíî¨ ñâî¹¨ òî÷êè p, à çíà÷èòü, âiäêðèòà
ìíîæèíà.

Äëÿ äîâåäåííÿ çàìêíåíîñòi ïiäïðîñòîðó
Yx ðîçãëÿíåìî òî÷êó p0 = (x0, y0) ∈ M \ Yx.
ßêùî x0 = x i y0 = 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî
ε > 0 ìíîæèíà W = Wε(p0) áóäå îêîëîì
òî÷êè p0, òàêèì, ùî W ∩ Yx = ∅. ßêùî æ
x0 ̸= x, à y0 > 0, òî W = {x0} × (0,+∞)
¹ îêîëîì òî÷êè p0 â M i W ∩ Yx = ∅. Ðîç-
ãëÿíåìî íàðåøòi âèïàäîê, êîëè x0 ̸= x, a
y0 = 0. Òîäi |x0 − x| = ε > 0 i ìíîæèíà
W = ((x0 − ε, x0 + ε) × [0,+∞)) ¹ îêîëîì
òî÷êè p0 â M, òàêèì, ùî W ∩Yx = ∅. Öå ïî-
êàçó¹, ùî ìíîæèíà Yx ìiñòèòü âñi ñâî¨ òî÷êè
äîòèêó, îòæå, ¹ çàìêíåíîþ â M.

Ïiäïðîñòið Yx ¹ çâ'ÿçíèì, ÿê îáðàç çâ'ÿ-
çíî¨ ìíîæèíè (0,+∞) ïðè ïîáóäîâàíî-
ìó âèùå íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi ψx :

(0,+∞) → Yx.
Äîâåäåìî òåïåð çàìêíåíiñòü ïiäïðîñòîðó

X0 ïëîùèíè Ciäðà. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî-
÷êó p0 = (x0, y0) ∈ M \X0. Òîäi îáîâ'ÿçêîâî
y0 > 0 i ìíîæèíàW = {x0}×(0,+∞) = Yx0 ¹
îêîëîì òî÷êè p0 âM, òàêèì, ùîW∩X0 = ∅,
çâiäêè âèïëèâà¹ çàìêíåíiñòü X0.

Çâ'ÿçíiñòü ïiäïðîñòîðó X0 îòðèìó¹òüñÿ ç
òîãî, ùî X0 ãîìåìîðôíèé äî ÷èñëîâî¨ ïðÿ-
ìî¨ R, ÿêà ¹ çâ'ÿçíèì ïðîñòîðîì.

ßêùî x1 ̸= x2, òî î÷åâèäíî, ùî Yx1 ∩
Yx2 = ∅. Ïåðåòèí ïiäïðîñòîðiâ Yx òà X0 òà-
êîæ ïîðîæíié, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
p = (x, y) ∈ Yx îáîâ'ÿçêîâî y > 0, à äëÿ
p = (x, y) ∈ X0 ìóñèòü âèêîíóâàòèñü óìîâà,
ùî y = 0. Ïðè öüîìó òî÷êà p = (x, y) ∈ M
âõîäèòü â X0, ÿêùî y = 0 i â Yx, ÿêùî y > 0.

Ç òâåðäæåííÿ 1 òà òåîðåìè 3 íåãàéíî âè-
ïëèâà¹
Íàñëiäîê 2. Íåõàé Yx = {x} × (0,+∞),

X0 = R× {0} � ïiäïðîñòîðè ïëîùèíè Ñiäðà
M. Òîäi C(M) = {Yx : x ∈ R} ∪ {X0} � ñè-
ñòåìà óñiõ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ïëîùèíè
Ñiäðà M.
5. Ñóêóïíà íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî

íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü âiä äâîõ
çìiííèõ çi çíà÷åííÿìè â ïëîùèíi Ci-
äðà. Íàì áóäå ïîòðiáíå òàêå
Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé X,Y � çâ'ÿçíi

òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, Z � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið i f : X×Y → Z � íàðiçíî íåïåðåðâ-
íå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f(X × Y ) � çâ'ÿçíà
ìíîæèíà.
Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî x ∈ X i ðîç-

ãëÿíåìî ìíîæèíó fx(Y ), ÿêà ¹ çâ'ÿçíîþ, ÿê
îáðàç çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè Y ïðè íåïåðåðâíî-
ìó âiäîáðàæåííi fx : Y → Z. Çðîçóìiëî,
ùî f(X × Y ) =

∪
x∈X f

x(Y ). Ðîçãëÿíåìî
y0 ∈ Y i âiäïîâiäíèé ãîðèçîíòàëüíèé ðîç-
ðiç fy0(X), âií ¹ çâ'ÿçíîþ ïiäìíîæèíîþ ïðî-
ñòîðó Z, ÿê îáðàç çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè X ïðè
íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi fy0 : X → Z.
Îñêiëüêè f(x, y0) ∈ fx(Y ) i f(x, y0) ∈ fy0(X)
äëÿ äîâiëüíîãî x ç X, òî ìà¹ìî, ùî fy0(X)∩
fx(Y ) ̸= ∅ äëÿ âñiõ x ç X. Îòæå, çà ëåìîþ 1
ìíîæèíà f(X×Y ) =

∪
x∈X f

x(Y ) ¹ çâ'ÿçíîþ.
Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíîþ çëi÷åííîãî

òèïó íàçèâàþòü òàêó ïiäìíîæèíó B òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ùî äëÿ íå¨ iñíó¹ ïî-
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ñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ â Y ìíîæèí Vn, òàêà,
ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ B ñèñòåìà {Vn : y ∈ Vn}
¹ áàçîþ îêîëiâ òî÷êè y â Y .

Äîáðå âiäîìà òåîðåìà Êàëáði-Òðîàëëiêà
[9] òâåðäèòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ òîïîëîãi-
÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y , ìåòðèçîâíîãî ïðî-
ñòîðó Z, íàðiçíî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåí-
íÿ f : X × Y → Z i ìíîæèíè B çëi÷åííî-
ãî òèïó â Y iñíó¹ òàêà çàëèøêîâà ìíîæèíà
A â X, ùî A × B ⊆ C(f). Ç öi¹¨ òåîðåìè
ëåãêî âèïëèâà¹, ùî äëÿ íàðiçíî íåïåðåðâíî-
ãî âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z çi çíà÷å-
ííÿìè â ìåòðèçîâíîìó ïðîñòîði Z ìíîæèíè
Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} äëÿ êîæíîãî
y ∈ Y ÷è CY (f) = {x ∈ X : {x}×Y ) ⊆ C(f)}
áóäóòü çàëèøêîâèìè â X, ÿêùî Y çàäîâîëü-
íÿ¹ ïåðøó ÷è äðóãó àêñiîìè çëi÷åííîñòi âiä-
ïîâiäíî.
Òåîðåìà 4. Íåõàé X i Y � çâ'ÿçíi òî-

ïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X × Y → M � íà-
ðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i B � ìíî-
æèíà çëi÷åííîãî òèïó â Y . Òîäi ìíîæèíà
CB(f) = {x ∈ X : {x} × B ⊆ C(f)} ¹ çàëè-
øêîâîþ â X.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè X òà Y � çâ'ÿ-

çíi ïðîñòîðè, òî çà òâåðäæåííÿì 2 ìíîæèíà
f(X × Y ) ¹ çâ'ÿçíîþ â M, à çíà÷èòü, çà òåî-
ðåìîþ 2 ìiñòèòüñÿ â äåÿêié êîìïîíåíòi çâ'ÿ-
çíîñòi ïëîùèíè Ñiäðà M. Â ïëîùèíi Ñiäðà
êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi ¹ ïiäïðîñòîðè Yx,
äå x ∈ R, òà X0, ùî âñòàíîâëåíî â íàñëiäêó
2, òîìó f(X × Y ) ⊆ Yx äëÿ äåÿêîãî x ∈ R
àáî f(X × Y ) ⊆ X0. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëü-
íîãî x ∈ R ïiäïðîñòið Yx ãîìåîìîðôíèé äî
ìåòðèçîâíîãî ïiäïðîñòîðó (0,+∞) ÷èñëîâî¨
ïðÿìî¨ R, à X0 ãîìåîìîðôíèé äî ÷èñëîâî¨
ïðÿìî¨ R, òî f íàáóâà¹ çíà÷åíü â ìåòðèçîâ-
íîìó ïiäïðîñòîði ïëîùèíè ÑiäðàM. Òîìó çà
òåîðåìîþ Êàëáði-Òðîàëëiêà iñíó¹ çàëèøêî-
âà ìíîæèíà A â X, òàêà ùî A × B ⊆ C(f).
Òîäi i ìíîæèíà CB(f) ¹ çàëèøêîâîþ â X,
àäæå A ⊆ CB(f).
Íàñëiäîê 3. Íåõàé X i Y � çâ'ÿçíi òî-

ïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X × Y → M � íà-
ðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi ìíî-
æèíè Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)}
äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ÷è CY (f) = {x ∈ X :
{x}×Y ) ⊆ C(f)} áóäóòü çàëèøêîâèìè â X,
ÿêùî Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó ÷è äðóãó àêñiîìè

çëi÷åííîñòi âiäïîâiäíî.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåð-

øó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, òîáòî äëÿ äîâiëüíî-
ãî y ç Y iñíó¹ ñèñòåìà Vy = {Vn : n ∈ N} âiä-
êðèòèõ ìíîæèí â Y , ÿêà ¹ áàçîþ îêîëiâ òî-
÷êè y. Îòæå, áóäü-ÿêà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà
{y} áóäå ìíîæèíîþ çëi÷åííîãî òèïó â Y . Òî-
äi ìíîæèíà Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)}
¹ çàëèøêîâîþ â X äëÿ êîæíîãî y ∈ Y çà
òåîðåìîþ 4.

Íåõàé òåïåð Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó
çëi÷åííîñòi, òîáòî iñíó¹ V = {Vn : n ∈ N} �
áàçà ïðîñòîðó Y . Â öüîìó âèïàäêó ñàì ïðî-
ñòið Y ¹ ìíîæèíîþ çëi÷åííîãî òèïó. Îòæå,
çà òåîðåìîþ 4 ìíîæèíà CY (f) = {x ∈ X :
{x} × Y ) ⊆ C(f)} ¹ çàëèøêîâîþ â X.
6. Ñóêóïíà íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié âiä áàãàòüîõ
çìiííèõ çi çíà÷åííÿìè â ïëîùèíi Ci-
äðà. Êîðèñòóþ÷èñü âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè
Â. Ìàñëþ÷åíêà ïðî âåëè÷èíó ìíîæèíè òî-
÷îê íåïåðåðâíîñòi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiä-
îáðàæåíü áàãàòüîõ çìiííèõ çi çíà÷åííÿìè
â ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ [10], ìè ìîæåìî
ïåðåíåñòè òåîðåìè ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó íà
âèïàäîê n+1 çìiííî¨. Äëÿ öüîãî íàì áóäóòü
ïîòðiáíi òàêi òåîðåìè:
Òåîðåìà À. (Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê., 1998)

ßêùî X1 � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, ïðîñòîðè X2, ..., Xn+1 çàäîâîëüíÿþòü
ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, ïðîñòið Z ìå-
òðèçîâíèé i f : X1 ×X2 × ...×Xn+1 → Z �
íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ìíî-
æèíà Cy(f) = {x ∈ X = X1 × ... × Xn :
(x, y) ∈ C(f)} äëÿ êîæíîãî y ∈ Y = Xn+1

áóäå çàëèøêîâîþ â X.
Òåîðåìà B. (Ìàñëþ÷åíêî Â.Ê., 1998)

ßêùî X1 � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, X2, ..., Xn

çàäîâîëüíÿþòü ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi,
Y = Xn+1 çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi, Z � ìåòðèçîâíèé, f : X1 × X2 ×
...×Xn+1 → Z � íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ, òî ìíîæèíà CY (f) = {x ∈ X =
X1 × ...×Xn : ({x} × Y ) ⊆ C(f)} áóäå çàëè-
øêîâîþ â X.
Òåîðåìà 5. Íåõàé X1, X2, ..., Xn � çâ'ÿ-

çíi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, Z � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið i f : X1 × X2 × ... × Xn →
Z � íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi
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f(X1 ×X2 × ... ×Xn) � çâ'ÿçíà ìíîæèíà â
Z.
Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ çàñòîñó¹ìî

iíäóêöiþ âiäíîñíî n. Äëÿ n = 1 òâåðäæåí-
íÿ òåîðåìè öå íå ùî iíøå ÿê äîáðå âiäîìèé
ôàêò, ÿêèì ìè íå ðàç êîðèñòóâàëèñÿ â äàíié
ðîáîòi, ïðî òå, ùî îáðàç çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè
ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi ¹ çâ'ÿçíîþ
ìíîæèíîþ. Ïðè n = 2 öÿ òåîðåìà � öå òâåð-
äæåííÿ 2. Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ òåîðåìà âiðíà
äëÿ ôóíêöié âiä n çìiííèõ, äå n ≥ 2, i äîâå-
äåìî, ùî âîíà ìà¹ ìiñöå i äëÿ ôóíêöié âiä
n+ 1 çìiííî¨.

Íåõàé X1, ..., Xn, Xn+1 � çâ'ÿçíi òîïîëîãi-
÷íi ïðîñòîðè. Òîäi äîáóòîê X = X1 × ... ×
Xn ¹ òàêîæ çâ'ÿçíèì [7, c. 521]. Ïîêëàäåìî
Y = Xn+1 i áóäåìî ðîçãëÿäàòè âiäîáðàæåííÿ
ç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè, ÿê âiäîáðàæåííÿ
íà äîáóòêó äâîõ çâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ X òà Y .
Çðîçóìiëî, ùî f(X × Y ) =

∪
x∈X f

x(Y ). Âñi
ìíîæèíè fx(Y ) çâ'ÿçíi, îñêiëüêè âiäîáðàæå-
ííÿ fx : Y → Z íåïåðåðâíi i Y � çâ'ÿ-
çíèé ïðîñòið. Çàôiêñó¹ìî y0 ∈ Y i ðîçãëÿ-
íåìî ìíîæèíó fy0(X), ÿêà ¹ çâ'ÿçíîþ çà ií-
äóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì, àäæå fy0 : X → Z
� íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Îñêiëü-
êè f(x, y0) ∈ fy0(X) ∩ fx(Y ) äëÿ äîâiëüíî-
ãî x ∈ X, òî fx(Y ) ∩ fy0(X) ̸= ∅ äëÿ êî-
æíîãî x ∈ X. Òîìó çà ëåìîþ 1 ìíîæè-
íà f(X1 × X2 × ... × Xn+1) = f(X × Y ) =∪
x∈X f

x(Y ) ¹ çâ'ÿçíîþ.
Òåîðåìà 6. Íåõàé X1, ..., Xn, Xn+1 � çâ'ÿ-

çíi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, X2, ..., Xn çà-
äîâîëüíÿþòü ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi,
X = X1 × ... × Xn, Y = Xn+1 i f : X1 ×
X2 × ... × Xn+1 → M � íàðiçíî íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ. Òîäi ìíîæèíè Cy(f) = {x ∈
X : (x, y) ∈ C(f)} äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ÷è
CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ) ⊆ C(f)} áóäóòü
çàëèøêîâèìè â X, ÿêùî Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåð-
øó ÷è äðóãó àêñiîìè çëi÷åííîñòi âiäïîâiä-
íî.
Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 5 ìíîæèíà

f(X × Y ) ¹ çâ'ÿçíîþ â M, à çíà÷èòü ìiñòè-
òüñÿ â äåÿêié êîìïîíåíòi çâ'ÿçíîñòi ïëîùè-
íè Ñiäðà M. Äàëi, ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ÿê i
â äîâåäåííi òåîðåìè 4, îòðèìà¹ìî, ùî ìíî-
æèíà çíà÷åíü f(X × Y ) íàøîãî âiäîáðàæå-
ííÿ f ìiñòèòüñÿ â ìåòðèçîâíîìó ïiäïðîñòî-

ði ïëîùèíè Ñiäðà M. Îòæå, ÿêùî ïðîñòið
Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi,
òî çà òåîðåìîþ A ìíîæèíà Cy(f) = {x ∈
X : (x, y) ∈ C(f)} áóäå çàëèøêîâîþ â äîáó-
òêó X = X1 × ... × Xn äëÿ êîæíîãî y ∈ Y .
ßêùî æ ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiî-
ìó çëi÷åííîñòi, òî çà òåîðåìîþ Â îòðèìó¹ìî
çàëèøêîâiñòü ìíîæèíè CY (f) = {x ∈ X :
{x} × Y ) ⊆ C(f)} â ïðîñòîði X.

Âèñëîâëþþ ùèðó âäÿ÷íiñòü Ìàñëþ÷åíêó
Âîëîäèìèðó Êèðèëîâè÷ó çà äîïîìîãó òà ïî-
ñòiéíó óâàãó ïðè íàïèñàííi öi¹¨ ñòàòòi.
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