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ÍÎÂI ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖI� ÄÅßÊÈÕ ÎÑËÀÁËÅÍÜ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÑÒI

Äîñëiäæóþòüñÿ õàðàêòåðèçàöi¨ ðiçíèõ îñëàáëåíü íåïåðåðâíîñòi â òåðìiíàõ çàìèêàííÿ.
Çîêðåìà âñòàíîâëåíî, ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ B-êâàçiíåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
f(A) ⊆ f(A) äëÿ äîâiëüíî¨ ïåðåäâiäêðèòî¨ ìíîæèíè A, òàêî¨, ùî intA � îáëàñòü.

We study characterizations of various weakening of continuity in terms of the closure. In parti-
cular, we prove that a mapping f is a B-quasi-continuous if and only if f(A) ⊆ f(A) for any
pre-open set A such that intA is a connected open set.

1. Âñòóï. Äîáðå âiäîìîþ ¹ õàðàêòåðè-
çàöiÿ íåïåðåâíîñòi âiäîáðàæåííÿ â òåðìiíàõ
éîãî çàìèêàííÿ: âiäîáðàæåííÿ f ìiæ òîïî-
ëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè X òà Y ¹ íåïåðåðâ-
íèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

f(A) ⊆ f(A)

äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ïðîñòîðó X, äå
A îçíà÷à¹ çàìèêàííÿ ìíîæèíè A.

Ê.Êåëëóì ó [1] óâiâ ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ �iá-
ñîíà, à ñàìå, âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ �iáñîíà, ÿêùî
f(U) ⊆ f(U) äëÿ âñiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí U
â X. Â [2] Î.Êàðëîâà òà Â.Ìèõàéëþê âñòà-
íîâèëè, ùî ïîíÿòòÿ ìàéæå íåïåðåðâíîñòi
òà ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ �iáñîíà îçíà÷àþòü îäíå
i òåæ.

Ï.Ñ.Êåëëåð â [3] óâiâ âëàñòèâiñòü ùiëüíî-
ñòi âiäîáðàæåííÿ (�dense mapping property�,
êîðîòêî DMP). Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y

ìà¹ âëàñòèâiñòü DMP, ÿêùî f(D) ⊆ f(D)
äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè D ïðîñòîðó X,
òàêî¨, ùî D ¹ çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ. Ð.Ìiìíà
â [4] âñòàíîâèâ, ùî ôóíêöiÿ f : R → R ¹
äâîñòîðîííüî êâàçiíåïåðåðâíîþ òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè âîíà ìà¹ âëàñòèâiñòü DMP. Â
[5] ß.Áîðñiêîì áóëî ïîêàçàíî, ùî ÿêùî âiä-
îáðàæåííÿ f : X → Y ìiæ òîïîëîãi÷íèìè
ïðîñòîðàìè X òà Y ìà¹ âëàñòèâiñòü DMP,
òî f ¹ B-êâàçiíåïåðåðâíèì, à òàêîæ íàâå-
äåíî ïðèêëàä ôóíêöi¨ f : R2 → R, ÿêà ¹
B-êâàçiíåïåðåðâíîþ, àëå íå ìà¹ âëàñòèâîñòi
DMP. Òàêîæ â [4] Ð.Ìiìíà ïîêàçàâ, ùî ôóí-
êöiÿ f : R → R íåïåðåðâíà òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè f(N) ⊆ f(N) äëÿ äîâiëüíî¨ íiäå
íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè N .

Êðiì ìàéæå íåïåðåðâíîñòi òà äâîñòî-
ðîííüî¨ êâàçiíåïåðåðâíîñòi iñíó¹ âåëèêà
êiëüêiñòü iíøèõ îñëàáëåíü íåïåðåðâíîñòi
(êâàçiíåïåðåðâíiñòü, ïåðèôåðiéíà íåïåðåðâ-
íiñòü, ëåäü íåïåðåðâíiñòü òîùî). Âèíèêà¹
ïðèðîäíèé iíòåðåñ äîñëiäèòè ÷è äîïóñêà-
þòü iíøi îñëàáëåííÿ íåïåðåðâíîñòi ïîäi-
áíó õàðàêòåðèçàöiþ ç äîïîìîãîþ âêëþ÷åí-
íÿ f(A) ⊆ f(A), ùî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìíîæè-
íè A ç ïåâíî¨ ñèñòåìè A. Â öié ñòàòòi õàðà-
êòåðèçiöi¨ çíàéäåíî äëÿ âëàñòèâîñòi Þí à,
B-êâàçiíåïåðåðâíîñòi, α-íåïåðåðâíîñòi, ëåäü
íåïåðåðâíîñòi òà ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíîñòi.
Äîñëiäæåíî òàêîæ ç öi¹¨ òî÷êè çîðó i ïåðè-
ôåðiéíó íåïåðåðâíiñòü. Íà æàëü, äëÿ êâà-
çiíåïåðåðâíîñòi òàêî¨ õàðàêòåðèçàöi¨ íå çíà-
éäåíî.
2. A-íåïåðåðâíiñòü. Íåõàé X i Y � òî-

ïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, A � äåÿêà ñèñòåìà ïiä-
ìíîæèí ïðîñòîðó X i f : X → Y � âiäîáðà-
æåííÿ. Ìè êàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ A-
íåïåðåðâíèì, ÿêùî f(A) ⊆ f(A) äëÿ äîâiëü-
íî¨ ìíîæèíè A ∈ A.

Ñïî÷àòêó ïåðåíåñåìî ðåçóëüòàò Ð.Ìiìíè
ç [4] íà âèïàäîê òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ.
Òåîðåìà 2.1. Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi-

÷íi ïðîñòîðè, ïðè÷îìó ïðîñòið X çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó:

(⋆) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A â X i òî-
÷êè x ∈ A\A iñíó¹ íiäå íå ùiëüíà ìíî-
æèíà N â X, òàêà, ùî N ⊆ A i x ∈ N ,

i N � ñèñòåìà íiäå íå ùiëüíèõ ïiäìíîæèí
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ïðîñòîðó X. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹
íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f ¹
N -íåïåðåðâíèì.
Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ.

Âñòàíîâèìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ N -íåïåðåðâíèì i íå ¹
íåïåðåðâíèì â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X. Òî-
äi iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè f(x0) â
Y òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî-
÷êè x0 â X iñíó¹ òî÷êà xU ∈ U , òàêà,
ùî f(xU) ∈ Y \ V . Ðîçãëÿíåìî ìíîæè-
íó A = {xU ∈ X : U − îêië òî÷êè x0}. Î÷å-
âèäíî, ùî x0 ∈ A \ A i f(A) ⊆ Y \ V . Òî-
äi çà óìîâîþ iñíó¹ íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà
N â X, òàêà, ùî N ⊆ A i x0 ∈ N . Ç N -
íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f , çàìêíåíîñòi
ìíîæèíè Y \V i óìîâè N ⊆ A âèïëèâà¹, ùî

f(x0) ∈ f(N) ⊆ f(N) ⊆ Y \ V = Y \ V.

Îäíàê, f(x0) ∈ V , ùî ïðèâîäèòü äî ñóïåðå-
÷íîñòi.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ïðîñòið ìà¹ içîëüî-
âàíi òî÷êè, òî âií íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (⋆).
Òå, ùî ïðîñòið X â òåîðåìi 2.1 íå ìà¹ içîëüî-
âàíèõ òî÷îê, ¹ iñòîòíîþ óìîâîþ. Öå ïîêàçó¹
íàñòóïíèé ïðèêëàä.
Ïðèêëàä. Íåõàé X =

{
1
n
: n ∈ N

}
∪{0} �

ïðîñòið ç iíäóêîâàíîþ òîïîëîãi¹þ. Âèçíà÷è-
ìî ôóíêöiþ f : X → R òàê: f(x) = 0, ÿêùî
x ̸= 0 i f(0) = 1. Òàê âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ
¹ ðîçðèâíîþ â òî÷öi x = 0. �äèíîþ íåïî-
ðîæíüîþ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ â X ¹
îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà N = {0}. Çðîçóìiëî,
ùî N = N . Òîäi

f(N) = f(N) = {1} = {1} = f(N).

Îòæå, ôóíêöiÿ f ¹ N -íåïåðåðâíîþ, àëå ðîç-
ðèâíîþ.

Òåîðåìà 2.2. ßêùî X � ãàóñäîðôîâèé
ïðîñòið ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi áåç
içîëüîâàíèõ òî÷îê, òî âií çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âó (⋆).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ⊆ X, x ∈ A \ A i
V � çëi÷åííà áàçà òî÷êè x. Âiçüìåìî äîâiëü-
íó òî÷êó x1 ∈ A. Ç ãàóñäîðôîâîñòi âèïëèâà¹,
ùî iñíóþòü âiäêðèòi îêîëè U1 i V1 òî÷îê x1
i x âiäïîâiäíî, òàêi, ùî V1 ∈ V i U1 ∩V1 = ∅.

Îñêiëüêè x ∈ A, òî iñíó¹ òî÷êà x2 ∈ V1 ∩ A.
Çíîâó ç ãàóñäîðôîâîñòi ïðîñòîðó X âèïëè-
âà¹, ùî iñíóþòü âiäêðèòi îêîëè U2 i V2 òî-
÷îê x2 i x âiäïîâiäíî, òàêi, ùî V2 ∈ V i
V2 ⊆ V1, U2 ⊆ V1 i U2 ∩ V2 = ∅. Çàóâà-
æèìî, ùî U2 ∩ U1 = ∅. Ïðîäîâæèâøè öå
ïðîöåñ äî áåçìåæíîñòi ìè îòðèìà¹ìî ïîñëi-
äîâíiñòü òî÷îê (xn) i ïîñëiäîâíiñòü ïîïàðíî
íåïåðåòèííèõ âiäêðèòèõ ìíîæèí (Un), òàêi,
ùî N = {x1, x2, ..., xn, ...} ⊆ A i xn ∈ Un äëÿ
âñiõ n ∈ N.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà N íiäå íå ùiëü-
íà. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó âiäêðèòó íåïîðî-
æíþ ìíîæèíó G â X. Íåõàé G∩N ̸= ∅. Òîäi
iñíó¹ íîìåð n0, òàêèé, ùî xn0 ∈ G. Îñêiëüêè
ïðîñòiðX áåç içîëüîâàíèõ òî÷îê, òî iñíó¹ òî-
÷êà x′ ∈ G∩Un0 i x

′ ̸= xn0 . Ç ãàóñäîðôîâîñòi
ïðîñòîðó X âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòèé
îêië G′ òî÷êè x′, òàêèé, ùî xn0 ̸∈ G′. Òîäi
ìíîæèíà H = G∩G′ ∩Un0 âiäêðèòà íåïîðî-
æíÿ, xn0 ̸∈ H iH ⊆ G. Êðiì òîãî,H∩Un = ∅
äëÿ âñiõ íîìåðiâ n ̸= n0, áî ïîñëiäîâíiñòü
(Un) ñêëàäà¹òüñÿ iç ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ
âiäêðèòèõ ìíîæèí. Òîìó H ∩ N = ∅ i öå
îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà N íiäå íå ùiëüíà.

3. Ìàéæå íåïåðåðâíiñòü òà ôóíêöi¨
�iáñîíà. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà-
¹òüñÿ ìàéæå íåïåðåðâíèì (â ðîçóìiííi Ãó-
ñåéíà) â òî÷öi x ∈ X [6], ÿêùî äëÿ êîæíîãî
îêîëó V òî÷êè y = f(x) â Y iñíó¹ ìíîæè-
íà A â X, òàêà, ùî x ∈ intA i f(A) ⊆ V ,
äå intA îçíà÷à¹ âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè A.
ßêùî âiäîáðàæåííÿ f ìàéæå íåïåðåðâíå â
êîæíié òî÷öi, òî âîíî íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå
íåïåðåðâíèì.

Î.Êàðëîâà òà Â.Ìèõàéëþê â [2] âñòàíî-
âèëè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3.1. Íåõàé X òà Y � òî-

ïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i G � ñèñòåìà âiäêðè-
òèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X. Âiäîáðàæå-
ííÿ f : X → Y ¹ ìàéæå íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè f ¹ G-íåïåðåðâíèì.

Öþ òåîðåìó ìîæíà äîïîâíèòè òàêèì ÷è-
íîì. Ïiäìíîæèíà A ïðîñòîðóX íàçèâà¹òüñÿ
íàïiââiäêðèòîþ [7], ÿêùî A ⊆ intA. Î÷åâè-
äíî, ùî êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà ¹ íàïiââiä-
êðèòîþ.
Òåîðåìà 3.2. Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi-
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÷íi ïðîñòîðè, Gs � ñèñòåìà íàïiââiäêðèòèõ
ìíîæèí â X. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
¹ ìàéæå íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè f ¹ Gs-íåïåðåðâíèì.
Äîâåäåííÿ. ßêùî f � ìàéæå íåïåðåðâ-

íå, òî çà òåîðåìîþ 3.1 f ¹ ôóíêöi¹þ �iáñî-
íà, òîáòî f(G) ⊆ f(G) äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨
ìíîæèíè G, à òîäi äëÿ êîæíî¨ íàïiââiäêðè-
òî¨ ìíîæèíè A ìà¹ìî, ùî

f(A) ⊆ f(intA) ⊆ f(intA) ⊆ f(A),

áî ìíîæèíà G = intA âiäêðèòà i A ⊆ intA.
Íàâïàêè, íåõàé âiäîáðàæåííÿ f ¹ Gs-

íåïåðåðâíèì. Îñêiëüêè G ⊆ Gs i âiäîáðàæåí-
íÿ f ¹ Gs-íåïåðåðâíèì, òî âiäîáðàæåííÿ f ¹
G-íåïåðåðâíèì. Òîäi ç òåîðåìè 3.1 âèïëèâà¹,
ùî f ¹ ìàéæå íåïåðåðâíèì.

Ç òåîðåì 3.1 òà 3.2 îäåðæó¹ìî íàñòóïíèé
î÷åâèäíèé ðåçóëüòàò.
Íàñëiäîê 3.3. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðî-

ñòîðiâ X òà Y i âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(1) f � ìàéæå íåïåðåðâíå;
(2) f ¹ ôóíêöi¹þ �iáñîíà;
(3) f ¹ Gs-íåïåðåðâíèì.
4. Âëàñòèâiñòü Þí à òà ñëàáêi ôóí-

êöi¨ �iáñîíà. Ó [2], ïîðÿä ç ïîíÿò-
òÿ ôóíêöi¨ �iáñîíà, ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîíÿò-
òÿ ñëàáêî¨ ôóíêöi¨ �iáñîíà. Âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêîþ ôóíêöi¹þ
�iáñîíà, ÿêùî f(O) ⊆ f(O) äëÿ äîâiëüíî¨
îáëàñòi (âiäêðèòî¨ òà çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè) O â
X.

Ôóíêöiÿ f : R → R ìà¹ âëàñòè-
âiñòü Þí à [8], ÿêùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè x ∈ R iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi
(x′n) i (x′′n), òàêi, ùî x′n ≤ x′n+1 < x,
x′′n ≥ x′′n+1 > x, lim

n→∞
x′n = lim

n→∞
x′′n = x i

lim
n→∞

f(x′n) = lim
n→∞

f(x′′n) = f(x).

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé O � ñèñòåìà âñiõ
îáëàñòåé â R (òîáòî, ñèñòåìà âñiõ iíòåð-
âàëiâ â R). Ôóíêöiÿ f : R → R ìà¹ âëàñòè-
âiñòü Þí à òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f ¹
O-íåïåðåðâíîþ.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ìà¹ âëàñòèâiñòü

Þí à i A ∈ O. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó
y ∈ f(A) i îêië V òî÷êè y. Íåõàé x � öå òàêà
òî÷êà, ùî x ∈ A i f(x) = y. ßêùî x ∈ A,

òî y ∈ f(A) ⊆ f(A). Íåõàé x ̸∈ A. Îñêiëüêè
A ¹ âiäêðèòèì iíòåðâàëîì i x ∈ A \ A, òî
A = (x, ω), äå x < ω ≤ +∞, àáî A = (ω, x),
äå −∞ ≤ ω < x. Ïðèïóñòèìî, ùî A = (x, ω).
Îñêiëüêè f ìà¹ âëàñòèâiñòü Þí à, òî iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü (xn), òàêà, ùî xn ≥ xn+1 > x,
lim
n→∞

xn = x i lim
n→∞

f(xn) = f(x). Òîäi iñíó¹

òàêèé íîìåð N , ùî xN ∈ A i f(xN) ∈ V .
Òîìó f(A) ∩ V ̸= ∅ i y ∈ f(A). Àíàëîãi-
÷íî ìiðêó¹òüñÿ ó âèïàäêó A = (ω, x). Îò-
æå, f(A) ⊆ f(A). Òàêèì ÷èíîì, f ¹ O-
íåïåðåðâíîþ.

Íàâïàêè, íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ O-
íåïåðåðâíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ
f íå ìà¹ âëàñòèâîñòi Þí à. Òîäi iñíóþòü
òî÷êà x0, âiäêðèòèé îêië V òî÷êè f(x0) òà
iíòåðâàëè A = (x, x + δ), àáî A = (x, x + δ),
äå δ > 0, òàêi, ùî f(A) ⊆ R \ V . Îñêiëüêè
x0 ∈ A, A ∈ O, ôóíêöiÿ f ¹ O-íåïåðåðâíîþ
i ìíîæèíà R \ V çàìêíåíà, òî

f(x0) ∈ f(A) ⊆ f(A) ⊆ R \ V = R \ V.

Öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî V ¹ îêîëîì òî÷êè
x0. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü çàâåðøó¹ äîâå-
äåííÿ.

Íàñëiäîê 4.2. Ôóíêöiÿ f : R → R ìà¹
âëàñòèâiñòü Þí à òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè f ¹ ñëàáêîþ ôóíêöi¹þ �iáñîíà.
5. Ïåðèôåðiéíà íåïåðåðâíiñòü. Äëÿ

ìíîæèíè A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ÷åðåç
frA = A \ intA ïîçíà÷èìî ¨¨ ìåæó. Âiäîáðà-
æåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ïåðèôåðiéíî
íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x ∈ X [9], ÿêùî äëÿ
äîâiëüíèõ âiäêðèòèõ îêîëiâ U i V òî÷îê x â
X i y = f(x) â Y âiäïîâiäíî, iñíó¹ âiäêðè-
òèé îêië G òî÷êè x â X, òàêèé, ùî G ⊆ U
i f(frG) ⊆ V , i ïðîñòî ïåðèôåðiéíî íåïå-
ðåðâíèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì â êîæíié òî÷öi.
Äëÿ X = Y = R ïåðèôåðiéíà íåïåðåðâíiñòü
åêâiâàëåíòíà âëàñòèâîñòi Þí à [8, ñ. 495].
Òåîðåìà 5.1. Íåõàé X � T1-ïðîñòið òà

Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, C � ñèñòåìà
çâ'ÿçíèõ ìíîæèí â X i f : X → Y � ïå-
ðèôåðiéíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f
¹ C-íåïåðåðâíèì.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f ïå-

ðèôåðiéíî íåïåðåðâíå. Ðîçãëÿíåìî çâ'ÿçíó
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ìíîæèíó A â X. Íåõàé y ∈ f(A), V � îêië
òî÷êè y â Y, òî÷êà x ∈ A, òàêà, ùî f(x) = y.

ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x ìà-
¹ìî, ùî U ∩ A ⊇ A, òî A = {x}. Ñïðàâäi,
ÿêùî A ̸= {x}, òî iñíó¹ òî÷êà a ∈ A, òàê,
ùî a ̸= x. Îñêiëüêè ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹
àêñiîìó T1, òî iñíó¹ îêië Ua òî÷êè x, òàêèé,
ùî a ̸∈ Ua i òîäi Ua ̸⊇ A. À öå ñóïåðå÷èòü
òîìó, ùî U ∩A ⊇ A äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U
òî÷êè x. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî
îêîëó U òî÷êè x ìà¹ìî, ùî U ∩ A ⊇ A, òî
A = {x} i òîìó y = f(x) ∈ f(A) ⊆ f(A).

Íåõàé iñíó¹ âiäêðèòèé îêië U0 òî÷êè x,
òàêèé, ùî U0 ∩ A ̸⊇ A. Ç ïåðèôåðiéíî¨ íå-
ïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x âè-
ïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ G
â X, òàêà, ùî G ⊆ U0 i f(frG) ⊆ V .
Îñêiëüêè G ∩ A ̸= ∅, áî x ∈ A, G ̸⊇ A,
áî G ⊆ U0 i ìíîæèíà A ¹ çâ'ÿçíîþ, òî
frG ∩ A ̸= ∅. Âiçüìåìî òî÷êó a ∈ frG ∩ A.
Òîäi f(a) ∈ f(frG) ⊆ V . Îòæå, f(A)∩V ̸= ∅
i òîìó y ∈ f(A).

Â îáîõ âèïàäêàõ ìè îäåðæó¹ìî, ùî
y ∈ f(A), îòæå f(A) ⊆ f(A). Òàêèì ÷èíîì,
f ¹ C-íåïåðåðâíèì.
Íàñëiäîê 5.2. Äëÿ ôóíêöi¨ f : R → R

íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(1) f ìà¹ âëàñòèâiñòü Þí à;
(2) f ¹ ñëàáêîþ ôóíêöi¹þ �iáñîíà;
(3) f ïåðèôåðiéíî íåïåðåðâíà;
(4) f ¹ C-íåïåðåðâíîþ.
Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiþ (1) ⇔ (2) äî-

âåäåíî ó ïóíêòi 4 (íàñëiäîê 4.2). Òå, ùî
(1) ⇔ (3) âñòàíîâëåíî ó [8, ñ. 495]. Iìïëiêà-
öiÿ (3) ⇒ (4) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.1. Ç îçíà-
÷åííÿ C-íåïåðåðâíîñòi ëåãêî âèâåñòè, ùî
(4) ⇒ (2).

Ïèòàííÿ. Íåõàé C � ñèñòåìà çâ'ÿçíèõ
ìíîæèí â R2 i f : R2 → R ¹ C-íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ. ×è áóäå f ïåðèôåðiéíî íåïåðåðâ-
íîþ?
6. B-êâàçiíåïåðåðâíiñòü. Âiäîáðàæåí-

íÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ B-êâàçiíåïå-
ðåðâíèì ó òî÷öi x ∈ X [5], ÿêùî äëÿ äîâiëü-
íîãî îêîëó V òî÷êè y = f(x) â Y i äîâiëüíî¨
îáëàñòi O â X, òàêî¨, ùî x ∈ O iñíó¹ âiä-
êðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X, òàêà, ùî
G ⊆ O i f(U) ⊆ V . ßêùî âiäîáðàæåííÿ B-

êâàçiíåïåðåðâíå ó êîæíié òî÷öi, òî âîíî íà-
çèâà¹òüñÿ B-êâàçiíåïåðåðâíèì. Ïîíÿòòÿ B-
êâàçiíåïåðåðâíîñòi ¹ óçàãàëüíåííÿì ïîíÿò-
òÿ äâîñòîðîííüî¨ êâàçiíåïåðåðâíîñòi íà âè-
ïàäîê âiäîáðàæåíü ìiæ äîâiëüíèìè òîïîëî-
ãi÷íèìè ïðîñòîðàìè.

Ïiäìíîæèíà A ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ
ïåðåäâiäêðèòîþ [10], ÿêùî A ⊆ intA.
Ëåìà 6.1. ßêùî O � îáëàñòü â òîïîëî-

ãi÷íîìó ïðîñòîði X, A ⊆ X i A ⊆ O ⊆ A,
òî intA � îáëàñòü â X.
Äîâåäåííÿ. ßêáè ìíîæèíà intA áóëà íå

çâ'ÿçíîþ, òî iñíóâàëè á âiäêðèòi íåïîðîæíi
ìíîæèíè U1 òà U2, òàêi, ùî U1 ∩ intA ̸= ∅,
U2 ∩ intA ̸= ∅ i intA ⊆ U1 ⊔ U2. Çðîçóìiëî,
ùî òîäi á Ui ∩ A ̸= ∅ ïðè i = 1, 2. Îñêiëüêè
A = O, òî Ui∩O ̸= ∅ ïðè i = 1, 2. Ç âëàñòèâî-
ñòi ìíîæèíè Ui âèïëèâà¹, ùî Ui∩O ̸= ∅ ïðè
i = 1, 2. Îñêiëüêè O ⊆ intA i intA ⊆ U1⊔U2,
òî O ⊆ U1⊔U2. Òîäi O = (U1∩O)⊔ (U2∩O),
ùî ñóïåðå÷èòü çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè O. Îòæå,
ìíîæèíà intA çâ'ÿçíà. Òàêèì ÷èíîì, intA �
îáëàñòü.

Òåîðåìà 6.2. Íåõàé X òà Y � òîïî-
ëîãi÷íi ïðîñòîðè, Op = {A ∈ 2X : A −
ïåðåäâiäêðèòà ìíîæèíà i intA− îáëàñòü}.
Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ B-êâàçiíåïåðåð-
âíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f ¹ Op-
íåïåðåðâíèì.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïî÷àòêó âiäîáðàæå-

ííÿ f ¹ B-êâàçiíåïåðåðâíèì i A ∈ Op, òîáòî,
A � ïåðåäâiäêðèòà ìíîæèíà, òàêà, ùî intA �
îáëàñòü. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó y ∈ f(A)
òà îêië V òî÷êè y. Íåõàé x � öå òàêà òî÷êà
ç ìíîæèíè A, ùî f(x) = y. Ïîêàæåìî, ùî

x ∈ intA. Ñïðàâäi, íåõàé U � äîâiëüíèé îêië
òî÷êè x. Îñêiëüêè x ∈ A, òî U ∩A ̸= ∅. Àëå
ç ïåðåäâiäêðèòîñòi ìíîæèíè A âèïëèâà¹, ùî
∅ ̸= U ∩ A ⊆ U ∩ intA. Îòæå, x ∈ intA.

Çà óìîâîþ intA ¹ îáëàñòþ. Òîäi ç B-
êâàçiíåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëè-
âà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà
G â X, òàêà, ùî G ⊆ intA, à îòæå, G ⊆ A,
i f(G) ⊆ V . Îñêiëüêè G � âiäêðèòà íåïîðî-
æíÿ ìíîæèíà i G ⊆ A, òî G ∩ A ̸= ∅. Òîìó
f(A) ∩ V ̸= ∅ i, òàêèì ÷èíîì, y ∈ f(A).
Îñêiëüêè y áóëà äîâiëüíîþ òî÷êîþ ìíîæè-
íè f(A), òî f(A) ⊆ f(A). Öå îçíà÷à¹, ùî
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âiäîáðàæåííÿ f ¹ Op-íåïåðåðâíå.
Íàâïàêè, íåõàé òåïåð âiäîáðàæåííÿ

f ¹ Op-íåïåðåðâíèì. Ïîêàæåìî, ùî f �
B-êâàçiíåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Áóäåìî
ìiðêóâàòè âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé âiä-
îáðàæåííÿ f íå ¹ B-êâàçiíåïåðåðâíèì â
äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X. Òîäi iñíóþòü âiä-
êðèòèé îêië V òî÷êè y0 = f(x0) â Y i
îáëàñòü O â X, äëÿ ÿêî¨ x0 ∈ O, òàêi,
ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨
ìíîæèíè G ⊆ O ìà¹ìî, ùî f(G) ̸⊆ V .
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨
íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè G â X, òàêî¨, ùî
G ⊆ O, iñíó¹ òî÷êà xG ∈ G, ùî f(xG) ̸∈ V .
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A = {xG ∈ X : G −
âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â X i G ⊆ O}.
Çðîçóìiëî, ùî f(A) ⊆ Y \ V .

Çàóâàæèìî, ùî A ⊆ O ⊆ A. Òîäi
O = intO ⊆ intA i A ⊆ O ⊆ intA. Îòæå,
ìíîæèíà A ïåðåäâiäêðèòà, à çãiäíî ç ëåìîþ
6.1 ìíîæèíà intA çâ'ÿçíà.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f ¹ Op-íåïåðåðâ-
íå, òî

f(x0) ∈ f(A) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V = Y \ V.

Àëå ç äðóãîãî áîêó, f(x0) ∈ V , áî V � îêië
òî÷êè f(x0). Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü çàâåð-
øó¹ äîâåäåííÿ.

Íàâåäåìî ùå îäíó õàðàêòåðèçàöiþ B-
êâàçiíåïåðåðâíîñòi. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðà-
æåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ êâàçiíå-
ïåðåðâíèì â òî÷öi x ∈ X [11], ÿêùî äëÿ
äîâiëüíèõ îêîëiâ U i V âiäïîâiäíî òî÷îê
x ∈ X i y = f(x) ∈ Y iñíó¹ âiäêðèòà íå-
ïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X òàêà, ùî G ⊆ U
i f(G) ⊆ V . Âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ êâà-
çiíåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíà ¹ òàêèì â êîæíié
òî÷öi. Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ f : X → Y ìà¹
âëàñòèâiñòü Äàðáó [12], ÿêùî f(A) ¹ çâ'ÿ-
çíîþ ìíîæèíîþ äëÿ äîâiëüíî¨ çâ'ÿçíî¨ ìíî-
æèíè A â X. Â [13] ß.Áîðñiê âñòàíîâèâ, ùî
êîëè ôóíêöiÿ f : R → R ¹ êâàçiíåïåðåðâíîþ
i ìà¹ âëàñòèâiñòü Äàðáó, òî âîíà äâîñòîðîí-
íüî êâàçiíåïåðåðâíà. Òàì æå áóëî íàâåäåíî
ïðèêëàä ôóíêöi¨, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî îáåðíå-
íå òâåðäæåííÿ íå âiðíå. Òóò ìè óçàãàëüíèìî
öåé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 6.3. Íåõàé X � ëîêàëüíî çâ'ÿ-

çíèé ïðîñòið i Y � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ B-
êâàçiíåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
f ¹ êâàçiíåïåðåðâíèì i ¹ ñëàáêîþ ôóíêöi¹þ
�iáñîíà.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ

f : X → Y ¹ B-êâàçiíåïåðåðâíèì. Ïåðå-
âiðèìî ñïî÷àòêó, ùî f ¹ ñëàáêîþ ôóíêöi¹þ
�iáñîíà. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó îáëàñòü O â
ïðîñòîði X. Îñêiëüêè ìíîæèíà O âiäêðèòà,
òî O ⊆ intO i òîìó O � ïåðåäâiäêðèòà
ìíîæèíà. Çãiäíî ç ëåìîþ 6.1 ìíîæèíà
intO ¹ îáëàñòþ. Òàêèì ÷èíîì, O ∈ Op.
Òîäi ç B-êâàçiíåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ
f âèïëèâà¹, ùî

f(O) ⊆ f(O).

Öå îçíà÷à¹, ùî f ¹ ñëàáêîþ ôóíêöi¹þ �iá-
ñîíà.

Òåïåð âñòàíîâèìî êâàçiíåïåðåðâíiñòü.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ X òà îêîëè
U i V òî÷îê x â X i f(x) â Y âiäïîâiäíî.
Iñíó¹ âiäêðèòèé çâ'ÿçíèé îêië O òî÷êè
x, òàêèé, ùî O ⊆ U . Òàêèì îêîëîì áóäå
êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi áóäü-ÿêîãî âiäêðè-
òîãî îêîëó òî÷êè x, ùî ìiñòèòü öþ òî÷êó
i ìiñòèòüñÿ â U . Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ
f B-êâàçiíåïåðåðâíå, òî iñíó¹ âiäêðèòà
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X, òàêà, ùî
G ⊆ O i f(G) ⊆ V . Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f
êâàçiíåïåðåðâíå â òî÷öi x.

Íàâïàêè, íåõàé âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
¹ êâàçiíåïåðåðâíèì i ¹ ñëàáêîþ ôóíêöi¹þ
�iáñîíà. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ X,
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè f(x) â Y i îáëàñòü
O â X, òàêó, ùî x ∈ O. Ç îçíà÷åííÿ ñëàáêî¨
ôóíêöi¨ �iáñîíà âèïëèâà¹, ùî f(O) ⊆ f(O).
Îñêiëüêè x ∈ O, òî f(x) ∈ f(O), i òîìó
V ∩ f(O) ̸= ∅. Òîäi iñíó¹ òî÷êà x1 ∈ O, òàêà,
ùî f(x1) ∈ V . Ç êâàçiíåïåðåðâíîñòi âiäîáðà-
æåííÿ f i òîãî, ùî ìíîæèíè O i V ¹ îêîëàìè
òî÷îê x1 â X i f(x1) â Y âiäïîâiäíî âèïëè-
âà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà
G â X, òàêà, ùî G ⊆ O i f(G) ⊆ V . Îòæå,
f � B-êâàçiíåïåðåðâíå â òî÷öi x.

Íàñëiäîê 6.4. Ôóíêöiÿ f : R → R ¹ äâî-
ñòîðîííüî êâàçiíåïåðåðâíîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè f ¹ êâàçiíåïåðåðâíîþ i ìà¹ âëà-
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ñòèâiñòü Þí à.
7. α-íåïåðåðâíiñòü. Ìíîæèíà A

íàçèâà¹òüñÿ α-âiäêðèòîþ [14], ÿêùî
A ⊆ int(intA). Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ [14, òâåð-
äæåííÿ 4], ùî ìíîæèíà A ¹ α-âiäêðèòîþ â
X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A = U \N , äå U �
âiäêðèòà ìíîæèíà â X, à N � íiäå íå ùiëü-
íà. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ
α-íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x ∈ X [15], ÿêùî
äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè f(x) â Y iñíó¹
α-âiäêðèòà ìíîæèíà A â X, òàêà, ùî x ∈ A
i f(A) ⊆ V , i ïðîñòî α-íåïåðåðâíèì, ÿêùî
âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi.

Ëåìà 7.1. Íåõàé (As)s∈S � ñèñòåìà ïå-
ðåäâiäêðèòèõ ìíîæèí â X. Òîäi ìíîæèíà
A =

∪
s∈S

As ïåðåäâiäêðèòà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ A. Òîäi iñíó¹
s ∈ S, ùî x ∈ As. Îñêiëüêè ìíîæè-
íà As ïåðåäâiäêðèòà, òî x ∈ intAs. Òîäi
x ∈ intAs ⊆ intA. Îòæå, A � ïåðåäâiäêðèòà
ìíîæèíà.

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé X òà Y � òîïî-
ëîãi÷íi ïðîñòîðè, Gp � ñèñòåìà âñiõ ïå-
ðåäâiäêðèòèõ ìíîæèí â X. Âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y ¹ α-íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè f ¹ Gp-íåïåðåðâíèì.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïî÷àòêó âiäîáðàæå-

ííÿ f : X → Y ¹ α-íåïåðåðâíèì. Ðîç-
ãëÿíåìî äîâiëüíó ìíîæèíó A ∈ Gp, òî÷êó
y ∈ f(A) i V � îêië òî÷êè y â Y . Òîäi iñíó¹
òî÷êà x ∈ A, òàêà, ùî f(x) = y. Îñêiëü-
êè âiäîáðàæåííÿ f ¹ α-íåïåðåðâíèì â òî-
÷öi x, òî iñíó¹ α-âiäêðèòà ìíîæèíà E, òà-
êà, ùî x ∈ E i f(E) ⊆ V . Ç α-âiäêðèòîñòi
ìíîæèíè E âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü âiäêðèòà
ìíîæèíà U â X i íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà
N â X, òàêi, ùî E = U \ N . Çðîçóìiëî,
ùî U � îêië òî÷êè x. Îñêiëüêè x ∈ A, òî
U ∩ A ̸= ∅. Ç ïåðåäâiäêðèòîñòi ìíîæèíè A
âèïëèâà¹, ùî ∅ ̸= U ∩A ⊆ U ∩ intA. Ïîêëà-
äåìî G = U ∩ intA. Îñêiëüêè G ⊆ intA ⊆ A,
òî ìíîæèíà A ùiëüíà â ìíîæèíi G. Òîäi
A ∩ (G \ N) ̸= ∅, áî ìíîæèíà N íiäå íå
ùiëüíà. Ç òîãî, ùî G ⊆ U ìè îäåðæó¹ìî,
ùî i A ∩ (U \N) ̸= ∅, îòæå, A ∩ E ̸= ∅. Òî-
äi iñíó¹ òî÷êà a ∈ A ∩ E, à òîìó f(a) ∈ V .
Îòæå, f(A) ∩ V ̸= ∅ i y ∈ f(A). Òàêèì ÷è-

íîì, f(A) ⊆ f(A), i çíà÷èòü âiäîáðàæåííÿ f
¹ Gp-íåïåðåðâíèì.

Íàâïàêè, íåõàé f ¹ Gp-íåïåðåðâíèì. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî f íå ¹ α-íåïåðåðâíèì â äåÿêié
òî÷öi x0. Òîäi iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè
f(x0) â Y , òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U
òî÷êè x0 i äîâiëüíî¨ íiäå íå ùiëüíî¨ ìíîæè-
íè N â X iñíó¹ òî÷êà xN ∈ U \N , òàêà, ùî
f(xN) ̸∈ V . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó AU = {xN :
N − íiäå íå ùiëüíà ïiäìíîæèíà U}. Ìíî-
æèíà AU äåñü ùiëüíà, áî ÿêáè âîíà áóëà íiäå
íå ùiëüíà, òî iñíóâàëà á òî÷êà xAU ∈ U \AU ,
ÿêà çà âèçíà÷åííÿì ìíîæèíè AU ¨é íàëå-
æàëà. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V
òî÷êè f(x0) â Y , òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
îêîëó U òî÷êè x0 iñíó¹ äåñü ùiëüíà â U ìíî-
æèíà AU , òàêà, ùî AU ⊆ U i f(AU) ⊆ Y \ V .

Äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U òî÷êè
x0 ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó EU = AU ∩ intAU .
Çðîçóìiëî, ùî EU ̸= ∅ i EU ⊆ U . Ïîêàæå-
ìî, ùî ìíîæèíà EU ¹ ïåðåäâiäêðèòîþ. Äëÿ
öüîãî òðåáà âñòàíîâèòè, ùî EU ⊆ intEU . Çà-
óâàæèìî, ùî îñêiëüêè G = intAU ⊆ AU , òî

G ⊆ AU ∩G = AU ∩ intAU = EU .

Ç âiäêðèòîñòi ìíîæèíè G âèïëèâà¹, ùî
G = intG ⊆ intEU . Òàêèì ÷èíîì,

EU = AU ∩ intAU = AU ∩G ⊆ intEU .

Îòæå, ìíîæèíà EU ïåðåäâiäêðèòà.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

A =
∪

{EU : U − âiäêðèòèé îêië òî÷êè x0}.

Çðîçóìiëî, ùî x0 ∈ A. Çãiäíî ç ëåìîþ 7.1
ìíîæèíà A ¹ ïåðåäâiäêðèòîþ. Òîìó çà ïðè-
ïóùåííÿì ìà¹ìî, ùî

f(x0) ∈ f(A) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V ⊆ Y \ V.

À öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî f(x0) ∈ V .

8. Ëåäü íåïåðåðâíiñòü. Âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ëåäü íåïåðåðâíèì â
òî÷öi x ∈ X [16], ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó
V òî÷êè y = f(x) â Y iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðî-
æíÿ ìíîæèíà G, òàêà, ùî f(G) ⊆ V , i ïðî-
ñòî ëåäü íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì â
êîæíié òî÷öi.
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Òåîðåìà 8.1. Íåõàé X òà Y � òîïîëî-
ãi÷íi ïðîñòîðè, D = {A ∈ 2X : A = X}.
Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ ëåäü íåïå-
ðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f ¹ D-
íåïåðåðâíèì.
Äîâåäåííÿ. Äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî âiä-

îáðàæåííÿ f : X → Y ëåäü íåïåðåðâíå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè f(X) ⊆ f(A) äëÿ âñiõ âñþ-
äè ùiëüíèõ â X ìíîæèí A.

Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ëåäü íå-
ïåðåðâíå i A � âñþäè ùiëüíà â X ìíîæèíà.
Ðîçãëÿíåìî x ∈ X, f(x) = y i V � îêië òî÷êè
y. Ç ëåäü íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f âè-
ïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà G â X, òàêà, ùî f(G) ⊆ V . Îñêiëü-
êè A = X, òî G ∩ A ̸= ∅. Âiçüìåìî òî÷êó
a ∈ G∩A. Òîäi f(a) ∈ V . Îòæå, f(A)∩V ̸= ∅
i y ∈ f(A). Òàêèì ÷èíîì, f(X) ⊆ f(A).

Íàâïàêè, íåõàé f(X) ⊆ f(A) äëÿ âñiõ
âñþäè ùiëüíèõ â X ìíîæèí A. Ïðèïóñòèìî,
ùî f : X → Y íå ¹ ëåäü íåïåðåðâíèì â òî÷öi
x0. Òîäi iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè f(x0),
òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðî-
æíüî¨ ìíîæèíè G â X iñíó¹ òî÷êà xG ∈ G,
òàêà, ùî f(xG) ∈ Y \ V . Ðîçãëÿíåìî ìíîæè-
íó A = {xG : G− âiäêðèòà íåïîðîæíÿ â X}.
Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíàA âñþäè ùiëüíà âX.
Òîäi

f(x0) ∈ f(X) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V = Y \ V

i ðàçîì ç òèì f(x0) ∈ V . Îäåðæàíà ñóïåðå-
÷íiñòü çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
9. Ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíiñòü. Âiä-

îáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå
ëåäü íåïåðåðâíèì â òî÷öi x ∈ X [17], ÿêùî
äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè y = f(x) â Y
iñíó¹ ìíîæèíà A â X, òàêà, ùî intA ̸= ∅ i
f(A) ⊆ V , i ïðîñòî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâ-
íèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì â êîæíié òî÷öi.
Òåîðåìà 9.1. Íåõàé X òà Y � òî-

ïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, Dn = {X \ N :
N − íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà â X}. Âiä-
îáðàæåííÿ f : X → Y ¹ ìàéæå ëåäü íå-
ïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f ¹ Dn-
íåïåðåðâíèì.
Äîâåäåííÿ. ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðå-

ìè 8.1 äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíå òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè f(X) ⊆ f(A) äëÿ âñiõ ìíî-
æèí A = X \ N , äå N � íiäå íå ùiëüíà â
X.

Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìàéæå
ëåäü íåïåðåðâíå i A = X \N , äå N � íiäå íå
ùiëüíà â X. Ðîçãëÿíåìî x ∈ X, f(x) = y i
V � îêië òî÷êè y. Ç ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíî-
ñòi âiäîáðàæåííÿ f âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ äåñü
ùiëüíà ìíîæèíà E â X, òàêà, ùî f(E) ⊆ V .
Îñêiëüêè N � íiäå íå ùiëüíà â X, A = X \N
i ìíîæèíà E äåñü ùiëüíà â X, òî E∩A ̸= ∅.
Âiçüìåìî òî÷êó a ∈ E ∩ A. Òîäi f(a) ∈ V .
Îòæå, f(A) ∩ V ̸= ∅ i òîìó f(X) = f(A).

Íàâïàêè, íåõàé f(X) ⊆ f(A) äëÿ âñiõ
ìíîæèí A = X \N , äå N � íiäå íå ùiëüíà â
X. Ïðèïóñòèìî, ùî f : X → Y íå ¹ ìàéæå
ëåäü íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0. Òîäi iñíóþòü
âiäêðèòèé îêië V òî÷êè f(x0) òà ìíîæèíà
A = X \N , äå N � íiäå íå ùiëüíà â X, òàêi,
ùî f(A) ∈ Y \ V . Â òàêîìó ðàçi

f(x0) ∈ f(X) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V = Y \ V,

i ðàçîì ç òèì f(x0) ∈ V . Îòðèìàíà ñóïåðå-
÷íiñòü, ÿêà i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
10. (A,B)-íåïåðåðâíiñòü. Óçàãàëüíþþ-

÷è ïîíÿòòÿ B-êâàçiíåïåðåðâíîñòi, ââåäåìî
íîâå ïîíÿòòÿ. Íåõàé A òà B � äåÿêi ñèñòå-
ìè ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X. Âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ (A,B)-íåïåðåðâíèì
â òî÷öi x ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó
V òî÷êè f(x) i äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíî-
æèíè A ∈ A, ç óìîâè x ∈ A âèïëèâà¹, ùî
iñíó¹ ìíîæèíà B ∈ B, òàêà, ùî B ⊆ A
i f(B) ⊆ V . Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ
(A,B)-íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì â êî-
æíié òî÷öi.

Â [5] áóëî ïîêàçàíî, ùî âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè
X i Y ¹ íåïåðåðâíèì â òî÷öi x ∈ X òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó V
òî÷êè f(x) i äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U
â X ç óìîâè x ∈ U âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiä-
êðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G â X, òàêà, ùî
G ⊆ U i f(G) ⊆ V . Çâiäñè ñëiäó¹, ùî âiä-
îáðàæåííÿ f : X → Y ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âîíî (G,G)-íåïåðåðâíå.

Ç îçíà÷åííÿ B-êâàçiíåïåðåðâíîñòi âèïëè-
âà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ B-
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êâàçiíåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè, êîëè f ¹
(O,G)-íåïåðåðâíèì.

Î÷åâèäíîþ ¹ íàñòóïíà ïðîñòà õàðàêòåðè-
çàöiÿ A-íåïåðåðâíîñòi.
Òåîðåìà 10.1. Íåõàé X òà Y � òîïî-

ëîãi÷íi ïðîñòîðè, A � ñèñòåìà ïiäìíîæèí
ïðîñòîðó X. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ A-
íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ
äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X, äîâiëüíîãî îêîëó
V òî÷êè f(x) â Y òà äîâiëüíî¨ ìíîæèíè
A ∈ A â X, òàêî¨, ùî x ∈ A iñíó¹ òî÷êà
a ∈ A, ùî f(a) ∈ V .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P � ñèñòåìó âñiõ îäíî-
òî÷êîâèõ ìíîæèí âX. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåî-
ðåìó 10.1 òà âñòàíîâëåíi âèùå ðåçóëüòàòè ìè
îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè X i Y :

ìàéæå íåïåðåðâíiñòü ðiâíîñèëüíà (Gs,P)-
íåïåðåðâíîñòi (òåîðåìà 3.2);
B-êâàçiíåïåðåðâíiñòü ðiâíîñèëüíà

(Op,P)-íåïåðåðâíîñòi (òåîðåìà 6.2);
α-íåïåðåðâíiñòü ðiâíîñèëüíà (Gp,P)-

íåïåðåðâíîñòi (òåîðåìà 7.2);
ëåäü íåïåðåðâíiñòü ðiâíîñèëüíà (D,P)-

íåïåðåðâíîñòi (òåîðåìà 8.1);
ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíiñòü ðiâíîñèëüíà

(Dn,P)-íåïåðåðâíîñòi (òåîðåìà 9.1).
ßêùî ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(⋆) ç ïóíêòó 2, òî äëÿ âiäîáðàæåí-
íÿ f : X → Y íåïåðåðâíiñòü ðiâíîñèëüíà
(N ,P)-íåïåðåðâíîñòi (òåîðåìà 2.1);

Äëÿ ôóíêöi¨ f : R → R âëàñòèâiñòü Þí à
ðiâíîñèëüíà (O,P)-íåïåðåðâíîñòi (òåîðåìà
4.1);

Àâòîð âäÿ÷íèé Ìàñëþ÷åíêó Âîëîäèìèðó
Êèðèëîâè÷ó çà êîðèñíi çàóâàæåííÿ, ÿêi äî-
çâîëèëè ïîëiïøèòè îðèãiíàëüíó âåðñiþ öi¹¨
ñòàòòi.
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