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ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍI ÐIÂÍßÍÍß ËIÍIÉÍÎÃÎ ÒÈÏÓ Ç ÑÓÒÒ�ÂÎ
ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÂÈÌIÐÍÈÌ ÅËIÏÒÈ×ÍÈÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ

Äîñëiäæóþòüñÿ ëiíiéíi òà êâàçiëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ñóòò¹âî íåñêií÷åííîâè-
ìiðíèì åëiïòè÷íèì îïåðàòîðîì (òèïó Ëàïëàñà-Ëåâi). Äëÿ êâàçiëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ äîâåäåíà
òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó. Òàêîæ ïðîâîäèòüñÿ ïàðàëåëü çi çâè÷àéíèìè äèôå-
ðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè òà àëãåáðà¨÷íèìè ðiâíÿííÿìè.

We investigate linear and quasi-linear di�erential equations with essentially in�nite-dimensional
elliptic operator (of the Laplace-L�evy type). For a quasi-linear equation, we prove a theorem on
the existence and uniqueness of a solution. Also we obtain a parallel with ordinary di�erential
equations and algebraic equations.

1. Ñóòò¹âî íåñêií÷åííîâèìiðíi åëiï-
òè÷íi îïåðàòîðè. Â íåñêií÷åííîâèìiðíîìó
ïðîñòîði iñíóþòü îïåðàòîðè, ÿêi íå ìàþòü
ñêií÷åííîâèìiðíèõ àíàëîãiâ. Òàêèì îïåðà-
òîðîì, çîêðåìà, ¹ îïåðàòîð Ëàïëàñà-Ëåâi,
ââåäåíèé Ï. Ëåâi [1] â 1922 ð., ÿê óçàãàëü-
íåííÿ êëàñè÷íîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Äëÿ
äâi÷i äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íà äiéñíîìó
ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði l2 îïåðàòîð Ëàïëà-
ñà-Ëåâi çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(Lu)(x) = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

∂2u

∂x2i
,

à äëÿ ôóíêöié íà àáñòðàêòíîìó äiéñíîìó
íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëü-
áåðòîâîìó ïðîñòîði H

(Lu)(x) = lim
n→∞

1

n
trPnu

′′(x),

äå {ei} � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â H, Pn �
îðòîïðîåêòîð íà ëiíiéíó îáîëîíêó e1, . . . , en,
tr � ñëiä îïåðàòîðà. Òàêèé îïåðàòîð ¹ äèôå-
ðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì äðóãîãî ïîðÿäêó,
àëå âií çàäîâîëüíÿ¹ ëåéáíiöåâñüêó âëàñòè-
âiñòü L(uv) = Lu · v + u · Lv òà ïðèéìà¹ íó-
ëüîâå çíà÷åííÿ íà öèëiíäðè÷íèõ ôóíêöiÿõ;
îñòàííié ôàêò äàâ ïiäñòàâó Ã.�. Øèëîâó, ðå-
äàêòîðó ïåðåêëàäó [1], íàçâàòè éîãî ñóòò¹âî
íåñêií÷åííîâèìiðíèì. Ñó÷àñíèé ñòàí òåîði¨
îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Ëåâi âèêëàäåíî â ìîíî-
ãðàôi¨ Ì.Í. Ôåëëåðà [2].

Â 1977 ð. Þ.Â. Áîãäàíñüêèì [3] (äèâ. òà-
êîæ [4�5]) çàïðîïîíîâàíèé ñóòò¹âî íåñêií-
÷åííîâèìiðíèé åëiïòè÷íèé îïåðàòîð, ÿêèé
óçàãàëüíþ¹ îïåðàòîð Ëàïëàñà-Ëåâi òà óñ-
ïàäêîâó¹ éîãî ñïåöèôi÷íi âëàñòèâîñòi. Òà-
êèé îïåðàòîð (òî÷íiøå, äèôåðåíöiàëüíèé
âèðàç) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(Lu)(x) = j(u′′(x)), (1)

äå j ¹ íåâiä'¹ìíèì íåíóëüîâèì ôóíêöiîíà-
ëîì íà BC(H), ÿäðó ÿêîãî íàëåæàòü âñi îïå-
ðàòîðè ñêií÷åííîãî ðàíãó. Âiäïîâiäíèé ôóí-
êöiîíàë çãiäíî ç ðîáîòîþ [3] òàêîæ íàçè-
âà¹ìî ñóòò¹âî íåñêií÷åííîâèìiðíèì (çà ií-
øîþ òåðìiíîëîãi¹þ � ñèíãóëÿðíèì).

Ìíîæèíó D ⊂ BC(H) íàçèâà¹ìî ìàéæå
êîìïàêòíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó-
þòü êîìïàêòíà ìíîæèíà K ⊂ BC(H) òà ÷è-
ñëà n ∈ N òà d > 0 òàêi, ùî K + Qn,d ¹ ε-
ñiòêîþ äëÿ D (òóò Qn,d ⊂ BC(H) � ìíîæèíà
îïåðàòîðiâ, ðàíã ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ n, à íîð-
ìà íå ïåðåâèùó¹ d).

Íåõàé BR = {x ∈ H | ∥x∥ 6 R} � ôiêñî-
âàíà êóëÿ ðàäióñà R. ×åðåç Z ïîçíà÷èìî
ìíîæèíó äiéñíèõ ôóíêöié êëàñó C2(H), íî-
ñi¨ ÿêèõ íàëåæàòü êóëi BR, u′′(·) ¹ ðiâíîìið-
íî íåïåðåðâíîþ íà H, à ìíîæèíà {u′′(x) |
x ∈ BR} ¹ ìàéæå êîìïàêòíîþ. Íåõàé X �
çàìèêàííÿ Z â ïðîñòîði Cb(H) (òóò Cb(H)
� áàíàõiâ ïðîñòið íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ
ôóíêöié íà H ç íîðìîþ sup

x∈H
|u(x)|). X ¹

äiéñíîþ êîìóòàòèâíîþ áàíàõîâîþ àëãåáðîþ
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âiäíîñíî ïîòî÷êîâèõ îïåðàöié ç sup-íîðìîþ.
Ç u ∈ Z âèïëèâà¹ Lu ∈ X; ñóòò¹âî íåñêií-
÷åííîâèìiðíèé åëiïòè÷íèé îïåðàòîð L êî-
ðåêòíî âèçíà÷åíèé íà Z ôîðìóëîþ (1). Âií
äîïóñêà¹ çàìèêàííÿ L̄, ÿêå ïîðîäæó¹ (C0)-
ïiâãðóïó ñòèñêó T (t) â X [4�5]. Öÿ ïiâãðó-
ïà ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ (∀u, v ∈ X, ∀t >
0: T (t)(uv) = T (t)u·T (t)v) òà íiëüïîòåíòíîþ
(∃t0 > 0: T (t0) = 0). Äëÿ ôóíêöi¨ g ∈ C1(R)
òàêî¨, ùî g(0) = 0, ìà¹ ìiñöå âëàñòèâiñòü

L̄(g ◦ u) = (g′ ◦ u) · L̄u. (2)

Éìîâiðíiñíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà Ëàï-
ëàñà-Ëåâi äîñëiäæóâàëèñü Ì.É. ßäðåíêîì,
Ì.Í. Ôåëëåðîì i øêîëîþ Ò. Õiäè. Ñ.Â. Êîø-
êiíèì âèâ÷àëèñü éìîâiðíiñíi àñïåêòè õàðàê-
òåðiâ Ëåâi ç òî÷êè çîðó âèïàäêîâèõ ïðî-
öåñiâ òà çâ'ÿçîê ç òåîði¹þ áiëîãî øóìó òà
ñòàòèñòè÷íîþ ìåõàíiêîþ (1998�1999 ðð.).
Çàöiêàâëåíiñòü îïåðàòîðîì Ëàïëàñà-Ëåâi íà
äàíèé ÷àñ â çíà÷íié ìiði îáóìîâëåíà ðî-
áîòàìè Ë. Àêêàðäi, Ï. Ãiáiëiñêî, I.Â. Âî-
ëîâè÷à (1992, 1994 ðð.), à òàêîæ Ð. Ëåàí-
äðà, I.Â. Âîëîâè÷à (2001 ð.), ó ÿêèõ âè-
ÿâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ ãàðìîíi÷íèìè çà Ëå-
âi ôóíêöiÿìè òà ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü ßíãà-
Ìiëëñà. Äåòàëüíà áiáëiîãðàôiÿ íàâåäåíà â
[2]. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ ïàðàëåëü
ìiæ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ç ñóòò¹-
âî íåñêií÷åííîâèìiðíèìè åëiïòè÷íèìè îïå-
ðàòîðàìè òà êëàñè÷íîþ òåîði¹þ çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (äèâ. [6�8]); äëÿ
ðiâíÿíü ç îïåðàòîðîì òèïó Ëàïëàñà-Ëåâi òà-
êà ïàðàëåëü âiäñëiäêîâóâàëàñü �.Ì. Ïîëi-
ùóêîì, Ã.�. Øèëîâèì òà Â.ß. Ñèêèðÿâèì.
2. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ëiíié-

íîãî òèïó. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå äèôåðåíöi-
àëüíå ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè
êîåôiöi¹íòàìè

(L̄nu)(x) + a1(x)(L̄
n−1u)(x) + . . .+

+an(x)u(x) = f(x). (3)

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà, äîâåäåíà â [6].
Òåîðåìà 1. Íåõàé a1, . . . , an, f ∈ X. Òîäi

ðiâíÿííÿ (3) ìà¹ i äî òîãî æ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-
çîê.

Â iíøèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ ðiâ-
íÿííÿ âèäó (3) ç îïåðàòîðîì Ëàïëàñà-

Ëåâi òà éîãî ìîäèôiêàöiÿìè äîñëiäæóâà-
ëîñü �.Ì. Ïîëiùóêîì, Ã.�. Øèëîâèì òà
Â.ß. Ñèêèðÿâèì, à ïîëiãàðìîíi÷íå ðiâíÿííÿ
� Ì.Í. Ôåëëåðîì.

Ðîçãëÿíåìî êâàçiëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ

(L̄nu)(x) + a1(x)(L̄
n−1u)(x) + . . .+

+an(x)u(x) = f(x, u(x)), (4)

äå a1, . . . , an ∈ X � çìiííi êîåôiöi¹íòè.
Òåîðåìà 2.Íåõàé ôóíêöiÿ f : H×R → R

ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:
à) äëÿ áóäü-ÿêîãî p ∈ R f(·, p) ∈ X,
á) f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çà äðó-

ãèì àðãóìåíòîì ðiâíîìiðíî âiäíîñíî ïåð-
øîãî: iñíó¹ C > 0 òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ
x ∈ H, p, q ∈ R âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
|f(x, p)− f(x, q)| 6 C|p− q|.

Òîäi ðiâíÿííÿ (4) ìà¹ i äî òîãî æ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê.
Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî â Rn íîðìó ∥y⃗∥ =

|y1| + . . . |yn| (y⃗ ∈ Rn). Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé
âàðiàíò òåîðåìè Ïiêàðà äëÿ ñèñòåìè äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ñóòò¹âî íåñêií÷åííî-
âèìiðíèìè åëiïòè÷íèìè îïåðàòîðàìè [8, òå-
îðåìà 2].
Òåîðåìà 3. Íåõàé i = 1, . . . , n; j1, . . . , jn

� ñóòò¹âî íåñêií÷åííîâèìiðíi ôóíêöiîíà-
ëè; (Liu)(x) = ji(u

′′(x)) � âiäïîâiäíi ¨ì ñóò-
ò¹âî íåñêií÷åííîâèìiðíi åëiïòè÷íi îïåðà-
òîðè; ôóíêöiÿ g⃗ = (g1, . . . gn) : H ×Rn → Rn

ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:
à) äëÿ áóäü-ÿêîãî p⃗ ∈ Rn, gi(·, p⃗) ∈ X,
á) g⃗ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ çà äðó-

ãèì àðãóìåíòîì ðiâíîìiðíî âiäíîñíî ïåð-
øîãî: iñíó¹ C > 0 òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ
x ∈ H, p⃗, q⃗ ∈ Rn âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
∥g⃗(x, p⃗)− g⃗(x, q⃗)∥ 6 C∥p⃗− q⃗∥.

Òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü

(L̄iui)(x) = gi(x, u1(x), . . . , un(x)), (5)

äå i = 1, . . . , n, ìà¹ i äî òîãî æ ¹äèíèé ðî-
çâ'ÿçîê.

ßêùî â òåîðåìi 3 óìîâó à) çàìiíèòè íà
óìîâó à') äëÿ áóäü-ÿêèõ ui ∈ X ôóíêöi¨
gi(·, u1(·), . . . , un(·)) íàëåæàòü X, òî òåîðåìà
3 òàêîæ ìà¹ ìiñöå (äåòàëüíiøå äèâ. [8]).

Ïðîäîâæèìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Çàìi-
íîþ çìiííèõ v1 = u ∈ X, v2 = L̄u ∈
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X, . . . , vn = L̄n−1u ∈ X ðiâíÿííÿ (4) çâîäèòü-
ñÿ äî ñèñòåìè âèäó (5):

(L̄v1)(x) = v2(x),

. . .

(L̄vn−1)(x) = vn(x),

(L̄vn)(x) = f(x, v1(x))− an(x)v1(x)− . . .−
−a1(x)vn(x).

Âèáåðåìî ôóíêöiþ g⃗ : H × Rn ∋ (x, p⃗) 7→
(p2, . . . , pn, f(x, p1)−an(x)p1−. . .−a1(x)pn) ∈
Rn. Ïåðåâiðèìî óìîâè à') òà á) òåîðåìè 3.
Óìîâà à') òåîðåìè 3 âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî
çà óìîâ à)�á) òåîðåìè 2 ç u ∈ X âèïëèâà¹
f(·, u(·)) ∈ X (äèâ. [7]), àX ¹ àëãåáðîþ. Óìî-
âà á) òåîðåìè 3 âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi

∥g⃗(x, p⃗)− g⃗(x, q⃗)∥ =

=
n∑
k=1

|gk(x, p⃗)− gk(x, q⃗)| =
n∑
k=2

|pk − qk|+

+|(f(x, p1)− an(x)p
1 − . . .− a1(x)p

n)−
−(f(x, q1)− an(x)q

1 − . . .− a1(x)q
n)| 6

6 max(1 + ∥a1∥, . . . , 1 + ∥an−1∥, C + ∥an∥)×
×∥p⃗− q⃗∥ (p⃗, q⃗ ∈ Rn).

Ïîñèëàííÿ íà òåîðåìó 3 ç óìîâàìè à') òà á)
çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
3. Ïðèêëàäè. Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî äâà

âiäîìi ôàêòè. Â àëãåáðà¨÷íîìó ðiâíÿííi xn+
a1x

n−1+. . .+an−1x+an = f , äå a1, . . . , an, f ∈
R(C), çàìiíà x = y − a1

n
ïðèâîäèòü äî òîãî,

ùî â îòðèìàíîìó ðiâíÿííi êîåôiöi¹íò ïðè
yn−1 âèÿâèòüñÿ íóëüîâèì. ßêùî ó çâè÷àéíî-
ìó ëiíiéíîìó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííi

u(n)(x) + a1(x)u
(n−1)(x) + . . .+

+an−1(x)u
′(x) + an(x)u(x) = f(x),

äå a1, . . . , an, f � íåïåðåðâíi íà äåÿêîìó
âiäðiçêó ôóíêöi¨, çðîáèòè çàìiíó u(x) =

v(x) exp
(
− 1
n

∫
a1(x)dx

)
, òî â îòðèìàíîìó

ðiâíÿííi êîåôiöi¹íò ïðè u(n−1)(·) òàêîæ ñòà-
íå íóëüîâèì. Íàâåäåìî àíàëîãè âêàçàíèõ
ôàêòiâ äëÿ ñóòò¹âî íåñêií÷åííîâèìiðíèõ
ðiâíÿíü äðóãîãî òà òðåòüîãî ïîðÿäêó.
Ïðèêëàä 1. Äîâåäåìî, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ

(L̄2u)(x) + a1(x)(L̄u)(x)+

+a2(x)u(x) = f(x), (6)

äå a1 çàäîâîëüíÿ¹ äîäàòêîâó óìîâó a1 ∈
D(L̄), à a2, f ∈ X, çàìiíà

u(x) = v(x) exp

(
1

2

t0∫
0

(T (t)a1)(x)dt

)
(7)

ïåðåòâîðþ¹ ðiâíÿííÿ (6) íà òàêå, ùî íå ìi-
ñòèòü L̄v.

Äðóãèé ìíîæíèê ó ïðàâié ÷àñòèíi ôîð-
ìóëè (7) íå íàëåæèòü X, îñêiëüêè çà ìåæà-
ìè êóëi BR äîðiâíþ¹ îäèíèöi, à òîìó ìà¹
íåîáìåæåíèé íîñié. Çàïèøåìî (7) ó âèãëÿäi

u(x) = v(x)+

+v(x)

(
exp

(
1

2

t0∫
0

(T (t)a1)(x)dt

)
− 1

)
.

Âðàõó¹ìî ëåéáíiöåâñüêó âëàñòèâiñòü îïåðà-
òîðà L̄, âëàñòèâiñòü (2) òà íiëüïîòåíòíiñòü
ïiâãðóïè T (t):

(L̄u)(x) = (L̄v)(x)+

+(L̄v)(x)

(
exp

(
1

2

t0∫
0

(T (t)a1)(x)dt

)
− 1

)
+

+
1

2
v(x) exp

(
1

2

t0∫
0

(T (t)a1)(x)dt

)
×

×
t0∫
0

∂

∂t
(T (t)a1)(x)dt =

=

(
(L̄v)(x)− 1

2
a1(x)v(x)

)
×

× exp

(
1

2

t0∫
0

(T (t)a1)(x)dt

)
. (8)

Ôîðìóëó (8) çàñòîñó¹ìî ðåêóðñèâíî äî ñåáå:

(L̄2u)(x) =

(
L̄

(
(L̄v)(x)− 1

2
a1(x)v(x)

)
−

−1

2
a1(x)

(
(L̄v)(x)− 1

2
a1(x)v(x)

))
×

× exp

(
1

2

t0∫
0

(T (t)a1)(x)dt

)
=

(
(L̄2v)(x)−

−a1(x)(L̄v)(x)−
1

2
(L̄a1)(x)v(x) +

1

4
a21(x)×
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×v(x)
)
exp

(
1

2

t0∫
0

(T (t)a1)(x)dt

)
. (9)

Ïiäñòàíîâêà ôîðìóë (7)-(9) ó ðiâíÿííÿ (6)
òà íàñòóïíå ñïðîùåííÿ ïðèâîäÿòü äî ðiâ-
íÿííÿ:

(L̄2v)(x) +

(
a2(x)−

1

2
(L̄a1)(x)−

1

4
a21(x)

)
×

×v(x) = f(x) exp

(
−1

2

t0∫
0

(T (t)a1)(x)dt

)
.

Ïiäêðåñëèìî, ùî íàâåäåíi ïåðåòâîðåííÿ ìî-
æëèâi ëèøå çà óìîâè a1 ∈ D(L̄).
Ïðèêëàä 2. Äîâåäåìî, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ

(L̄3u)(x) + a1(x)(L̄
2u)(x) + a2(x)(L̄u)(x)+

+a3(x)u(x) = f(x), (10)

äå a1 çàäîâîëüíÿ¹ äîäàòêîâó óìîâó a1 ∈
D(L̄2), à a2, a3, f ∈ X, çàìiíà

u(x) = v(x) exp

(
1

3

t0∫
0

(T (t)a1)(x)dt

)

ïåðåòâîðþ¹ ðiâíÿííÿ (10) íà òàêå, ùî íå ìi-
ñòèòü L̄2v.

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè îòðèìó¹ìî:

(L̄u)(x) =

(
(L̄v)(x)− 1

3
a1(x)v(x)

)
×

× exp

(
1

3

t0∫
0

(T (t)a1)(x)dt

)
;

(L̄2u)(x) =

(
(L̄2v)(x)− 2

3
a1(x)(L̄v)(x)−

−1

3
(L̄a1)(x)v(x) +

1

9
a21(x)v(x)

)
×

× exp

(
1

3

t0∫
0

(T (t)a1)(x)dt

)
;

(L̄3u)(x) =

(
(L̄3v)(x)− a1(x)(L̄

2v)(x)+

+

(
1

3
a21(x)− (L̄a1)(x)

)
(L̄v)(x) +

(
1

3
a1(x)×

×(L̄a1)(x)−
1

3
(L̄2a1)(x)−

1

27
a31(x)

)
v(x)

)
×

× exp

(
1

3

t0∫
0

(T (t)a1)(x)dt

)
.

Ïiäñòàíîâêà íàâåäåíèõ ôîðìóë ó ðiâíÿííÿ
(10) òà íàñòóïíå ñïðîùåííÿ ïðèâîäÿòü äî
ðiâíÿííÿ, ùî íå ìiñòèòü L̄2v.

Âèêëàäåíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè áóëè ïðåä-
ñòàâëåíi íà Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôå-
ðåíöi¨ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòî-
ñóâàííÿ â ïðèêëàäíié ìàòåìàòèöi� [9].
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