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ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖIß ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÎ� ÊÐÀÉÎÂÎ� ÇÀÄÀ×I
ÇÀ ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ IÌÏÓËÜÑÍÎÃÎ ÂÏËÈÂÓ

Çíàéäåíî óìîâè ðåãóëÿðèçàöi¨ ëiíiéíî¨ ïåðiîäè÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ iìïóëüñíîãî âïëèâó. Ïîáóäîâàíî óçàãàëüíåíèé îïå-
ðàòîð Ãðiíà òà çíàéäåíî âèãëÿä iìïóëüñíîãî çáóðåííÿ ðåãóëÿðèçîâàíî¨ ëiíiéíî¨ ïåðiîäè÷íî¨
êðàéîâî¨ çàäà÷i.

Using an impulse in�uence, we �nd conditions for the regularization of a linear periodic boundary
value problem for a system of ordinary di�erential equation. We construct generalized Green's
operator and �nd a form for impulse perturbation of a linear periodic boundary value problem.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî
çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ T -ïåðiîäè÷íèõ
ðîçâ'ÿçêiâ

z(t) ∈ C1[0, T ]

ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü

dz(t)/dt = A(t)z(t) + f(t), (1)

ÿêà íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíà [2,3]. Öå îçíà÷à¹,
ùî ∫ T

0

H∗(s)f(s)ds ̸= 0

äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t); òóò
A(t) � íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [0, T ] ìàòðè-
öÿ, H∗(t)) � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ñè-
ñòåìè, ñïðÿæåíî¨ äî îäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè ñè-
ñòåìè (1).

Íàìè äîñëiäæåíî óìîâè ðåãóëÿðèçàöi¨ [1,
2, 4] êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè (1) ç ïåði-
îäè÷íîþ ãðàíè÷íîþ óìîâîþ

ℓz(·) := z(0)− z(T ) = 0 (2)

òà iìïóëüñíèì âïëèâîì [1,3, 5�7]

∆z(τ) = Sz(τ − 0) + µ, (3)

∆z(τ) := z(τ + 0)− z(τ − 0).

Íà âiäìiíó âiä òîãî, ÿê öå çðîáëåíî â ìî-
íîãðàôi¨ [1] òà ñòàòòi [3], ïîñòàâèìî çàäà÷ó
íå ïðî óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi ëiíiéíî¨ ïåðiîäè-
÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè (1) ç ôiêñî-
âàíèì iìïóëüñíèì âïëèâîì (3), à äîñëiäè-
ìî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ T -ïåðiîäè÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ

z(t) ∈ C1

{
[0, T ] \ {τ}

I

}
à òàêîæ ìàòðèöi S ∈ Rn×n, ÿêà á äëÿ ôiêñî-
âàíîãî âåêòîðà µ := 0 ãàðàíòóâàëà ðîçâ'ÿ-
çíiñòü öi¹¨ çàäà÷i äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâ-
íî¨ ôóíêöi¨ f(t). Ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïðîäîâ-
æó¹ äîñëiäæåííÿ óìîâ ðåãóëÿðèçàöi¨ ëiíié-
íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ iì-
ïóëüñíîãî âïëèâó, íàâåäåíèõ ó ìîíîãðàôi¨
[1, c. 248] òà ñòàòòi [3] íà âèïàäîê µ := 0
òà íåôiêñîâàíî¨ ìàòðèöi S.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X0(t) íîðìàëüíó
(X0(τ) = In) ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðè-
öþ [8, 9] îäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (1).
Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

z(t) ∈ C1

{
[0, T ] \ {τ}

I

}
, 0 < τ < T

äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè ç iìïóëüñíèì
âïëèâîì (1), (3) çîáðàçèìî ó âèãëÿäi

z(t, c) = X(t)c+K
[
f(s)

]
(t), c ∈ Rn,

äå

K
[
f(s)

]
(t) :=

−X0(t)
∫ τ
t
X−1

0 (s)f(s)ds, t ∈ [0, τ [,

X0(t)
∫ t
τ
X−1

0 (s)f(s)ds, t ∈ [τ, T ]
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óçàãàëüíåíèé îïåðàòîð Ãðiíà çàäà÷i Êîøi
z(τ) = 0 äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (1) òà
X(t)− íîðìàëüíà (X(τ−0) = In) ôóíäàìåí-
òàëüíà ìàòðèöÿ îäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè
(1) ç iìïóëüñíèì âïëèâîì (3)

X(t) =
X0(t), t ∈ [0, τ [,

X0(t)(In + S), t ∈ [τ, T ].

Ïîçíà÷èìî ìàòðèöi Q := ℓX0(·), Q := ℓX(·)
é îðòîïðîåêòîð [1] PQ∗ : Rn → N(Q∗).
Äèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà (1) ç ïåðiîäè÷íîþ
êðàéîâîþ óìîâîþ (2) òà iìïóëüñíèì âïëè-
âîì (3) ðîçâ'ÿçíà äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ f(t), ÿêùî PQ∗ = 0. Òàêèì ÷èíîì,
îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ìà-
òðèöi S ∈ Rn×n :[

Q−X(T )S

]
·
[
Q−X(T )S

]+
= In. (4)

Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ (4) ìà¹ äiéñíèé
ðîçâ'ÿçîê S, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ íîðìàëüíà
ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ îäíîðiäíî¨ ÷àñòè-
íè ñèñòåìè (1) ç iìïóëüñíèì âïëèâîì (3):

X(t) =
X0(t), t ∈ [0, τ [,

X0(t)(In + S), t ∈ [τ, T ].

Ìàòðèöi X(t) âiäïîâiäà¹ íå ìåíø íiæ îäèí
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2), (3)

z(t, c) = K
[
f(s)

]
(t)−X(t)Q+ℓK

[
f(s)

]
(·).

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåí-
íÿ.

Òåîðåìà. ßêùî çàäà÷à ïðî çíàõîäæåí-
íÿ T -ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ z(t) ∈ C1[0, T ]
ñèñòåìè (1) íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíà i ðiâ-
íÿííÿ (4) ìà¹ äiéñíèé êîðiíü S ∈ Rn×n, òî
äëÿ äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t) ó
ïðîñòîði

z(t) ∈ C1

{
[0, T ] \ {τ}

I

}
iñíó¹ íå ìåíø íiæ îäèí ðîçâ'ÿçîê

z(t) = G
[
f(s)

]
(t)

êðàéîâî¨ çàäà÷i ç ïåðiîäè÷íîþ êðàéîâîþ óìî-
âîþ òà iìïóëüñíèì âïëèâîì (1), (2), (3), äå
S = S, µ := 0,

G
[
f(s)

]
(t) :=

= K
[
f(s)

]
(t)−X(t)Q+ℓK

[
f(s)

]
(·)

� óçàãàëüíåíèé îïåðàòîð Ãðiíà çàäà÷i ïðî
ðåãóëÿðèçàöiþ T -ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñè-
ñòåìè (1) çà äîïîìîãîþ iìïóëüñíîãî âïëèâó
(3).

Ó çàëåæíîñòi âiä ìàòðèöi S iìïóëüñíèé
âïëèâ (3) çà óìîâè

det

(
In + S

)
̸= 0

� íåâèðîäæåíèé [1,5], àáî æ âèðîäæåíèé [8,
9]:

det

(
In + S

)
= 0.

Ïðèêëàä Óìîâè äîâåäåíî¨ òåîðåìè âè-
êîíóþòüñÿ ó âèïàäêó 2π-ïåðiîäè÷íî¨ çàäà-
÷i äëÿ ñèñòåìè (1), ÿêà äëÿ äîâiëüíî¨ íå-
ïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ ó
êëàñi z(t) ∈ C1[0; 2π]; â òîé æå ÷àñ ó êëàñi
ôóíêöié

z(t) ∈ C1

{
[0, 2π] \ {τ}

I

}
, τ := π

êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ñèñòåìè ç ïåðiîäè÷íîþ
êðàéîâîþ óìîâîþ òà iìïóëüñíèì âïëèâîì

dz/dt = Az + f(t), t ̸= τ, ℓz(·) = 0,

∆z(τ) = Sz(τ − 0) (5)

ðîçâ'ÿçíà äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨
f(t). Òóò

A(t) =

 1 0 0
0 0 1
0 −1 0

 .
Ñïðàâäi, ó âèïàäêó êðàéîâî¨ çàäà÷i

äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (5) ç 2π-
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ïåðiîäè÷íîþ óìîâîþ òà iìïóëüñíèì âïëè-
âîì ðiâíÿííÿ (4) ìà¹ äiéñíèé ðîçâ'ÿçîê

S =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ,
ÿêîìó âiäïîâiäà¹ íîðìàëüíà (X(π− 0) = I3)
ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ îäíîðiäíî¨ ÷àñòè-
íè ñèñòåìè (5) ç âèðîäæåíèì (det(I3 + S) =
0) iìïóëüñíèì âïëèâîì:

X(t) =

et−π 0 0
0 − cos t− sin t
0 sin t− cos t

 , t ∈ [0, τ [,

 et−π 0 et−π

− sin t−2 cos t− sin t
− cos t 2 sin t− cos t

 ,t ∈ [τ, T ].

Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t) òà
çíàéäåíî¨ ìàòðèöi X(t) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-
çîê êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñè-
ñòåìè (5) ç 2π-ïåðiîäè÷íîþ óìîâîþ òà iì-
ïóëüñíèì âïëèâîì. Çîêðåìà, äëÿ ôóíêöi¨

f(t) =

 0
0

sin t


2π-ïåðiîäè÷íà çàäà÷à äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨
ñèñòåìè (5) íåðîçâ'ÿçíà, â òîé æå ÷àñ ðå-
ãóëÿðèçîâàíà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ äèôåðåí-
öiàëüíî¨ ñèñòåìè (5) ç 2π-ïåðiîäè÷íîþ óìî-
âîþ òà âèðîäæåíèì iìïóëüñíèì âïëèâîì
ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

G
[
f(s)

]
(t) =

1

2

 0
3π cos t− t cos t+ sin t

−3π sin t+ t sin t

 ,
t ∈ [0, τ [,

G
[
f(s)

]
(t) =

1

2

 0
5π cos t− t cos t+ sin t

−5π sin t+ t sin t

 ,
t ∈ [τ, T ].

Ðiâíÿííÿ (4) ìà¹ òàêîæ äiéñíèé ðîçâ'ÿçîê

S1 =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0



, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ íîðìàëüíà (X1(π − 0) =
I3) ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ îäíîðiäíî¨ ÷à-
ñòèíè ñèñòåìè (5) ç íåâèðîäæåíèì (det(I3 +
S1) ̸= 0) iìïóëüñíèì âïëèâîì:

X1(t) =

 et−π 0 0
0 − cos t − sin t
0 sin t − cos t

 , t ∈ [0, π[;

äëÿ t ∈ [π, 2π] :

X1(t) =

 et−π et−π 0
− sin t − cos t − sin t− cos t
− cos t sin t sin t− cos t

 .
Äëÿ òi¹¨ æ ôóíêöi¨ f(t) ðåãóëÿðèçîâàíà êðà-
éîâà çàäà÷à äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü (5) ç 2π-ïåðiîäè÷íîþ óìîâîþ òà âè-
ðîäæåíèì iìïóëüñíèì âïëèâîì ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê; äëÿ t ∈ [0, π[:

G
[
f(s)

]
(t) =

1

2

 0
(2π + 1) sin t+ (π − t) cos t

2π cos t− (π − t) sin t

 ;

äëÿ t ∈ [π, 2π] :

G
[
f(s)

]
(t) =

=
1

2

 0
3π cos t− t cos t+ (2π + 1) sin t

2π cos t+ (t− 3π) sin t

 .
Çãiäíî òðàäèöiéíî¨ êëàñèôiêàöi¨ êðàéîâèõ
çàäà÷ [1] ðåãóëÿðèçîâàíà êðàéîâà çàäà÷à
äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (5) ç 2π-
ïåðiîäè÷íîþ óìîâîþ òà iìïóëüñíèì âïëè-
âîì ¹ íåêðèòè÷íîþ. Äiéñíî, äëÿ ìàòðèöi
S = S ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü PQ∗ = 0, äå

Q =

 e−π − eπ 0 1
0 1 0

−eπ 0 0

 .
Òàê ñàìî, äëÿ ìàòðèöi S = S1 ìà¹ ìiñöå ðiâ-
íiñòü PQ∗

1
= 0, äå

Q1 =

 e−π − eπ 1 0
0 0 1

−eπ 0 0

 ,
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îòæå, ðåãóëÿðèçîâàíà êðàéîâà çàäà÷à
äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (5) ç 2π-
ïåðiîäè÷íîþ óìîâîþ òà iìïóëüñíèì âïëè-
âîì ¹ íåêðèòè÷íîþ.

Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî, ùî ïîáóäîâà-
íà íàìè ìàòðèöÿ S, à îòæå i óìîâà ðåãóëÿ-
ðèçàöi¨ ëiíiéíî¨ ïåðiîäè÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i
çà äîïîìîãîþ iìïóëüñíîãî âïëèâó PQ∗ = 0,
íå çàëåæàòü âiä âèáîðó äîâiëüíî¨ íåïåðåðâ-
íî¨ ôóíêöi¨ f(t) íà âiäìiíó âiä ñõåìè, çàïðî-
ïîíîâàíî¨ â ìîíîãðàôi¨ [1].
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