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ÌIØÀÍI ÇÀÄÀ×I ÄËß ÀÍIÇÎÒÐÎÏÍÈÕ ÅËIÏÒÈ×ÍÎ-ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÈÕ
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Ðîçãëÿíóòî åëiïòè÷íî-ïàðàáîëi÷íi àíiçîòðîïíi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó â íåîáìåæåíèõ
îáëàñòÿõ. Âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìiøàíèõ çàäà÷
äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü i îöiíêè öèõ ðîçâ'ÿçêiâ çà âiäñóòíîñòi áóäü-ÿêèõ îáìåæåíü íà çðîñòàííÿ
âèõiäíèõ äàíèõ òà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ íà íåñêií÷åííîñòi.

The present paper is devoted to elliptic-parabolic anisotropic second order equations in
unbounded domains. We establish conditions for the existence and uniqueness of generalized soluti-
ons of initial-boundary value problems and estimate the solutions without any restrictions on the
growth of the data-in and the behavior of the solutions at in�nity.

Âñòóï. ßê äîáðå âiäîìî, êðàéîâi çàäà÷i
äëÿ ëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ i ïàðàáîëi÷íèõ ðiâ-
íÿíü â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ ¹ êîðåêòíèìè,
ÿêùî íà ¨õíi ðîçâ'ÿçêè òà âèõiäíi äàíi äîäàò-
êîâî äî êðàéîâèõ óìîâ íàêëàäåíi ïåâíi îáìå-
æåííÿ íà çðîñòàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi. Òàêà
æ ñèòóàöiÿ ç êðàéîâèìè çàäà÷àìè â íåîáìå-
æåíèõ îáëàñòÿõ i äëÿ íåëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ
òà ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç ïåâíèõ êëàñiâ.
Ïðîòå ¹ ðiâíÿííÿ, êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ÿêèõ
îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíi áåç áóäü-ÿêèõ óìîâ íà
íåñêií÷åííîñòi. Ó [1] âïåðøå îòðèìàíî òà-
êèé ðåçóëüòàò äëÿ íàéïðîñòiøèõ ïiâëiíiéíèõ
åëiïòè÷íèõ òà ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü. Çãîäîì
íîâi êëàñè ðiâíÿíü ç òàêèì åôåêòîì îòðèìà-
íî â áàãàòüîõ ïðàöÿõ, ñåðåä ÿêèõ [2]�[7].

Òóò ìè âïåðøå âèâ÷à¹ìî ïðîáëåìó iñíó-
âàííÿ òà ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
ìiøàíèõ çàäà÷i äëÿ íåëiíiéíèõ àíiçîòðî-
ïíèõ åëiïòè÷íî-ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðó-
ãîãî ïîðÿäêó â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ áåç
óìîâ íà íåñêií÷åííîñòi. Âiäìiòèìî, ùî íåëi-
íiéíi åëiïòè÷íî-ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ äîñëi-
äæóâàëè â áàãàòüîõ ïðàöÿõ, ñåðåä ÿêèõ [8],
[9].

Ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ÷àñòèí: â ïåð-
øié ÷àñòèíi ôîðìóëþ¹òüñÿ çàäà÷à i îñíîâ-
íèé ðåçóëüòàò, â äðóãié íàâåäåíî äîïîìi-
æíi òâåðäæåííÿ, à â òðåòié � îá ðóíòóâàííÿ
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó.
1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i é îñíîâ-

íîãî ðåçóëüòàòó. Íåõàé Ω � íåîáìåæåíà

îáëàñòü â ïðîñòîði Rn (n ∈ N), åëåìåíòàìè
ÿêîãî ¹ âïîðÿäêîâàíi íàáîðè äiéñíèõ ÷èñåë
x = (x1, . . . , xn) i íà ÿêîìó ââåäåíà íîðìà
|x| = (x21 + . . .+ x2n)

1/2. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ìå-
æà ∂Ω îáëàñòi Ω ¹ êóñêîâî-ãëàäêîþ ïîâåðõ-
íåþ i ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, äå Γ0 � çàìèêàííÿ âiä-
êðèòî¨ ìíîæèíè íà ∂Ω (çîêðåìà, Γ0 ìîæå
áóòè ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ àáî çáiãàòèñÿ ç
∂Ω), Γ1 := ∂Ω \ Γ0. ×åðåç ν = (ν1, ..., νn)
ïîçíà÷èìî îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ äî
∂Ω íîðìàëi. Íåõàé T > 0 � ÿêå-íåáóäü ôi-
êñîâàíå ÷èñëî. Ïðèéìåìî Q := Ω × (0, T ),
Σ0 := Γ0 × (0, T ), Σ1 := Γ1 × (0, T ).

Íåõàé b � ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷åíà íà Ω,
ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â R i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
(B) : b � íåâiä'¹ìíà, âèìiðíà òà îáìåæåíà íà
êîæíié îáìåæåíié ïiäìíîæèíi Ω, ïðè÷îìó
ìíîæèíà Ω0 := {x ∈ Ω

∣∣ b(x) > 0} � îáëàñòü
â Rn.

Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó: çíàéòè ôóíêöiþ u :
Q → R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi)
ðiâíÿííÿ

(b(x)u)t −
n∑
i=1

d

dxi
ai(x, t, u,∇u)+

+a0(x, t, u,∇u) = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

êðàéîâi óìîâè

u
∣∣∣
Σ0

= 0,
∂u

∂νa

∣∣∣
Σ1

= 0 (2)
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òà ïî÷àòêîâó óìîâó

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω0. (3)

Òóò aj(x, t, s, ξ), (x, t, s, ξ) ∈ Q × R1+n (j =
0, n), f(x, t), (x, t) ∈ Q, u0(x), x ∈ Ω, �
çàäàíi äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨, ïðî ÿêi òî÷íi-
øå áóäå ñêàçàíî ïiçíiøå, à ∂u(y, t)/∂νa :=
n∑
i=1

ai(y, t, u,∇u) νi(y), (y, t) ∈ Σ1, � ïîõi-

äíà ïî "êîíîðìàëi ". Ðiâíÿííÿ (1) íàçèâà¹-
ìî åëiïòè÷íî-ïàðàáîëi÷íèì, îñêiëüêè ïðè-
ïóñêà¹ìî, ùî ðiâíiñòü b = 0 ìîæå âèêîíó-
âàòèñÿ íà ïiäìíîæèíi Ω íåíóëüîâî¨ ìiðè, à
ïðîñòîðîâà ÷àñòèíà äèôåðåíöiàëüíîãî âèðà-
çó â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (1) ¹ åëiïòè÷íîþ.
Äàëi ñôîðìóëüîâàíó âèùå çàäà÷ó êîðîòêî
íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ (1)�(3).

Ââåäåìî ùå äåÿêi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé G
� äîâiëüíà íåîáìåæåíà îáëàñòü â Rm, äå
m = n àáî m = n + 1, à Bd(G) � ìíîæè-
íà îáìåæåíèõ ïiäîáëàñòåé îáëàñòi G. Äëÿ
áóäü-ÿêîãî r ∈ [1,∞] ÷åðåç Lr, loc(G) ïîçíà-
÷àòèìåìî ëiíiéíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðî-
ñòið âèçíà÷åíèõ íà G i âèìiðíèõ ôóíêöié,
çâóæåííÿ ÿêèõ íà äîâiëüíó îáëàñòü G′ ∈
Bd(G) íàëåæèòü Lr(G

′), ç òîïîëîãi¹þ, ùî
ïîðîäæåíà ñèñòåìîþ ïiâíîðì: {∥ · ∥Lr(G′) |
G′ ∈ Bd(G)}. Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{vl}∞l=1 ñèëüíî (âiäïîâiäíî, ñëàáêî) çáiãà¹-
òüñÿ äî v â Lr, loc(G), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨
G′ ∈ Bd(G) ïîñëiäîâíiñòü {vl|G′}∞l=1 çáiãà-
¹òüñÿ äî v|G′ ñèëüíî (âiäïîâiäíî, ñëàáêî) â
Lr(G

′).

Íåõàé p = (p0, . . . , pn) � âïîðÿäêîâàíèé
íàáið äiéñíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âó
(P) : p0 ≥ 2, pi > 1 (i = 1, n).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç p′ = (p0

′, . . . , pn
′) âïîðÿä-

êîâàíèé íàáið äiéñíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêèõ ïðà-
âèëüíi ðiâíîñòi 1/pj + 1/pj

′ = 1 (j = 0, n).
Ïiä W 1

p,loc(Ω) ðîçóìiòèìåìî ëiíiéíèé ëî-
êàëüíî îïóêëèé ïðîñòið ôóíêöié v ∈
Lp0,loc(Q) òàêèõ, ùî vxi ∈ Lpi, loc(Q) (i =
1, n), iç ñèñòåìîþ ïiâíîðì:

{
∥v∥Lp0 (Ω′) +

n∑
i=1

∥vxi∥Lpi (Ω′) | Ω′ ∈ Bd(Ω)
}
. Ïîçíà÷è-

ìî ÷åðåç W 1
p,loc(Ω,Γ0) çàìèêàííÿ ïðîñòîðó

C1(Ω,Γ0) :=
{
v ∈ C1(Ω)

∣∣ v|Γ0 = 0
}
â ïðîñòî-

ði W 1
p,loc(Ω). Íåõàé W 1

p,c(Ω,Γ0) � ïiäïðîñòið
ïðîñòîðó W 1

p,loc(Ω,Γ0), ñêëàäåíèé ç ôóíêöié
ç îáìåæåíèìè íîñiÿìè.

Íåõàé W 1,0
p,loc(Q,Σ0) := {w : (0, T ) →

W 1
p,loc(Ω,Γ0)

∣∣w ∈ Lp0,loc(Q), wxi ∈
Lpi, loc(Q) (i = 1, n)} � ëiíiéíèé ëî-
êàëüíî îïóêëèé ïðîñòið ôóíêöié iç
ñèñòåìîþ ïiâíîðì:

{
∥w∥Lp0 (Ω′×(0,T )) +∑n

i=1 ∥wxi∥Lpi (Ω′×(0,T ))

∣∣ Ω′ ∈ Bd(Ω)
}
.

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ b̃ : Ω → R, ïðèéíÿâ-
øè b̃(x) := b(x), ÿêùî x ∈ Ω0, i b̃(x) := 1,
ÿêùî x ∈ Ω \ Ω0. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ Ω′ ∈ Bd(Ω)
÷åðåç Hb(Ω′) ïîçíà÷èìî ëiíiéíèé ïiâíîðìî-
âàíèé ïðîñòið ôóíêöié w : Ω′ → R òàêèõ,
ùî w = b̃−1/2v, äå v ∈ L2(Ω

′), ç ïiâíîðìîþ

∥w∥Hb(Ω′) :=
( ∫

Ω′ b(x)|w(x)|2 dx
)1/2

, à ÷åðåç
Hb

loc(Ω) � ëiíiéíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðî-
ñòið, ñêëàäåíèé ç âèìiðíèõ ôóíêöié w : Ω →
R, çâóæåííÿ ÿêèõ íà äîâiëüíó Ω′ ∈ Bd(Ω)
íàëåæèòü Hb(Ω′), ç òîïîëîãi¹þ, çàäàíîþ ñè-
ñòåìîþ ïiâíîðì: {∥ · ∥Hb(Ω′)

∣∣Ω′ ∈ Bd(Ω)}.
Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðîñòið Hb

loc(Ω) ¹
ïîïîâíåííÿì ïðîñòîðó W 1

p,loc(Ω,Γ0) i, ÿêùî
b(x) ≥ b0 = const > 0 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω,
òî Hb

loc(Ω) = L2,loc(Ω).

Íåõàé C([0, T ];Hb(Ω′)), äå Ω′ ∈ Bd(Ω),
� ëiíiéíèé ïiâíîðìîâàíèé ïðîñòið , ñêëà-
äåíèé ç ôóíêöié h : [0, T ] → Hb(Ω′) òàêèõ,
ùî b1/2w ∈ C([0, T ];L2(Ω

′)), ç ïiâíîðìîþ
∥h∥C([0,T ];Hb(Ω′)) := max

t∈[0,T ]
∥h(·, t)∥Hb(Ω′) ≡

max
t∈[0,T ]

∥b1/2(·)h(·, t)∥L2(Ω′). ×åðåç

C([0, T ];Hb
loc(Ω)) ïîçíà÷èìî ëiíiéíèé

ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið ôóíêöié
h : [0, T ] → Hb

loc(Ω) òàêèõ, ùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ Ω′ ∈ Bd(Ω) ôóíêöiÿ t → h(·, t)|Ω′

íàëåæèòü ïðîñòîðó C([0, T ];Hb(Ω′)), ç òî-
ïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ ïiâíîðì:
{∥h∥C([0,T ];Hb(Ω′))∥Hb(Ω′)

∣∣Ω′ ∈ Bd(Ω)}.
Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî w ∈ W 1,0

p,loc(Q,Σ0), òî
äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ [0, T ] ìà¹ìî w(·, t) ∈
Hb

loc(Ω). Ââåäåìî ëiíiéíèé ëîêàëüíî îïóêëèé
ïðîñòið

U b
p,loc := W 1,0

p,loc(Q,Σ0) ∩ C([0, T ];Hb
loc(Ω)).
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Ïiä Ap ðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó âïîðÿä-
êîâàíèõ íàáîðiâ ôóíêöié (a0, a1, . . . , an) òà-
êèõ, ùî äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1, . . . , n} ôóí-
êöiÿ ai(x, t, s, ξ), (x, t, s, ξ) ∈ Q× R× Rn, çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâè:

(A1): ai ¹ äiéñíîçíà÷íîþ òà êàðàòåîäî-
ðiâñüêîþ, òîáòî äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q
ôóíêöiÿ ai(x, t, ·, ·) : R1+n ≡ R × Rn → R
� íåïåðåðâíà i äëÿ áóäü-ÿêèõ (s, ξ) ∈ R1+n

ôóíêöiÿ ai(·, ·, s, ξ) : Q → R � âèìiðíà;
ai(x, t, 0, 0) = 0 äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q;

(A2): äëÿ áóäü-ÿêèõ (s, ξ) ∈ R1+n i ìàéæå
âñiõ (x, t) ∈ Q âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ai(x, t, s, ξ)| ≤ h1,i(x, t)
(
|s|p0/pi′+

+
n∑
j=1

|ξj|pj/pi
′)
+ h2,i(x, t),

äå h1,i ∈ L∞,loc(Q), h2,i ∈ Lpi′,loc(Q), 1/pi +
1/pi

′ = 1.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé b i p çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâè, âiäïîâiäíî, (B) òà (P),
(a0, a1, ..., an) ∈ Ap, u0 ∈ Hb

loc(Ω) i f ∈
Lp0′,loc(Q). Ñêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ u ∈ U b

p,loc

¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)�(3),
ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3) òà iíòå-
ãðàëüíó ðiâíiñòü∫∫
Q

{ n∑
i=1

ai(x, t, u,∇u)ψxiφ+a0(x, t, u,∇u)ψφ

−b(x)uψφ′
}
dxdt =

∫∫
Q

fψφ dxdt (4)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ψ ∈ W 1
p,c(Ω,Γ0), φ ∈

C1
0(0, T ).
Âiäìiòèìî, ùî òóò i äàëi ïiä C1

0(0, T ) ðî-
çóìi¹ìî ïðîñòið íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâ-
íèõ íà (0, T ) ôóíêöié, ÿêi ìàþòü êîìïà-
êòíèé â (0, T ) íîñié. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî
ÿêùî u � óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
(1)�(3), òî óìîâà (3) ¹ ðiâíîñèëüíà óìîâi:
∥u(·, 0) − u0(·)∥Hb(Ω′) = 0 äëÿ êîæíî¨ Ω′ ∈
Bd(Ω).

Íàêëàâøè äîäàòêîâi óìîâè íà âèõiäíi äà-
íi, äîâåäåìî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i
(1)�(3).

Íåõàé k ∈ {1, . . . , n} � ÷èñëî òàêå, ùî
ìíîæèíà Ω ∩ {x ∈ Rn

∣∣x21 + . . . + x2k < R2}
îáìåæåíà äëÿ áóäü-ÿêîãî R > 0. Çîêðå-
ìà, êîëè Ω = Ω1 × Ω2, äå Ω1 � íåîáìåæå-
íà îáëàñòü â Rk, Ω2 � îáìåæåíà îáëàñòü â
Rn−k, òî k � ñàìå òå, ïðî ÿêå òiëüêè ùî ãî-
âîðèëîñÿ. Ââàæàòèìåìî, ùî 0 ∈ Ω i ïîçíà-
÷èìî äëÿ áóäü-ÿêîãî R > 0 ÷åðåç ΩR çâ'ÿ-
çíó êîìïîíåíòó ìíîæèíè Ω ∩ {x ∈ Rn

∣∣x21 +
. . . + x2k < R2}, ùî ìiñòèòü 0, i ïðèéìåìî
QR := ΩR × (0, T ).

Íåõàé α > 0 � íàéìåíøå ç ÷èñåë, äëÿ ÿêî-
ãî ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

mesn {ΩR} ≤ c1R
α äëÿ êîæíîãî R > 0,

(5)
äå mesn{G} � ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè G â Rn,
c1 > 0 � äåÿêà ñòàëà.

Äàëi âñþäè ïðèïóñêàòèìåìî, ùî p =
(p0, . . . , pn) çàäîâîëüíÿ¹ ñèëüíiøó íiæ (P)
óìîâó
(P∗): p0 ≥ 2 òà äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , k}
âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi 1 < pi ≤ 2 i pi < p0,
à äëÿ êîæíîãî i ∈ {k + 1, . . . , n} ïðàâèëüíà
íåðiâíiñòü pi > 1.

Ïiä A∗
p ðîçóìiòèìåìî ïiäìíîæèíó Ap,

åëåìåíòè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(A3): äëÿ äîâiëüíèõ (s1, ξ

1), (s2, ξ
2) ∈

R1+n òà ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q ïðàâèëüíà íå-
ðiâíiñòü

n∑
i=1

(ai(x, t, s1, ξ
1)− ai(x, t, s2, ξ

2))(ξ1i − ξ2i )+

+(a0(x, t, s1, ξ
1)− a0(x, t, s2, ξ

2))(s1 − s2) ≥
≥ K1|s1 − s2|q,

äå K1 = const > 0, 2 ≤ q ≤ p0, q > pi òà ri :=
qpi/(q − pi) > α äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , k}
(α � ñòàëà ç óìîâè (5));

(A4): äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q i áóäü-
ÿêèõ (s, ξ) ∈ R1+n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n∑
i=1

ai(x, t, s, ξ) ξi + a0(x, t, s, ξ) s ≥

≥ K2

( n∑
i=1

|ξi|pi + |s|p0
)
− h3(x, t),

äå K2 = const > 0, h3 ∈ L1,loc(Q), h3 ≥ 0;
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(A5): äëÿ áóäü-ÿêèõ (s1, ξ
1), (s2, ξ

2) ∈
R1+n i ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q ïðàâèëüíà íå-
ðiâíiñòü

k∑
i=1

|ai(x, t, s1, ξ1)− ai(x, t, s2, ξ
2)|p′i ≤

≤ K3

[ n∑
i=1

(ai(x, t, s1, ξ
1)−

−ai(x, t, s2, ξ2))(ξ1i − ξ2i )+

+(a0(x, t, s1, ξ
1)− a0(x, t, s2, ξ

2))(s1 − s2)
]
,

äå K3 = const > 0.

Çàóâàæåííÿ 1. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ
(äèâ. [5]), ùî ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè A∗

p ¹
ìíîæèíà A ′

p òèõ åëåìåíòiâ (a0, . . . , an) ç Ap,
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

(A3
′): äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n}

ai(x, t, s, ξ) ≡ ai(x, t, ξi), (x, t, s, ξ) ∈ Q ×
R1+n, i äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ Q iñíó¹ ïî-
õiäíà ∂ai(x, t, ξi)/∂ξi, ξi ̸= 0, òà âèêîíóþòüñÿ
íåðiâíîñòi

Ai|ξi|pi−2 ≤ ∂ai(x, t, ξi)/∂ξi ≤ Ãi|ξi|pi−2, ξi ̸= 0,

ÿêùî i ∈ {1, . . . , k}, à ÿêùî i ∈ {k+1, . . . , n},
òî

∂ai(x, ξi)/∂ξi ≥ Ai|ξi|pi−2, ξi ̸= 0,

|ai(x, ξi)| ≤ Ãi|ξi|p i−1 + hi(x, t), ξi ∈ R,

äå Ai > 0, Ãi > 0 � ñòàëi, hi ∈ Lpi′,loc(Q);
(A4

′): a0(x, t, s, ξ) ≡ a0(x, t, s),
(x, t, s, ξ) ∈ Q × R1+n, i äëÿ ìàéæå âñiõ
(x, t) ∈ Q iñíó¹ ïîõiäíà ∂a0(x, s)/∂s, s ̸= 0,
òà âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

∂a0(x, t, s)/∂s ≥ A0|s|p0−2 + A′
0, s ̸= 0,

|a0(x, t, s)| ≤ Ã0|s|p0−1 + h0(x, t), s ∈ R,

äå h0 � ôóíêöiÿ ç Lp0′,loc(Ω), à A0, Ã0 � äî-
äàòíi ñòàëi, A′

0 � íåâiä'¹ìíà ñòàëà, ïðè÷î-
ìó A′

0 = 0 òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè
p0pi/(p0 − pi) > α (α � ñòàëà ç óìîâè (5)).

Ïðèêëàäîì åëåìåíòà ç A′
p ¹ íàáið ôóí-

êöié (ã0(x, t) |s|p0−2 s, ã1(x, t) |ξ1|p1−2 ξ1, . . . ,
ãn(x, t) |ξn|pn−2 ξn), äå ãi ∈ L∞(Q) � äîäàòíi i

âiääiëåíi âiä íóëÿ ôóíêöi¨. Òîäi ðiâíÿííÿ (1)
íàáóäå âèãëÿäó

(b(x)u)t −
n∑
i=1

(
ãi(x, t)

∣∣uxi∣∣pi−2
uxi
)
xi
+

+ã0(x, t)|u|p0−2u = f(x, t), (x, t) ∈ Q. (6)

�
Çàóâàæåííÿ 2. Iíøîþ ïiäìíîæèíîþ

ìíîæèíè A∗
p ¹ ìíîæèíà A′′

p (äèâ. [5]) òèõ åëå-
ìåíòiâ (a0, . . . , an) ç Ap ïðè p1 = . . . = pk = 2,
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (A4) òà óìîâè

(A3
′′): äëÿ áóäü-ÿêèõ (s1, ξ

1), (s2, ξ
2) ∈

R1+n òà ì.â. (x, t) ∈ Q i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü

k∑
i=1

|ai(x, t, s1, ξ1)− ai(x, t, s2, ξ
2)| ≤

≤ D1

k∑
i=1

|ξ1i − ξ2i | + D2 |s1 − s2|,

äå D1, D2 � íåâiä'¹ìíi ñòàëi;
(A4

′′): äëÿ áóäü-ÿêèõ (s1, ξ
1), (s2, ξ

2) ∈
R1+n òà ì.â. (x, t) ∈ Q âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü
n∑
j=1

(ai(x, t, s1, ξ
1)− ai(x, t, s2, ξ

2))(ξ1i − ξ2i )+

+(a0(x, t, s1, ξ
1)− a0(x, t, s2, ξ

2))(s1 − s2) ≥

≥ K4

k∑
i=1

|ξ1i−ξ2i |2+K5 |s1−s2|2+K6 |s1−s2|p0 ,

äå K4 > 0, K5 ≥ 0, K6 > 0 � ñòàëi, ïðè÷îìó
K5 = 0 òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè D2 =
0 òà p0pi/(p0 − pi) > α (α � ñòàëà ç óìîâè
(5)).

Ïðèêëàäîì ðiâíÿíü âèãëÿäó (1), äëÿ ÿêî-
ãî êîåôiöi¹íòè (a0, . . . , an) íàëåæàòü êëàñó
A′′
p, ¹ ðiâíÿííÿ

(b(x)u)t −
k∑

i,j=1

(
âij(x, t)uxj

)
xi
+

+
n∑

i=k+1

(
âi(x, t)|uxi|pi−2uxi

)
xi
+
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+â∗(x, t)u+ â0(x, t)|u|p0−2u = f(x, t), (7)

(x, t) ∈ Q, äå âij (i, j = 1, k) � îáìåæåíi ôóí-
êöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó: iñíó¹ ÷èñëî

λ > 0 òàêå, ùî
k∑

i,j=1

âij(x, t)ξiξj ≥ λ
∑k

i=1 ξ
2
i

áóäü-ÿêèõ ξi ∈ R (i = 1, k) òà ì.â. (x, t) ∈
Q. �
Òåîðåìà. Íåõàé b i p çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè, âiäïîâiäíî, (B) òà (P∗),
(a0, a1, ..., an) ∈ A∗

p, u0 ∈ Hb
loc(Ω) i f ∈

Lp0′,loc(Q). Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)�(3), ïðè÷îìó äëÿ áóäü-
ÿêèõ R,R0òàêèõ, ùî R > R0 > 0, R ≥ 1,
âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

max
t∈[0,T ]

∫
ΩR0

b(x)|u(x, t)|2 dx+

+

∫∫
QR0

[ n∑
i=1

|uxi(x, t)|pi + |u(x, t)|p0
]
dxdt ≤

≤ C1

(
R/(R−R0)

)s{
Rα−θ+

+

∫
ΩR

b(x)|u0(x)|2 dx+
∫∫
QR

|f(x, t)|p0′ dxdt+

+

∫∫
QR

h3(x, t) dxdt
}
, (8)

äå s := max
1≤ i≤ k

ri, θ := min
1≤i≤k

ri, C1 � ñòà-

ëà, ÿêà çàëåæàòü òiëüêè âiäK1, K2, K3, c1,
ri (i = 1, k), q (÷èñëà ri (i = 1, k) � âèçíà÷åíi
â óìîâi (A3)).

2. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.
Òóò íàâåäåìî ïîòðiáíi íàì äëÿ îá ðóíòó-

âàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó äîïîìiæíi òâåð-
äæåííÿ.
Ëåìà 1. Íåõàé b çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (B),

à R > 0 � äîâiëüíå ôiêñîâàíå ÷èñëî. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ v ∈ W 1,0

p,loc(Q,Σ0) òà-
êà, ùî äëÿ äåÿêèõ ôóíêöié gj ∈ Lpj ′(·),loc

(
Q
)

(j = 0, n) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

T∫
0

∫
ΩR

{ n∑
i=1

giψxiφ+ g0ψφ− bvψφ′
}
dxdt = 0

(9)

äëÿ âñiõ φ ∈ C1
0(0, T ), ψ ∈

W 1
p,loc(Ω,Γ0), suppψ ⊂ ΩR.
Òîäi b1/2v ∈ C([0, T ];L2(ΩR′)) äëÿ êî-

æíîãî R′ ∈ (0, R). Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëü-
íèõ ôóíêöié χ ∈ C1([0, T ]), w ∈ C1(Ω),
suppw ⊂ ΩR, w ≥ 0 i áóäü-ÿêèõ ÷èñåë t1, t2
òàêèõ, ùî 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

χ(t)

∫
ΩR

b(x)|v(x, t)|2w(x) dx
∣∣∣t=t2
t=t1

−

−
t2∫
t1

∫
ΩR

b(x)|v(x, t)|2w(x)χ′(t) dxdt+

+2

t2∫
t1

∫
ΩR

{ n∑
i=1

gi(vw)xi + g0vw
}
χdxdt = 0.

(10)

Öå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî,
ÿê ëåìà 1 ïðàöi [4].
Ëåìà 2. Íåõàé a ∈ A∗

p i äëÿ êîæíîãî l ∈
{1, 2} ôóíêöi¨ ul ∈ Ub

p,loc, fl ∈ Lp0′,loc(Q) òà-
êi, ùî äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà R > 1 âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü (4) ç u = ul i f = fl äëÿ áóäü-ÿêèõ
ψ ∈ W 1

p,c(Ω,Γ0), suppψ ⊂ ΩR, φ ∈ C1
0(0, T ).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà R0 ∈ (0, R) ïðà-
âèëüíà íåðiâíiñòü

max
t∈[0,T ]

∫
ΩR0

b(x)|u1(x, t)− u2(x, t)|2 dx+

+

∫∫
QR0

[ n∑
i=1

(
ai(x, t, u1,∇u1)−

−ai(x, t, u2,∇u2)
)(
u1,xi − u2,xi

)
+

+
(
a0(x, t, u1,∇u1)−a0(x, t, u2,∇u2)

)(
u1−u2

)
+

+|u1(x)− u2(x)|q
]
dxdt ≤

≤ C2

( R

R−R0

)s{
Rα−θ+

+

∫
ΩR

b(x)|u1(x, 0)− u2(x, 0)|2 dx+
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+

∫∫
QR

|f1(x, t)− f2(x, t)|q
′
dxdt

}
, (11)

äå s, θ � òàêi æ ÿê â òåîðåìi 1, a C2 �
äîäàòía ñòàëa, ÿêa çàëåæèòü òiëüêè âiä
K1, K3, c1, ri (i = 1, k), q.

Òóò i äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åí-
íÿ aj(ul)(x, t) := aj(x, t, ul(x, t),∇ul(x, t)),
(x, t) ∈ Q, j = 0, n, l = 1, 2,.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2. Ââåäåìî â ðîçãëÿä
"çðiçàþ÷ó" ôóíêöiþ

ζ(x′) =

{
(R2 − |x′|2)/R, |x′| < R,

0, |x′| ≥ R,

äå x′ = (x1, . . . , xk), |x′| = (x21 + . . .+ x2k)
1/2.

Äëÿ çàäàíèõ ψ ∈ W 1
p,c(Ω,Γ0), supp ψ ⊂

ΩR, φ ∈ C1
0(0, T ) ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü (4) ïðè

u = u1, f = f1 òà öþ æ ðiâíiñòü ïðè u =
u2, f = f2 i âiäíiìåìî öi ðiâíîñòi. Ó ïiäñóì-
êó, ïðèéíÿâøè u12(x, t) := u1(x, t) − u2(x, t),
f12(x, t) := f1(x, t) − f2(x, t), aj,12(x, t) :=
aj(u1)(x, t)− aj(u2)(x, t), (x, t) ∈ Q, j = 0, n,
îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü, äî ÿêî¨ çàñòîñó¹ìî ëå-
ìó 1 ç v = u12, g0 := a0,12 − f12, gi = ai,12
(i = 1, n), w = ζs, s := max

1≤i≤k
ri, χ = 1, t1 = 0,

t2 = τ ∈ (0, T ] � äîâiëüíå ÷èñëî. Âíàñëiäîê
ïðîñòèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü∫

ΩR

b(x)|u12(x, τ)|2ζs(x)dx+

+2

∫∫
QτR

{ n∑
i=1

ai,12(u12)xi + a0,12u12

}
ζs dxdt =

=

∫
ΩR

b(x)|u12(x, 0)|2ζs(x)dx−

−2s

∫∫
QτR

( k∑
i=1

ai,12 ζxi

)
u12 ζ

s−1 dxdt+

+2

∫∫
QτR

f12 u12 ζ
s dxdt, (12)

äå Qτ
R := ΩR × (0, τ).

Çðîáèìî âiäïîâiäíi îöiíêè iíòåãðàëiâ ðiâ-
íîñòi (12). Çà óìîâîþ (A3) ìà¹ìî∫∫

QτR

{ n∑
i=1

ai,12(u12)xi + a0,12 u12

}
ζsdxdt ≥

≥ K1

∫∫
QτR

|u12|q ζsdxdt. (13)

Äàëi íàì áóäóòü ïîòðiáíi òàêi äâi íåðiâ-
íîñòi:

a c ≤ ε|a|ν + ε1−ν
′ |c| ν′ ,

a, c ∈ R, ν > 1, 1/ν + 1/ν ′ = 1, ε > 0, (14)

(öÿ íåðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì ñòàíäàðòíî¨ íå-
ðiâíîñòi Þíãà: a c ≤ |a|ν/ν + |c|ν′/ν ′) òà

a c d ≤ ε|a|ν1 + ε|c|ν2 + ε1−ν3 |d|ν3 ,

a, c, d ∈ R, ν1 > 1, ν2 > 1, ν3 > 1,

1/ν1 + 1/ν2 + 1/ν3 = 1, ε > 0, (15)

(öÿ íåðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì ñòàíäàðòíî¨ íå-
ðiâíîñòi Þíãà: a c d ≤ |a|ν1/ν1 + |c|ν2/ν2 +
|d|ν3/ν3).

Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (15), âðàõóâàâøè
îöiíêó |ζxi(x′)| ≤ 2 (x′ ∈ Rk, i = 1, k), òà
âçÿâøè a = −ai,12ζs/pi

′
, c = u12ζ

s/q, d =
ζs/ri−1ζxi , ε = ε1, îòðèìà¹ìî

−2s

∫∫
QτR

( k∑
i=1

ai,12 ζxi

)
u12 ζ

s−1 dxdt ≤

≤ 2sε1

∫∫
QτR

k∑
i=1

|ai,12|pi
′
ζs dxdt+

+2skε1

∫∫
QτR

|u12|qζs dxdt+

+2ri+1sε1−ri1

∫∫
QτR

k∑
i=1

ζ s−ri dxdt, (16)

äå ε1 > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî.
Çãiäíî ç óìîâîþ (A5) ìà¹ìî∫∫

QτR

k∑
i=1

|ai,12|pi
′
ζs dxdt ≤
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≤ K3

∫∫
QτR

{ n∑
i=1

ai,12 (u12)xi+a0,12 u12

}
ζs dxdt.

(17)
Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (14), âèáðàâøè a =

u12ζ
s/ν , c = f12ζ

s/ν′ , ν = q (ν ′ = q′ := q/(q −
1)), ε = ε2 > 0, îäåðæó¹ìî∣∣∣ ∫∫

QτR

f12u12ζ
sdxdt

∣∣∣ ≤ ε2

∫∫
QτR

|u12|qζs dxdt+

+ε
−1/(q−1)
2

∫∫
QτR

|f12|q
′
ζs dxdt, (18)

äå ε2 > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî.
Ç (12) íà ïiäñòàâi (20), (16)-(18) çà äîñòà-

òíüî ìàëèõ çíà÷åíü ε1 i ε2 îòðèìà¹ìî∫
ΩR

b(x)|u12(x, τ)|2ζs(x)dx+

+

∫∫
QτR

{ n∑
i=1

ai,12(u12)xi+

+a0,12 u12 + |u12|q
}
ζs dxdt ≤

≤ C3

[ ∫∫
QτR

k∑
i=1

ζ s−ri dxdt+

+

∫
ΩR

b(x)|u12(x, 0)|2ζs(x)dx+

+

∫∫
QτR

|f12|q
′
ζs dxdt

]
, (19)

äå C3 � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëü-
êè âiä K1, K3, ri (i = 1, k), q, à τ ∈ [0, T ] �
äîâiëüíå ÷èñëî.

Çàóâàæèìî, ùî 0 ≤ ζ(x′) ≤ R, êîëè x′ ∈
Rk, ζ(x′) ≥ R − R0 ïðè |x′| ≤ R0, äå R0 ∈
(0, R) � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Âðàõîâóþ÷è öå, à
òàêîæ óìîâó (5) òà òå, ùî R ≥ 1, ç (19) ëåãêî
îòðèìà¹ìî ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �
Íàñëiäîê 1. Íåõàé a ∈ A∗

p i ôóíêöi¨
ũ ∈ U b

p,loc, f ∈ Lp0′,loc(Ω), u0 ∈ Hb
loc(Ω) òà-

êi, ùî äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà R > 1 âèêîíó¹-
òüñÿ ðiâíiñòü (4) ç u = ũ äëÿ áóäü-ÿêèõ
ψ ∈ W 1

p,c(Ω,Γ0), suppψ ⊂ ΩR, φ ∈ C1
0(0, T ).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà R0 ∈ (0, R) ïðà-
âèëüíà íåðiâíiñòü (8) ç u = ũ.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 1. Äîâåäåííÿ öüî-
ãî òâåðäæåííÿ ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ ëåìè 2,
ÿêùî ïðèéíÿòè u1 := ũ, u2 := 0, àëå òóò òðå-
áà çàìiíèòè íåðiâíiñòü (20) íà âiäïîâiäíó íå-
ðiâíiñòü, ùî âèïëèâà¹ ç óìîâè (A4), à òàêîæ
íåðiâíiñòü (18) íà íåðiâíiñòü∣∣∣ ∫∫

QτR

fũζsdxdt
∣∣∣ ≤ ε3

∫∫
QτR

|ũ|p0ζsdxdt+

+ε
−1/(p0−1)
3

∫∫
QτR

|f |p0′ζsdxdt,

äå ε3 > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî. �
3. Äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó.
Ïåðøèé åòàï (¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó). Ïî-

êàæåìî, ùî çàäà÷à (1)-(3) ìà¹ íå áiëüøå
îäíîãî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó. Ïðèïóñòè-
ìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé u1, u2 � (ðiçíi) óçà-
ãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ çàäà÷i. Ç ëåìè 2 îòðè-
ìó¹ìî ∫∫

QR0

|u1(x, t)− u2(x, t)|q dxdt ≤

≤ C2

(
R

R−R0

)s
Rα−θ, (20)

äå R0, R � äîâiëüíi ÷èñëà òàêi, ùî 0 < R0 <
R, R ≥ 1.

Çàôiêñó¹ìî R0 > 0 i ïåðåéäåìî â (20) äî
ãðàíèöi ïðè R → +∞, âðàõóâàâøè íåðiâ-
íiñòü α − θ < 0. Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî, ùî
u1 = u2 ìàéæå ñêðiçü íà QR0 . Îñêiëüêè R0 �
äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî, òî çâiäñè îäåðæó¹-
ìî, ùî u1 = u2 ìàéæå âñþäè íà Q.

Äðóãèé åòàï (ïîáóäîâà íàáëèæåíü
ðîçâ'ÿçêó). Íåõàé Γ0,R := ∂ΩR \ Γ1,
Γ1,R := ∂ΩR \ Γ0,R äëÿ äîâiëüíîãî R > 0.
Ââåäåìî áàíàõiâ ïðîñòið W 1

p (ΩR) := {v ∈
Lp0(ΩR)

∣∣ vxi ∈ Lpi(ΩR) (i = 1, n)} ç íîðìîþ

∥v∥W 1
p (ΩR)

:=
n∑
i=1

∥vxi∥Lpi (ΩR) + ∥v∥Lp0 (ΩR).

Ïiä W 1
p (ΩR,Γ0,R) ðîçóìiòèìåìî çàìè-

êàííÿ C1(ΩR,Γ0,R) := {v ∈ C1(ΩR) |
v|Γ0,R

= 0} â W 1
p (ΩR). Ââåäåìî â ðîç-

ãëÿä òàêîæ ïðîñòið UR := {w : (0, T ) →
W 1
p (ΩR,Γ0,R) |w ∈ Lp0(QR), wxi ∈ Lpi(QR)

(i = 1, n)} ∩ C([0, T ];Hb(ΩR)) ç íîðìîþ
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∥w∥UR :=
n∑
i=1

∥wxi∥Lpi (QR) + ∥w∥Lp0 (QR) +

max
t∈[0,T ]

∥b1/2(·)w(·, t)∥L2(ΩR).

Äëÿ êîæíîãî l ∈ N ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó:
çíàéòè ôóíêöiþ ul ∈ Ul, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
ïî÷àòêîâó óìîâó

ul(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω0,l := Ω0 ∩ Ωl, (21)

òà iíòåãðàëüíó ðiâíiñòü∫∫
Ql

{ n∑
i=1

ai(x, t, ul,∇ul)ψxiφ+

+a0(x, t, ul,∇ul)ψφ− b(x)ulψφ
′
}
dxdt =

=

∫∫
Ql

fψφ dxdt (22)

äëÿ áóäü-ÿêèõ ψ ∈ W 1
p (Ωl,Γ0,l), φ ∈

C1
0(0, T ).
Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ul ∈ Ul

öi¹¨ çàäà÷i ïðîâîäèìî ìåòîäîì Ãàëüîðêiíà ç
âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ïàðàáîëi÷íî¨ ðåãóëÿ-
ðèçàöi¨. �äèíiñòü ôóíêöi¨ ul âèïëèâà¹ ç óìî-
âè (A3). Ïðîäîâæèìî ôóíêöiþ ul íóëåì íà
Q, çàëèøèâøè çà öèì ïðîäîâæåííÿì ïîçíà-
÷åííÿ ul. Î÷åâèäíî, ùî ul ∈ Ub

p,loc (l ∈ N).
Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ul}∞l=1 ìiñòèòü
ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ â ïåâíîìó
ñåíñi äî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)�
(3).

Òðåòié åòàï (çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi
íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêó). Íåõàé l i m � äîâiëü-
íi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó 1 < l < m,
R0, R � áóäü-ÿêi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî 0 <
R0 < R ≤ l − 1, R ≥ 1. Òîäi ç ëåìè 2 îòðè-
ìó¹ìî

max
t∈[0,T ]

∫
ΩR0

b(x)|ul(x, t)− um(x, t)|2 dx+

+

∫∫
QR0

|ul(x, t)− um(x, t)|q dxdt ≤

≤ C2

(
R/(R−R0)

)s
Rα−θ. (23)

Íåõàé ε > 0 � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Çàôi-
êñó¹ìî äîâiëüíî âèáðàíå çíà÷åííÿ R0 > 0

i âèáåðåìî R > max{1;R0} íàñòiëüêè âåëè-
êèì, ùîáè ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (23) áó-
ëà ìåíøîþ çà ε. Öå ìîæíà çðîáèòè, îñêiëü-
êè α− θ < 0. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ l ≥ R + 1 i
m > l ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (23) ìåíøà çà
ε. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíîñòi

{
ul
∣∣
QR0

}∞
l=1
,{

b1/2ul
∣∣
QR0

}∞
l=1

¹ ôóíäàìåíòàëüíèìè âiäïî-

âiäíî â Lq(QR0) i C([0, T ];L2(ΩR0)). Îñêiëü-
êè R0 > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî, òî çâiäñè âèïëè-
âà¹ iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ u ∈ Lq,loc(Q) òàêî¨, ùî
b1/2u ∈ C([0, T ];L2,loc(Ω)) i

ul−→
l→∞

u ñèëüíî â Lq, loc(Q), (24)

b1/2ul−→
l→∞

b1/2u â C([0, T ];L2,loc(Ω)). (25)

Ç (21) i (25) âèïëèâà¹, ùî u ∈
C([0, T ];Hb

loc(Ω)) i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3).
Äàëi ïîêàæåìî, ùî u ∈ W 1,0

p,loc(Q,Σ0) i
äëÿ u ïðàâèëüíà òîòîæíiñòü (4). Äëÿ
öüîãî ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî îáìåæåíiñòü
ïîñëiäîâíîñòåé

{
ul
}∞
l=1
,
{
ul,xi

}∞
l=1

(i = 1, n),{
aj(ul)

}∞
l=1

(j = 0, n), âiäïîâiäíî, â Lp0,loc(Q),
Lpi,loc(Q) (i = 1, n), Lpj ′,loc(Q) (j = 0, n).
Ñïðàâäi, íåõàé R0 � áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî,
à R := R0 + 1. Íà ïiäñòàâi íàñëiäêó ç
ëåìè 2 äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
l > R + 1 îòðèìà¹ìî∫∫
QR0

[ n∑
i=1

|ul,xi(x, t)|pi + |ul(x, t)|p0
]
dxdt ≤

≤ C4(R0), (26)

äå C4(R0) > 0 � ñòàëà, ÿêà âiä l íå çàëåæèòü.
Çãiäíî ç óìîâîþ (A2) òà îöiíêîþ (26) äëÿ

êîæíîãî j ∈ {0, 1, . . . , n} ìà¹ìî∫∫
QR0

|aj(ul)|pj
′
dxdt ≤

≤ C5

∫∫
QR0

[ n∑
i=1

|ul,xi(x, t)|pi + |ul(x, t)|p0
]
dxdt+

+C6

∫∫
QR0

|h2,j(x, t)|pj
′
dxdt < C7(R0), (27)

äå C5, C6, C7 � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi âiä l íå
çàëåæàòü.
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Ç (24), (26), (27), âèêîðèñòîâóþ÷è ðåôëå-
êñèâíiñòü ïðîñòîðiâ Lpj ′(QR0) (j = 0, n) äëÿ
äîâiëüíîãîR0 > 0, îòðèìà¹ìî iñíóâàííÿ ïiä-
ïîñëiäîâíîñòi ïîñëiäîâíîñòi

{
ul
}∞
l=1

(çà ÿêîþ
çàëèøèìî òå ñàìå ïîçíà÷åííÿ) òà ôóíêöié
χj ∈ Lpj ′,loc(Q) (j = 0, n) òàêèõ, ùî

ul−→
l→∞

u ñëàáêî â Lp0,loc(Q),

ul,xi−→
l→∞

uxi ñëàáêî â Lpi,loc(Q) (i = 1, n),

(28)
aj(ul)−→

l→∞
χj ñëàáêî â Lpj ′,loc(Q) (j = 0, n).

(29)
Íà ïiäñòàâi (29) ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê
ïðî òå, ùî u ∈ W 1,0

p,loc(Q,Σ0).
Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ ul (l ∈ N) äëÿ äî-

âiëüíèõ ψ ∈ W 1
p(·),c(Ω,Γ0), suppψ ⊂ Ωl, φ ∈

C1
0(0, T ) ìà¹ìî∫∫

Q

[ n∑
i=1

ai(ul)ψxiφ+
(
a0(ul)− f

)
ψφ−

−bulψφ′
]
dxdt = 0. (30)

Ç (39) íà ïiäñòàâi (25), (29) îòðèìà¹ìî∫∫
Q

[ n∑
i=1

χiψxiφ+
(
χ0−f

)
ψφ−buψφ′

]
dxdt = 0

(31)
äëÿ äîâiëüíèõ ψ ∈ W 1

p(·),c(Ω,Γ0), φ ∈
C1

0(0, T ).
Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî

χi = ai(u) (j = 0, n). (32)

Ñïðàâäi, ÿêùî ñïiââiäíîøåííÿ (32) ¹ ïðà-
âèëüíèìè, òî ç (31) áåçïîñåðåäíüî âèïëè-
âà¹ ïðàâèëüíiñòü òîòîæíîñòi (4). Âðàõîâó-
þ÷è öå i òå, ùî u íàëåæèòü Ub

p,loc (ÿê âñòà-
íîâëåíî âèùå), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî
u ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)�(3).

×åòâåðòèé åòàï (ïðàâèëüíiñòü ðiâíî-
ñòåé (32)). Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ìîíîòîí-
íîñòi [10]. Íåõàé v ∈ Lp0,loc(Q) � äîâiëüíà
ôóíêöiÿ òàêà, ùî vxi ∈ Lpi,loc(Q) (i = 1, n),
à w ∈ C1(Ω), w ≥ 0, suppw � êîìïàêò, i
χ ∈ C1

0(0, T ), χ ≥ 0.

Íà ïiäñòàâi óìîâè A3 äëÿ âñiõ l ∈ N îòðè-
ìà¹ìî∫∫

Q

[ n∑
i=1

(ai(ul)− ai(v))(ul,xi − vxi)+

+(a0(ul)− a0(v))(ul − v)
]
wχdxdt ≥ 0. (33)

Çâiäñè ìà¹ìî∫∫
Q

[ n∑
i=1

ai(ul)ul,xi + a0(ul)ul

]
wχdxdt−

−
∫∫
Q

[ n∑
i=1

(
ai(ul)vxi + ai(v)(ul,xi − vxi)

)
+

+a0(ul)v + a0(v)(ul − v)
]
wχdxdt ≥ 0 (34)

äëÿ âñiõ l ∈ N.
Íåõàé m òàêå, ùî suppw ⊂ Ωm. Íà ïiä-

ñòàâi ëåìè 1 ç òîòîæíîñòi (39) ïðè l > m
îòðèìà¹ìî∫∫

Q

[ n∑
i=1

ai(ul)ul,xi + a0(ul)ul

]
wχdxdt =

=
1

2

∫∫
Q

b|ul|2wχ′ dxdt−

−
∫∫
Q

[ n∑
i=1

ai(ul)ul wxi − f ul w
]
χdxdt. (35)

Ç (38) òà (44) îäåðæèìî

1

2

∫∫
Q

b|ul|2wχ′ dxdt−

−
∫∫
Q

[ n∑
i=1

ai(ul)ul wxi − f ul w
]
χdxdt−

−
∫∫
Q

[ n∑
i=1

(
ai(ul)vxi + ai(v)(ul,xi − vxi)

)
+

+a0(ul)v + a0(v)(ul − v)
]
wχdxdt ≥ 0. (36)

Ïåðåéäåìî â (40) äî ãðàíèöi ïðè l → ∞.
Íà ïiäñòàâi (24), (25), (28), (29) i òîãî, ùî
Lq(Ω

′) ⊂ L2(Ω
′) ⊂ Lpi(Ω

′) äëÿ áóäü-ÿêèõ
i ∈ {1, . . . , k} òà äîâiëüíî¨ Ω′ ∈ Bd(Ω), îòðè-
ìà¹ìî

1

2

∫∫
Q

b|u|2wχ′ dxdt−
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−
∫∫
Q

[ n∑
i=1

χi uwxi − f uw
]
χdxdt−

−
∫∫
Q

[ n∑
i=1

(
χivxi + ai(v)(uxi − vxi)

)
+

+χ0v + a0(v)(u− v)
]
wχdxdt ≥ 0. (37)

Ç (31) íà ïiäñòàâi ëåìè 1 îäåðæó¹ìî∫∫
Q

[ n∑
i=1

χi uxi + χ0 u
]
wχdxdt =

=
1

2

∫∫
Q

b|u|2wχ′ dxdt−

−
∫∫
Q

[ n∑
i=1

χi uwxi − f uw
]
χdxdt. (38)

Ç (41) òà (42) îòðèìà¹ìî∫∫
Q

[ n∑
i=1

χi uxi + χ0 u
]
wχdxdt−

−
∫∫
Q

[ n∑
i=1

(
χivxi + ai(v)(uxi − vxi)

)
+

+χ0v + a0(v)(u− v)

]
wχdxdt ≥ 0,

òîáòî ∫∫
Q

[ n∑
i=1

(χi − ai(v))(uxi − vxi)+

+(χ0 − a0(v))(u− v)
]
wχdxdt ≥ 0. (39)

Âiçüìåìî â (39) v = u − λg, äå λ > 0
� äîâiëüíå ÷èñëî, g ∈ Lp0, loc(Q) � áóäü-ÿêà
ôóíêöiÿ òàêà, ùî gxi ∈ Lpi,loc(Q) (i = 1, n).
Ó ïiäñóìêó ïiñëÿ äiëåííÿ íà λ i âðàõóâàííÿ
äîâiëüíîñòi ôóíêöi¨ g îäåðæó¹ìî∫∫

Q

[ n∑
i=1

(
χi − ai(u− λg)

)
gxi+

+(χ0 − a0(u− λg))g
]
wχdxdt = 0. (40)

Â öié ðiâíîñòi ñïðÿìó¹ìî λ äî 0∫∫
Q

[ n∑
i=1

(
ai(u)− χi

)
gxi+

+(a0(u)− χ0)g
]
wχdxdt = 0. (41)

Òåïåð ïðèéìåìî â (41) ñïî÷àòêó g(x, t) =
1, (x, t) ∈ Q,, à ïîòiì g(x, t) = xi, (x, t) ∈ Q,
äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n}. Âíàñëiäîê îòðè-
ìà¹ìî ∫∫

Q

(
a0(u)− χ0

)
wχdxdt = 0,∫∫

Q

(
ai(u)− χi

)
wχdxdt = 0, i = 1, n. (42)

Îñêiëüêè ðiâíîñòi (42) âèêîíóþòüñÿ äëÿ
äîâiëüíèõ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ íå-
âiä'¹ìíèõ ôiíiòíèõ ôóíêöié w, χ, òî ïðà-
âèëüíèìè ¹ ðiâíîñòi (32). �
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