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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÏÐßÌÀ ÇÎÐ�ÅÍÔÐÅß I ÍÀÐIÇÍÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍI ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß

Âèâ÷à¹òüñÿ ìíîæèíà D(f) òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X×Y → L
çi çíà÷åííÿìè â ïðÿìié Çîð åíôðåÿ L. Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî D(f) = ∅ ÿêùî ïðîñòið X
çâ'ÿçíèé ÷è ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé. Äàëi äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ðàöiîíàëüíî¨ ïðÿìî¨ Q i
òî÷êè b ∈ L ïîáóäîâàíî òàêó íàðiçíî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f : Q× L → L, ùî D(f) = A× {b}.
Ç'ÿñîâàíî òàêîæ, ùî iñíó¹ íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : Q × L → L, ùî prQ(D(f)) = Q.
Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè ìàþòü ìiñöå i äëÿ âiäîáðàæåíü f : L2 → L.

We investigate the discontinuity point setD(f) of a separately continuous mapping f : X×Y →
L with values in the Sorgenfrey line L. In particular, we show that D(f) = ∅ if X is a connected
or locally connected space. Moreover, for any subset A of Q and b ∈ L we construct a separately
continuous function f : Q × L → L, such that D(f) = A × {b}. We prove that there exists a
separately continuous function f : Q × L → L with prQ(D(f)) = Q. Analogous results hold true
for mappings f : L2 → L.

1. Âñòóï. Ïðÿìà Çîð åíôðåÿ L � öå òî-
ïîëîãi÷íèé ïðîñòið, òî÷êàìè ÿêîãî ¹ òî÷êè
ç ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R, à îêîëîì òî÷êè x â L
ââàæà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà U â L, ÿêà ìiñòèòü
äåÿêèé ïðîìiæîê [x, x + ε), äå ε > 0. �¨ ââiâ
Ð. Çîð åíôðåé [1], õî÷à ðàíiøå Ï. Àëåêñàí-
äðîâ i Ï. Óðèñîí ó ïðàöi [2] (äèâ. òàêîæ [3])
ââåëè ïðîñòið �äâi ñòðiëêè�, ùî ¹ äèç'þí-
êòíèì îá'¹äíàííÿì äâîõ ñâî¨õ ïiäïðîñòîðiâ
C0 i C1, êîæíèé ç ÿêèõ ãîìåîìîðôíèé äî
ïðÿìî¨ Çîð åíôðåÿ (äèâ. òàêîæ [4, ñ. 318,
âïðàâà 3.10,ñ]).

Ó ìîíîãðàôi¨ Ð. Åíãåëüêiíãà [4] ïðÿìà
Çîð åíôðåÿ íàçâàíà óíiâåðñàëüíèì êîíòð-
ïðèêëàäîì. Òàì âñòàíîâëåíî, ùî L � öå äî-
ñêîíàëî íîðìàëüíèé ñïàäêîâî ñåïàðàáåëü-
íèé ïðîñòið êîíòèíóàëüíî¨ âàãè (à òîìó íå-
ìåòðèçîâíèé) ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííî-
ñòi. Êðiì òîãî, L � ëiíäåëåôîâèé, à çíà÷èòü,
ïàðàêîìïàêòíèé ïðîñòið, àëå L2 íå áóäå íi
ïàðàêîìïàêòíèì, íi íîðìàëüíèì. Íàðåøòi,
L � öå íóëüâèìiðíèé, à çíà÷èòü, ñïàäêîâî íå-
çâ'ÿçíèé ïðîñòið [4, c. 529], îòæå, éîãî êîì-
ïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi ñëóæàòü îäíîòî÷êîâi
ìíîæèíè {x}, äå x ∈ L. Äîñëiäæåííÿ òîïî-
ëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ïðÿìî¨ Çîð åíôðåÿ
ïðîäîâæó¹òüñÿ i â íàø ÷àñ (äèâ., íàïðèêëàä
äèñåðòàöiþ Ì. Ïàòðàê¹¹âà [5]).

Â îñòàííi ðîêè ïðÿìà Çîð åíôðåÿ àêòèâ-

íî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìàòåìàòèêàìè êàôå-
äðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ×ÍÓ ó ïðàöÿõ ç
òåîði¨ ôóíêöié. Òàê, Â. Ìàñëþ÷åíêî, Î. Ìà-
ñëþ÷åíêî i Î. Ôîòié âèâ÷àëè ìíîãîçíà÷íi
âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åíÿìè â ïðÿìié Çîð-
 åíôðåÿ [6-12], ïðîäîâæóþ÷è äîñëiäæåííÿ
Ï. Êåíäåðîâà [13] i �. Äåáñà [14]. Çîêðåìà,
â [6] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî êîæíå íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ f : X → L çâ'ÿçíîãî ïðîñòîðó
X ó ïðÿìó Çîð åíôðåÿ L îáîâ'ÿçêîâî ñòàëå.
Â. Ìàñëþ÷åíêî i Î. Ôiëiï÷óê [15] çàóâàæè-
ëè, ùî êîæíå íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæå-
ííÿ f : R2 → L, îáîâ'ÿçêîâî ñòàëå, îòæå, íå
ìà¹ ðîçðèâiâ, àëå KC-ôóíêöiÿ g : R2 → L,
g(x, y) = x, ðîçðèâíà â êîæíié òî÷öi. Ïðè-
÷èíà öüîãî ÿâèùà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðÿ-
ìà Çîð åíôðåÿ íå ¹ ìåòðèçîâíèì ïðîñòî-
ðîì. Áiëüøå òîãî, L � íå ¹ íi σ-ìåòðèçîâíèì,
íi íàïiââè÷åðïíèì ïðîñòîðîì, íi ïðîñòîðîì
Ìóðà [16,17]. Â. Ìàñëþ÷åíêî i Â. Ìèõàéëþê
ó ïðàöi [18] ïîáóäóâàëè ïðèêëàä íàðiçíî íå-
ïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : R × L → R, ó ÿêî¨
íà êîæíié âåðòèêàëi {x} × L ¹ òî÷êà ðîçðè-
âó, ïîêàçàâøè òèì ñàìèì, ùî ïðÿìà Çîð åí-
ôðåÿ íå ¹ êîíàìiîêîâèì ïðîñòîðîì.

Ó äàíié ñòàòòi ìè ïðîäîâæèìî öi äîñëi-
äæåííÿ. Ñïî÷àòêó ìè ç'ÿñîâó¹ìî, ùî êîëè
X � çâ'ÿçíèé àáî ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið,
òî äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y
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êîæíå íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f :
X × Y → L íåïåðåðâíå çà ñóêóïíiñòþ çìií-
íèõ. Îñêiëüêè ïðÿìà Çîð åíôðåÿ L i ðàöiî-
íàëüíà ïðÿìà Q � öå íå çâ'ÿçíi i íå ëîêàëüíî
çâ'ÿçíi ïðîñòîðè, òî âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÿêèìè
ìîæóòü áóòè òî÷êè ðîçðèâó ó íàðiçíî íåïå-
ðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : Q × L → L? Ìè
ç'ÿñîâó¹ìî, ùî iñíóþòü íàðiçíî íåïåðåðâíi
âiäîáðàæåííÿ f : Q × L → L ç îäíîòî÷êî-
âèìè ìíîæèíàìè òî÷îê ðîçðèâó D(f), i íà
îñíîâi öüîãî äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊆ Q
i òî÷êè b ∈ L áóäó¹ìî íàðiçíî íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ f : Q × L → L, äëÿ ÿêîãî
D(f) = A × {b}. Äàëi, ìîäèôiêóþ÷è êîí-
ñòðóêöiþ ç [18], ìè áóäó¹ìî ïðèêëàä íàðiçíî
íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : Q × L → L,
ó ÿêîãî íà êîæíié âåðòèêàëi {x} × L ¹ òî-
÷êà ðîçðèâó. Ìè âêàçó¹ìî òàêîæ ÿê çãàäàíi
âèùå ðåçóëüòàòè ïåðåíåñòè íà âèïàäîê âiä-
îáðàæåíü f : L2 → L.

Äåÿêi ç ðåçóëüòàòiâ äàíî¨ ñòàòòi áóëè
àíîíñîâàíi â [19]. Ó ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåí-
íÿõ áðàëà ó÷àñòü i Ë.Áîäíàðàøåê.
2. Íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ

çi çíà÷åííÿìè â L ó âèïàäêó çâ'ÿçíîñòi
àáî ëîêàëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi îäíîãî ç ñïiâ-
ìíîæíèêiâ. Ó ïðàöi [6] áóëî äîâåäåíî, ùî
äëÿ çâ'ÿçíîãî ïðîñòîðó X êîæíà íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ f : X → R, ó ÿêî¨ êîæíà òî÷êà
x ∈ X ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó, ñòàëà.
Çâiäñè íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî äëÿ çâ'ÿçíîãî
ïðîñòîðó X êîæíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåí-
íÿ f : X → L ñòàëå. Íàñòóïíi äâi òåîðåìè
ëåãêî âèâîäÿòüñÿ ç öüîãî òâåðäæåííÿ.

ßê çâè÷àéíî, äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X ×
Y → Z i òî÷êè p = (x, y) ∈ X × Y ìè ïîêëà-
äà¹ìî, fx(y) = fy(x) = f(p).
Òåîðåìà 1. Íåõàé X � çâ'ÿçíèé ïðî-

ñòið, Y � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
i f : X × Y → L � íàðiçíî íåïåðåðâíå âiä-
îáðàæåííÿ. Òîäi iñíó¹ òàêå íåïåðåðâíå âiä-
îáðàæåííÿ g : Y → L, ùî f(x, y) = g(y) íà
X×Y , çîêðåìà, f íåïåðåðâíå çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ.
Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî y ∈ Y âiä-

îáðàæåííÿ fy : X → L íåïåðåðâíå, à çíà-
÷èòü, ñòàëå, àäæå ïðîñòið X çâ'ÿçíèé. Òîìó
iñíó¹ òàêèé åëåìåíò g(y) ∈ L, ùî fy(x) =
g(y) íà X. Çàôiêñó¹ìî ÿêåñü x ∈ X. Òîäi

fx(y) = f(x, y) = fy(x) = g(y) íà Y . Çà óìî-
âîþ ôóíêöiÿ fx : Y → L íåïåðåðâíà, îòæå,
òàêîþ æ áóäå i ôóíêöiÿ g, ïðè÷îìó äëÿ íå¨
f(x, y) = g(y) íà X×Y . Íåïåðåðâíiñòü ôóí-
êöi¨ f ëåãêî âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi ôóí-
êöi¨ g.
Òåîðåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, ó ÿêîìó êîæíà òî÷êà ìà¹ çâ'ÿ-
çíèé îêië, Y � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið i f : X × Y → L � íàðiçíî íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f íåïåðåðâíå çà ñóêóïíi-
ñòþ çìiííèõ.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé p0 = (x0, y0) � äî-

âiëüíà òî÷êà ç äîáóòêó X × Y . Çà óìîâîþ
iñíó¹ çâ'ÿçíèé îêië U òî÷êè x0 â X. Ðîçãëÿ-
íåìî çâóæåííÿ g = f |U×Y . Çà òåîðåìîþ 1
âiäîáðàæåííÿ g áóäå íåïåðåðâíèì, çîêðåìà,
íåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0. Îñêiëüêè U×Y � öå
îêië òî÷êè p0 â òîïîëîãi¨ äîáóòêó íà X × Y ,
òî i f áóäå íåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0.

Çðîçóìiëî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2 áó-
äå ñïðàâäæóâàòèñÿ i â òîìó âèïàäêó, êîëè
X � öå ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið.
3. Ïðî íåïåðåðâíiñòü ñóìè i äîáóòêó

ôóíêöi¨ ç çíà÷åííÿìè â L. Ïî÷íåìî ç äî-
ñëiäæåííÿ íà íåïåðåðâíiñòü îïåðàöié äîäà-
âàííÿ i ìíîæåííÿ â ïðÿìié Çîð åíôðåÿ.
Ëåìà 1.Âiäîáðàæåííÿ s : L2 → L,

s(x, y) = x + y, íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi
äîáóòêó L2 = L× L.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ L2,

z0 = s(p0) = x0 + y0, ε > 0 i W = [z0, z0 + ε)
� áàçèñíèé îêië òî÷êè z0 â L. Ðîçãëÿíåìî
îêîëè U = [x0, x0 + ε/2) i V = [y0, y0 + ε/2)
òî÷îê x0 i y0 â L. ßêùî p = (x, y) ∈ U×V , òî
äëÿ òî÷êè z = s(p) ìàòèìåìî z0 = x0 + y0 6
6 x+y = z < x0+ε/2+y0+ε/2 = z0+ε. Òîìó
s(U × V ) ⊆ W , ùî i äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü
äîäàâàííÿ s â L2.
Ëåìà 2. Âiäîáðàæåííÿ m : L2 → L,

m(x, y) = xy, íåïåðåðâíå â óñiõ òî÷êàõ çà-
ìêíåíîãî êâàäðàíòà E = [0,+∞)2 i ðîçðèâ-
íà â êîæíié òî÷öi äîïîâíåííÿ L2 \ E.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ E.

Òîäi x0 > 0 i y0 > 0. Âiçüìåìî äîâiëüíå
÷èñëî δ ç ïðîìiæêó (0, 1], ïðèïóñòèìî, ùî
äëÿ òî÷êè p = (x, y) âèêîíóþòüñÿ íåðiâíî-
ñòi x0 6 x < x0 + δ i y0 6 y < y0 + δ, i
îöiíèìî ðiçíèöþ z − z0, äå z = m(p) = xy i
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z0 = m(p0) = x0y0.
Ìà¹ìî 0 6 z − z0 = (x − x0)y + x0(y −

y0) < δ(y0 + δ) + x0δ 6 δ(y0 + 1) + x0δ = γδ,
äå γ = x0 + y0 + 1 > 1 > 0. Âçÿâøè òåïåð
äëÿ äàíîãî ε > 0 ÷èñëî δ = min{1, ε/γ}, ìè
îòðèìà¹ìî, ùî ïðè x0 6 x < x0 + δ i y0 6
6 y < y0 + δ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

x0y0 6 xy < x0y0 + ε,

ùî i äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ m ó òî-
÷öi p0.

Íåõàé òåïåð p0 ∈ R2 \ E. Äîâåäåìî, ùî
ôóíêöiÿ m : L2 → L ðîçðèâíà â òî÷öi p0.
Çàóâàæèìî, ùî ëiíiéíà ôóíêöiÿ f : L → L,
f(x) = ax, áóäå ïðè a > 0 íåïåðåðâíîþ
i ñêðiçü ðîçðèâíîþ ïðè a < 0. Îñêiëüêè
p0 ∈ E, òî x0 < 0 àáî y0 < 0. ßêùî x0 < 0,
òî ôóíêöiÿ mx0(y) = x0y ñêðiçü ðîçðèâíà,
çîêðåìà, ðîçðèâíà â òî÷öi y0, ÿêùî æ y0 < 0,
òî ôóíêöiÿ my0(x) = y0x ñêðiçü ðîçðèâíà, à
çíà÷èòü, ðîçðèâíà â òî÷öi x0. Òàêèì ÷èíîì,
ôóíêöiÿ m íå ¹ íàðiçíî íåïåðåðâíîþ â òî÷öi
p0, à çíà÷èòü, âîíà ðîçðèâíà â öié òî÷öi.
Ëåìà 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-

ñòið, x0 ∈ X i ôóíêöi¨ f : X → L i
g : X → L íåïåðåðâíi â òî÷öi x0. Òîäi i
¨õ ñóìà h = f + g áóäå íåïåðåðâíîþ â òî÷öi
x0.
Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ φ = (f, g) :

X → L2, φ(x) = (f(x), g(x)), íåïåðåðâíå â
òî÷öi x0, áî éîãî êîìïîíåíòè f i g íåïå-
ðåðâíi â òî÷öi x0 çà óìîâîþ. Îïåðàöiÿ äî-
äàâàííÿ s : L2 → L, s(u, v) = u + v, íå-
ïåðåðâíà çà ëåìîþ 1, çîêðåìà, íåïåðåðâíà
â òî÷öi q0 = (u0, v0) = (f(x0), g(x0)). Àëå
(s ◦ φ)(x) = f(x) + g(x), îòæå, h = s ◦ φ.
Íåïåðåðâíiñòü ó òî÷öi x0 âiäîáðàæåííÿ h íå-
ãàéíî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíiñòü
êîìïîçèöi¨.
Ëåìà 4. Íåõàé ôóíêöi¨ f : X → L i

g : X → L íåïåðåðâíi â òî÷öi x0, ïðè÷îìó
f(x0) > 0 i g(x0) > 0. Òîäi i ¨õ äîáóòîê h =
fg : X → L áóäå íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ â
òî÷öi x0.
Äîâåäåííÿ. Öå íåãàéíî âèïëèâà¹ ç òî-

ãî, ùî h = m ◦ φ, äå φ = (f, g), i ëåìè 2,
çãiäíî ç ÿêîþ ìíîæåííÿ m : L2 → L áóäå
íåïåðåðâíèì ó òî÷öi φ(x0) = (f(x0), g(x0)).

4. Äåÿêi äîïîìiæíi íåïåðåðâíi ôóí-
êöi¨ íà Q, L i Q× L çi çíà÷åííÿìè â L.

Ñèìâîëîì χA ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè õàðà-
êòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ìíîæèíè A ó çàäàíié
ìíîæèíi X.
Ëåìà 5. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-

ñòið, T � òîïîëîãiÿ íà R, òàêà, ùî (R, T )
� öå T1-ïðîñòið i A ⊆ X. Õàðàêòåðèñòè÷íà
ôóíêöiÿ f = χA : X → (R, T ) áóäå íåïåðåðâ-
íîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà A ¹
âiäêðèòîþ i çàìêíåíîþ ó ïðîñòîði X.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � âiäêðèòî-

çàìêíåíà ìíîæèíà â X i B ⊆ R. Î÷åâèäíî,
ùî f−1(B) = X, ÿêùî {0, 1} ⊆ B, f−1(B) =
∅, ÿêùî {0, 1} ∩ B = ∅, f−1(B) = A, ÿêùî
1 ∈ B i 0 /∈ B i f−1(B) = X \A, ÿêùî 1 /∈ B a
0 ∈ B. Âñi ìíîæèíè X, ∅, A i X\A âiäêðèòi,
îòæå, f � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.

Íàâïàêè, íåõàé ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà.
Îñêiëüêè îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè {0} i {1} çà-
ìêíåíi â (R, T ) òà f−1(1) = A i f−1(0) =
X \A, òî ìíîæèíè A i X \A çàìêíåíi, îòæå,
A � âiäêðèòî-çàìêíåíà ìíîæèíà â X.

Çàóâàæèìî, ùî íàñïðàâäi òóò äîâåäåíî,
ùî äëÿ âiäêðèòî-çàìêíåíî¨ ìíîæèíè A õà-
ðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ χA : X → R áóäå
íåïåðåðâíîþ, êîëè R íàäiëèòè äèñêðåòíîþ
òîïîëîãi¹þ
Ëåìà 6. Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a i

b, òàêèõ, ùî a < b, õàðàêòåðèñòè÷íà ôóí-
êöiÿ f = χ[a,b) : L → L ¹ íåïåðåðâíîþ.
Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ïðîìiæîê

[a, b) i éîãî äîïîâíåííÿ L \ [a, b) = (−∞, a)∪
[b,+∞) � öå âiäêðèòi ïiäìíîæèíè ïðÿìî¨
Çîð åíôðåÿ L. Òîìó òâåðäæåííÿ ëåìè 6 íå-
ãàéíî âèïëèâà¹ ç ëåìè 5.

Ñèìâîëîì Q ìè ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó ðà-
öiîíàëüíèõ ÷èñåë ç òîïîëîãi¹þ, iíäóêîâàíîþ
ç ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R. Öåé òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, ìè íàçèâà¹ìî ðàöiîíàëüíîþ ïðÿìîþ.
Ëåìà 7. Íåõàé a i b � iððàöiîíàëüíi ÷è-

ñëà, òàêi, ùî a < b. Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íà
ôóíêöiÿ f = χ(a,b)∩Q : Q → L íåïåðåðâíà.
Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà A = (a, b) ∩ Q

âiäêðèòà â Q i ¨ ¨ äîïîâíåííÿ Q \ A =
((−∞, a) ∪ (b,+∞)) ∩ Q � öå òåæ âiäêðèòà
â Q ìíîæèíà. Îòæå, ôóíêöiÿ f áóäå íåïå-
ðåðâíîþ çà ëåìîþ 5.
Ëåìà 8. Íåõàé a i b � iððàöiîíàëüíi ÷è-

Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2014. � Ò. 2, � 1. 61



ñëà, òàêi, ùî a < b, à c i d � äîâiëüíi äié-
ñíi ÷èñëà, òàêi, ùî c < d, I = (a, b) ∩ Q,
J = [c, d) i P = I × J . Òîäi ôóíêöiÿ f = χP :
Q× L → L ¹ íåïåðåðâíîþ.
Äîâåäåííÿ. ßñíî, ùî f(x, y) =

χP (x, y) = χI(x)χJ(y). Çãiäíî ç ëåìàìè
6 i 7 ôóíêöi¨ χI : Q → L i χJ : L → L
íåïåðåðâíi. Ïðîåêöi¨ prQ : Q × L → Q,
prQ(x, y) = x, i prL : Q×L → L, prL(x, y) = y
� öå íåïåðåðâíi ôóíêöi¨. Òîäi i ôóíêöi¨
g, h : Q× L → L,

g(x, y) = χI(x) = χI(prQ(x, y))

òà
h(x, y) = χJ(y) = χJ(prL(x, y)),

áóäóòü íåïåðåðâíèìè çà òåîðåìîþ ïðî íåïå-
ðåðâíiñòü êîìïîçèöi¨. Ïðè öüîìó g(x, y) > 0
i h(x, y) > 0 íà Q× L. Îñêiëüêè

f(x, y) = g(x, y)h(x, y),

òî ôóíêöiÿ f : Q×L → L áóäå íåïåðåðâíîþ
çà ëåìîþ 4.

Ëåìó 8 ìîæíà òàêîæ âèâåñòè i ç ëåìè
5, àäæå ìíîæèíà P = I × J ¹ âiäêðèòî-
çàìêíåíîþ â äîáóòêó Q× L.
5. Ïîáóäîâà íàðiçíî íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié f : Q × L → L ç îäíîòî÷êî-
âîþ ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó. Íîñi¹ì
ôóíêöi¨ f : T → R ìè íàçèâà¹ìî ìíîæè-
íó suppf = {t ∈ T : f(t) ̸= 0}. Äëÿ òî÷êè
p = (x, y) ∈ R2 ñèìâîëîì |p|∞ = max{|x|, |y|}
ìè ïîçíà÷à¹ìî ìàêñèìóì íîðìó íà R2.
Òåîðåìà 3. Íåõàé a ∈ Q, b ∈ L, α �

äîäàòíå iððàöiîíàëüíå ÷èñëî, β � äîäàòíå
äiéñíå ÷èñëî, αn = α

n
, βn = β

n
, an = a + αn,

bn = b+βn, In = (an+1, an)∩Q, Jn = [bn+1, bn),
I = (a, a1) ∩ Q, J = (b, b1), Pn = In × Jn,

E =
∞∪
n=1

Pn i P = I × J . Òîäi ôóíêöiÿ

f = fa,b,α,β = χE : Q× L → L

áóäå íàðiçíî íåïåðåðâíîþ, D(f) = {(a, b)},
suppf ⊆ P , 0 6 f(p) 6 1 íà Q × L i äëÿ
êîæíîãî x ∈ Q ðîçðiç fx : L → L � öå õà-
ðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ χ[γ1,γ2) äåÿêîãî íà-
ïiââiäêðèòîãî ïðîìiæêà [γ1, γ2), äëÿ ÿêîãî
b < γ1 6 γ2 < b1 = b+ β.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî T = Q × L i
un = χPn äëÿ êîæíîãî íîìåðà n. Îñêiëü-
êè an+1 < an i bn+1 < bn äëÿ êîæíîãî n,
òî In ∩ Im = ∅, Jn ∩ Jm = ∅, à çíà÷èòü, i

Pn ∩ Pm = ∅, ïðè n ̸= m. Òîìó E =
∞⊔
n=1

Pn i,

ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè, I =
∞⊔
n=1

In, àäæå âñi ÷è-

ñëà an iððàöiîíàëüíi, òà J =
∞⊔
n=1

Jn. Â òàêîìó

ðàçi f(p) =
∞∑
n=1

un(p) íà T .

Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ T i c = (a, b). Ïðè-
ïóñòèìî, ùî p0 ̸= c i äîâåäåìî, ùî ôóí-
êöiÿ f íåïåðåðâíà â òî÷öi p0. Çðîçóìiëî, ùî
δ0 = 1

2
|p0 − c|∞ > 0. Îñêiëüêè αn → 0 i

βn → 0 â R, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî
αn < δ0 i βn < δ0 ïðè n > N . Ðîçãëÿíå-
ìî δ0-îêië W0 = {p ∈ T : |p − p0|∞ < δ0}
òî÷êè p0 ó ïðîñòîði Q × R i ïîêàæåìî, ùî
W0 ∩ Pn = ∅ ïðè n > N . Ñïðàâäi, íåõàé
n > N i p ∈ W0. Òîäi |p0 − c|∞ − |p − c|∞ 6
6 |(p0 − c) − (p − c)|∞ = |p0 − p|∞ = |p −
p0|∞ < δ0, îòæå, |p − c|∞ > |p0 − c|∞ − δ0 =
2δ0 − δ0 = δ0 > αN+1 > αn = an − a > 0 i
|p−c|∞ > δ0 > βN+1 > βn = bn−b > 0, à çíà-
÷èòü, |p−c|∞ > max{an−a, bn−b} = |cn−c|∞,
äå cn = (an, bn). Äëÿ òî÷êè q = (u, v) ç ïðÿ-
ìîêóòíèêà Qn = (a, an)×(b, bn) áóäåìî ìàòè,
ùî 0 < u − a < an − a i 0 < v − b < bn − b,
îòæå, |q − c|∞ < |cn − c|∞. Öå ïîêàçó¹, ùî
p /∈ Qn. Òîìó W0 ∩ Pn = ∅ ïðè n > N , àäæå
Pn ⊆ Qn.

Ç äîâåäåíîãî íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî

f(p) =
N∑
n=1

un(p)

íà ìíîæèíi W0, àäæå un(p) = 0 íà W0 ïðè
n > N , áî Pn∩W0 = ∅. ÌíîæèíàW0 âiäêðè-
òà â äîáóòêó T i âñi ôóíêöi¨ un = χPn íåïå-
ðåðâíi íà T çà ëåìîþ 8, àäæå òî÷êè an+1 i an
iððàöiîíàëüíi, à çíà÷èòü, ¨õ çâóæåííÿ un|W0

áóäóòü òåæ íåïåðåðâíèìè. Çà ëåìîþ 3 çâó-
æåííÿ f |W0 � öå òåæ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ÿê
ñêií÷åííà ñóìà íåïåðåðâíèõ ôóíêöié un|W0 .
Àëå p0 ∈ W0 i W0 � âiäêðèòà â T ìíîæè-
íà, òîìó i f áóäå íåïåðåðâíîþ â òî÷öi p0.
Çðîçóìiëî, ùî çâiäñè âèïëèâà¹ i íàðiçíà íå-
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ïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f ó òî÷öi p0 ̸= c. Àëå
f(a, y) = f(x, b) = 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ Q i
y ∈ L, áî çà ïîáóäîâîþ ({a} × L) ∩ E = ∅ i
(Q × {b}) ∩ E = ∅, òàêèì ÷èíîì, i ôóíêöi¨
fa : L → L i fb : Q → L áóäóòü íåïåðåðâíè-
ìè, àäæå âîíè íóëüîâi. Îòæå, f áóäå íàðiçíî
íåïåðåðâíîþ i â òî÷öi c.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî f ðîçðèâíà â òî÷öi
c. Ðîçãëÿíåìî îêië O = [0, 1

2
) òî÷êè 0 = f(c)

â ïðÿìié Çîð åíôðåÿ L i äîâiëüíèé áàçèñíèé
îêië W = U × V äå U = (a − δ, a + δ) ∩ Q i
V = [b, b+δ), òî÷êè c ó ïðîñòîði T . Îñêiëüêè
αn → 0 i βn → 0, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð m,
ùî αn < δ i βn < δ ïðè n > m. Òîäi an =
a + αn < a + δ i bn = b + βn < b + δ ïðè
n > m. Àëå a < an+1 < an i b < bn+1 < bn
äëÿ äîâiëüíèõ n. Òîìó In ⊆ U i Jn ⊆ V , à
çíà÷èòü, Pn = In × Jn ⊆ U × V = W ïðè
n > m. Çàôiêñó¹ìî ÿêèéñü íîìåð n > m i
âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó p∗ ∈ Pn. Òîäi p∗ ∈
W i f(p∗) = un(p

∗) = 1 > 1
2
. Îòæå, f(p∗) /∈ O,

à çíà÷èòü f(W ) * O. Öå ïîêàçó¹, ùî c ∈
D(f).

Âêëþ÷åííÿ suppf ⊆ P i íåðiâíiñòü 0 6
6 f(p) 6 1 î÷åâèäíi. Ç ïîáóäîâè ôóíêöi¨ f
ÿñíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ Q \ I âåð-
òèêàëüíèé ðîçðiç fx íóëüîâèé, îòæå, fx =
χ[γ,γ), äå γ � äîâiëüíå ÷èñëî ç iíòåðâàëó
(b, b+ β). ßêùî æ x ∈ I, òî iñíó¹ ¹äèíèé íî-
ìåð n, òàêèé, ùî x ∈ In. Òîäi fx = χ[bn+1,bn),
àäæå fx = uxn, ïðè÷îìó b < bn+1 < bn < b+β.
6. Ïîáóäîâà íàðiçíî íåïåðåðâíî¨

ôóíêöi¨ ç äàíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê ðîç-
ðèâó íà ãîðèçîíòàëi.
Òåîðåìà 4. Íåõàé A � äîâiëüíà ïiäìíî-

æèíà ðàöiîíàëüíî¨ ïðÿìî¨ i b ∈ L. Òîäi
iñíó¹ íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f :
Q× L → L, òàêå, ùî D(f) = A× {b}.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî

ìíîæèíà A íåïîðîæíÿ i ñêií÷åííà. Òî-
äi ¨¨ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi A =
{a1, a2, ..., an}, äå ak ∈ Q ïðè k = 1, ..., n i
a1 < ... < an. Ïîêëàäåìî pk = (ak, b) ïðè
k = 1, ..., n i ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå äîäàòíå ið-
ðàöiîíàëüíå ÷èñëî α. Ôóíêöi¨ uk = fak,b,α,α :
Q×L → L áóäóòü íàðiçíî íåïåðåðâíèìè íå-
âiä'¹ìíèìè i äëÿ íèõ D(uk) = {pk} çà òåî-

ðåìîþ 3. Çà ëåìîþ 3 ôóíêöiÿ f =
n∑
k=1

uk áó-

äå íàðiçíî íåïåðåðâíîþ i íåïåðåðâíîþ çà ñó-
êóïíiñòþ çìiííèõ ó êîæíié òî÷öi ìíîæèíè
(Q×L)\(A×{b}). Ïîêàæåìî, ùî f ðîçðèâíà
ó êîæíié òî÷öi pk, äå k = 1, ..., n. Îñêiëüêè
ôóíêöiÿ uk ðîçðèâíà â òî÷öi pk, íåâiä'¹ìíà
i uk(pk) = 0, òî iñíó¹ òàêå ε > 0, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî îêîëó W òî÷êè pk â Q × L iñíó¹
òî÷êà pW ∈ W , òàêà, ùî uk(pW ) > ε. Àëå
uj(pW ) > 0 äëÿ âñiõ j ̸= k. Òîìó i

f(pW ) = uk(pW ) +
∑
j ̸=k

uj(pW ) > uk(pW ) > ε,

ùî äîâîäèòü ðîçðèâíiñòü f ó òî÷öi pk. Òàêèì
÷èíîì,D(f) = {p1, ..., pn} = A×{b} i øóêàíà
ôóíêöiÿ ïîáóäîâàíà.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ìíîæèíàA íåñêií-
÷åííà. Îñêiëüêè A ⊆ Q i ìíîæèíà Q çëi-
÷åííà, òî i A � öå çëi÷åííà ìíîæèíà, îòæå,
A = {an : n ∈ N}, äå an ̸= am ïðè n ̸= m.
Ïîêëàäåìî pn = (an, b) äëÿ n ∈ N.

Ðîçãëÿíåìî ÷èñëà αn =
√
2
n
, äå n ∈ N.

ßñíî, ùî âñi âîíè iððàöiîíàëüíi, αn > αn+1

äëÿ êîæíîãî n i αn → 0 ïðè n→ ∞. Ç òåîðå-
ìè 3 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöi¨ un = 1

2n
fan,b,αn,αn

íàðiçíî íåïåðåðâíi, 0 6 un(p) 6 1
2n
íà Q×L,

D(un) = {pn} i suppun ⊆ Pn = (an, an+αn)×
(b, b+ αn). Ôóíêöiÿ

f(x, y) =
∞∑
n=1

un(x, y) (∗)

âèçíà÷à¹òüñÿ öi¹þ ôîðìóëîþ íà âñüîìó äî-
áóòêó Q × L, àäæå íà íüîìó 0 6 un(x, y) 6
6 1

2n
äëÿ êîæíîãî n, ðÿä

∞∑
n=1

1
2n

çáiãà¹òüñÿ,

òîìó i ðÿä (∗) çáiãà¹òüñÿ çà ïåðøîþ îçíàêîþ
ïîðiâíÿííÿ. Çàóâàæèìî, ùî éäåòüñÿ ïðî çái-

æíiñòü ÷àñòèííèõ ñóì gn(x, y) =
n∑
k=1

uk(x, y)

äî ñóìè f(x, y) âñüîãî ðÿäó â R, à íå â L.
Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ f i áóäå øóêàíîþ.
Ñïî÷àòêó ç'ÿñó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f : Q ×

L → L áóäå íåïåðåðâíîþ â êîæíié òî÷öi
p0 = (x0, y0), äå y0 ̸= b.

Íåõàé y0 < b. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà
G = Q × (−∞, b) âiäêðèòà â äîáóòêó Q × L
i f(p) = 0 íà G çà ïîáóäîâîþ, áî un(p) = 0
íà G äëÿ âñiõ n. Òîìó ôóíêöiÿ f áóäå íå-
ïåðåðâíîþ â êîæíié òî÷öi ç G, çîêðåìà, â
òî÷öi p0 ∈ G.
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Íåõàé y0 > b. Îñêiëüêè αn → 0, òî iñíó¹
òàêèé íîìåð N , ùî b + αn < y0 ïðè n > N .
Ìíîæèíà GN = Q × (b + αN ,+∞) âiäêðèòà
â äîáóòêó Q× L, ïðè÷îìó suppun ∩GN = ∅
ïðè n > N , áî b + αn 6 b + αN ïðè n >
> N , a suppun ⊆ Pn äëÿ êîæíîãî n. Òîìó
un(p) = 0 ïðè n > N íà GN , îòæå, f(p) =
N−1∑
n=1

un(p) íà GN . Çà ïîáóäîâîþ âñi ôóíêöi¨

un íåïåðåðâíi â êîæíié òî÷öi ç GN , îòæå, çà
ëåìîþ 3 i çâóæåííÿ f |GN

áóäå íåïåðåðâíèì â
êîæíié òî÷öi ç GN , çîêðåìà â òî÷öi p0. Àëå
GN � öå âiäêðèòèé îêië òî÷êè p0 â Q × L,
àäæå p0 ∈ GN , òîìó i f íåïåðåðâíà â òî÷öi
p0.

Ç äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî âñi y-ðîçðiçè
fy : Q → L íåïåðåðâíi ïðè y ̸= b. Îñêiëüêè
fb(x) = 0 íà Q çà ïîáóäîâîþ, òî i b-ðîçðiç
fb áóäå íåïåðåðâíèì. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f
íåïåðåðâíå âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨. Âåðòè-
êàëüíi x-ðîçðiçè fx : L → L òåæ áóäóòü íå-
ïåðåðâíèìè â êîæíié òî÷öi y ̸= b.

Ïåðåâiðèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ Q
âiäîáðàæåííÿ fx : L → L áóäå íåïåðåðâ-
íèì i â òî÷öi b. Âiçüìåìî ε > 0. Çàóâàæè-
ìî, ùî fx(b) = f(x, b) = fb(x) = 0. Îñêiëüêè

ðÿä
∞∑
n=1

1
2n

çáiãà¹òüñÿ, òî éîãî çàëèøîê ïðÿ-

ìó¹ äî íóëÿ, îòæå, iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî∑
n>N

1
2n

< ε. Ïîêëàäåìî hN(p) =
∑
n>N

un(p)

äëÿ p ∈ Q × L. Òîäi 0 6 hN(p) < ε íà
Q×L. ßñíî, ùî f = gN+hN . Çãiäíî ç òåîðå-
ìîþ 3 x-ðîçðiçè uxn = 1

2n
χ[cn,dn), äå b < cn 6

6 dn. Òîìó gxN(y) =
N∑
k=1

1
2n
χ[cn,dn)(y) = 0 ïðè

b 6 y < c = min{c1, ..., cN} = b + δ, äå
δ = c− b > 0. Òîìó ïðè b 6 y < b+ δ

fx(b) = 0 6 fx(y) = gxN(y) + hxN(y) =

= hxN(y) = hN(x, y) < ε = fx(b) + ε.

Öå ïîêàçó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ fx : L → L íå-
ïåðåðâíå i â òî÷öi b. Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâå-
ëè, ùî ïîáóäîâàíà íàìè ôóíêöiÿ f : Q×L →
L íàðiçíî íåïåðåðâíà i ñóêóïíî íåïåðåðâíà
ïîçà ïðÿìîþ y = b.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f ðîç-
ðèâíà â òî÷êàõ pn i íåïåðåðâíà â òî÷êàõ ìíî-
æèíè (Q \ A)× {b}.

Ðîçãëÿíåìî áàçèñíèé δ-îêië W òî÷êè
pn = (an, b) â äîáóòêó Q×L, òîáòî ìíîæèíó

W = ((an − δ, an + δ) ∩Q)× [b, b+ δ).

×èñëà αn,k = αn

k
äîäàòíi i ïðÿìóþòü äî íóëÿ

ïðè k → ∞, òîìó

βn,k = an + αn,k → an i γn,k = b+ αn,k → b

ïðè k → ∞, ïðè÷îìó βn,k > an i γn,k > b äëÿ
êîæíîãî k.

Òîìó iñíó¹ òàêèé íîìåðm, ùî βn,m < an+
δ i γn,m < b + δ. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó
p∗ ç ìíîæèíè Pn,m = ((βn,m+1, βn,m) ∩ Q) ×
[γn,m+1, γn,m). Äëÿ íå¨ un(p∗) = 1

2n
, ïðè öüîìó

p∗ ∈ W , áî Pn,m ⊆ W , àäæå an < βn,m+1 <
βn,m < an + δ i b < γn,m+1 < γn,m < b + δ.
Îñêiëüêè âñi ôóíêöi¨ uj íåâiä'¹ìíi, òî

f(p∗) =
∞∑
j=1

uj(p
∗) =

= un(p
∗) +

∑
j ̸=n

uj(p
∗) > un(p

∗) =
1

2n
.

Çàóâàæèìî, ùî f(pn) = 0 çà ïîáóäîâîþ. Òà-
êèì ÷èíîì, äëÿ ε = 1

2n
ìè â êîæíîìó δ-

îêîëi W òî÷êè pn çíàéøëè òî÷êó p∗, äëÿ
ÿêî¨ f(p∗) /∈ [f(pn), f(pn) + ε). Öå ïîêàçó¹,
ùî pn ∈ D(f).

Íåõàé x0 ∈ Q \A i p0 = (x0, b). Äîâåäåìî,
ùî âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå â òî÷öi p0.
Âiçüìåìî äîâiëüíå ε > 0 i çíàéäåìî òàêèé
íîìåð N , ùî

∑
n>N

1
2n
< ε

2
. Âñi ôóíêöi¨ un íå-

ïåðåðâíi â òî÷öi p0, áî p0 ̸= pn äëÿ êîæíîãî

n. Òîìó ¨õ ñêií÷åííà ñóìà gN(p) =
N∑
n=1

un(p)

òåæ áóäå íåïåðåðâíîþ â òî÷öi p0 çà ëåìîþ
3. Îñêiëüêè gN(p0) = 0, òî çíàéäåòüñÿ òà-
êèé îêië W òî÷êè p0 â Q × L, ùî 0 6
6 gN(p) <

ε
2
äëÿ êîæíîãî p ∈ W . Òîäi äëÿ

êîæíîãî p ∈ W áóäåìî ìàòè

f(p0) = 0 6 f(p) =
N∑
n=1

un(p) +
∑
n>N

un(p) =

= gN(p) + hN(p) <
ε

2
+
∑
n>N

1

2n
<
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ε

2
+
ε

2
= ε = f(p0) + ε.

Òàêèì ÷èíîì, f(p) ∈ [f(p0), f(p0) + ε), ÿê
òiëüêè p ∈ W , à öå i îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ f
íåïåðåðâíà â òî÷öi p0.
7. Ïîáóäîâà íàðiçíî íåïåðåðâíî¨

ôóíêöi¨ f : Q× L → L, ó ÿêî¨ CL(f) = ∅.
Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X, Y i Z i ôóí-
êöi¨ f : X × Y → Z ïîêëàäåìî

CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(f)}.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

CY (f) = X \ prX(D(f)),

äå prX : X × Y → X � ïðîåêöiÿ íà X, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ prX(x, y) = x.

Ó öüîìó ïóíêòi ìè, ðîçâèâàþ÷è ïîáóäî-
âè ç [18], ïîáóäó¹ìî íàðiçíî íåïåðåðâíå âiä-
îáðàæåííÿ f : Q × L → L, ó ÿêîãî CL(f) =
∅. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið X = Q∩ (0, 1) ç òîïî-
ëîãi¹þ, iíäóêîâàíîþ ç R, i ïðîñòið Y = (0, 1)
ç òîïîëîãi¹þ, iíäóêîâàíîþ ç L. Ëåãêî ïåðå-
âiðèòè, ùî ïðîñòið X ãîìåîìîðôíèé ðàöiî-
íàëüíié ïðÿìié Q, à Y � ïðÿìié Çîð åíôðåÿ
L. Òîìó ìè ñïî÷àòêó çàéìåìîñÿ ïîáóäîâîþ
ïðèêëàäó íàðiçíî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåí-
íÿ f : X × Y → L, ó ÿêîãî CY (f) = ∅.

Ðîçãëÿíåìî êàíòîðîâi ñõîäè g : [0, 1] →
[0, 1] (äèâ., íàïðèêëàä, [20, c.334]), íåïå-
ðåðâíó çðîñòàþ÷ó ôóíêöiþ, ÿêà íà ií-
òåðâàëàõ ñóìiæíîñòi êàíòîðîâî¨ ìíîæèíè
íàáóâà¹ ñòàëèõ çíà÷åíü. Òî÷íiøå, íåõàé
∆n,1, ...,∆n,2n−1 � âiäðiçêè n-ãî ðàíãó, òà-

êi, ùî âiäïîâiäíi iíòåðâàëè
◦
∆n,1, ...,

◦
∆n,2n−1 ,

âèêèäàþòüñÿ íà n-ìó êðîöi ïðè ïîáóäîâi
êàíòîðîâî¨ ìíîæèíè, à ñàìå, ∆1,1 = [1

3
, 2
3
],

∆2,1 = [1
9
, 2
9
], ∆2,2 = [7

9
, 8
9
], i ò.ä. Ìè ââàæà-

¹ìî, ùî âiäðiçêè ∆n,k ïðè k = 1, ..., 2n−1 çà-
íóìåðîâàíi çëiâà íàïðàâî ó ïîðÿäêó çðîñòà-
ííÿ. Òîäi g(x) = 2k−1

2n
ïðè x ∈ ∆n,k, äå n ∈ N,

k = 1, ..., 2n−1.
Çàíóìåðó¹ìî âiäðiçêè ∆n,k ó ïðîñòó ïî-

ñëiäîâíiñòü

∆1,1,∆2,1,∆2,2,∆3,1,∆3,2,∆3,3,∆3,4, ...,

∆n,1,∆n,2, ...,∆n,2n−1 , ...

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç V m = [bm, bm + lm] =
∆nm,km ÷ëåí öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ç íîìåðîì m,

à ÷åðåç Vm � âiäïîâiäíèé iíòåðâàë Vm =
∆nm,km = (bm, bm + lm). Ïðè öüîìó lm > 0
äëÿ êîæíîãî m. Çàíóìåðó¹ìî i äâiéêîâî-
ðàöiîíàëüíi ÷èñëà íà iíòåðâàëi (0, 1) ó âiä-
ïîâiäíó ïîñëiäîâíiñòü

1

2
,
1

4
,
3

4
,
1

8
,
3

8
,
5

8
,
7

8
, ...,

1

2n
,
3

2n
, ...,

2n − 1

2n
, ...

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç am = 2km−1
2nm ¨¨ ÷ëåí ç íî-

ìåðîì m. Â òàêîìó ðàçi g(y) = am, ÿêùî
y ∈ V m, à g−1(am) = V m. Êðiì òîãî g(0) = 0,
g(1) = 1.

Äëÿ êîæíîãî íîìåðà m âèêîíó¹òüñÿ íå-
ðiâíiñòü am < 1, òîìó iñíó¹ òàêå iððàöiîíàëü-
íå ÷èñëî hm, ùî 0 < hm 6 lm i am + hm < 1.
Ïîêëàäåìî Um = (am, am + hm) ∩ Q i Wm =
Um×Vm. Äëÿ êîæíîãîm ðîçãëÿíåìî íàðiçíî
íåïåðåðâíó ôóíêöiþ um : X × Y → L

um(x, y) = fam,bm,hm,lm(x, y),

ÿêà ïîáóäîâàíà â òåîðåìi 3, äëÿ ÿêî¨
suppum ⊆ Wm, D(um) = {pm}, äå pm =
(am, bm), ïðè öüîìó 0 6 um(p) 6 1 íà Wm

i um(pm,k) = 1 äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî-
÷îê pm,k ∈ Wm, ÿêà ïðÿìó¹ äî pm â X × Y .

Ðîçãëÿíåìî íà äîáóòêó X × Y ôóíêöiþ

f(p) =
∞∑
m=1

um(p).

Îñêiëüêè Vm ∩ Vj = ∅ ïðè m ̸= j, òî i Wm ∩
Wj = ∅ ïðèm ̸= j i suppum ⊆ Wm, òî f(p) =

um(p) íà Wm i f(p) = 0 íà (X ×Y ) \
∞∪
m=1

Wm.

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f : X×Y → L íà-
ðiçíî íåïåðåðâíà. Çàôiêñó¹ìî äåÿêå y ∈ Y .
ßêùî y ∈ Vm äëÿ äåÿêîãî íîìåðà m, òî
fy = (um)y, îòæå, y-ðîçðiç fy áóäå íåïåðåðâ-
íèì, àäæå um � íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.
ßêùî æ y /∈ Vm äëÿ êîæíîãî m, òî çà ïî-
áóäîâîþ fy = 0. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ f
íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨.

Äëÿ äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f
âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ðîçiá'¹ìî êâàäðàò
Q = [0, 1]2 íà äâi ìíîæèíè

A = {(x, y) ∈ Q : x 6 g(y)} i B = Q \ A.

Äëÿ òî÷îê p = (x, y) ∈ Wm ìà¹ìî, ùî x >
an = g(y), îòæå, Wm ⊆ B. Òîìó f(p) = 0 íà
A ∩ T .
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Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ A ∩ T . Îñêiëüêè
ôóíêöiÿ g : Y → X çðîñòà¹, òî ç íåðiâíî-
ñòi y0 6 y < 1 âèïëèâà¹, ùî g(y0) 6 g(y), àëå
x0 6 g(y0), îòæå, i x0 6 g(y). Òàêèì ÷èíîì,
óñi òî÷êè (x0, y) ïðè y0 6 y < 1 ïîïàäàþòü â
ìíîæèíó A∩T i äëÿ íèõ fx0(y) = f(x0, y) =
0. Òîìó ôóíêöiÿ fx0 : Y → L íåïåðåðâíà â
òî÷öi y0.

Çàóâàæèìî, ùî B = φ−1((0,+∞)), äå
φ(x, y) = x − g(y). Ôóíêöiÿ g : [0, 1]to[0, 1]
íåïåðåðâíà, à ç íåþ i ôóíêöiÿ φ : Q → R,
ïðè÷îìó ìíîæèíà (0,+∞) âiäêðèòà â R, îò-
æå, i B áóäå âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â Q ÿê
ïðîîáðàç âiäêðèòî¨ ìíîæèíè ïðè íåïåðåðâ-
íîìó âiäîáðàæåííi. Ìíîæèíà A = Q\B áóäå
çàìêíåíîþ â Q.

Ïðèïóñòèìî, ùî p0 ∈ B ∩ T . Ðîçãëÿíåìî
âiäñòàíü

ρ = d(p0, A) = inf{d(p, p0) : p ∈ A}

âiäíîñíî ìåòðèêè d(p, p0) = |p − p0|∞ íà Q.
Îñêiëüêè ìíîæèíà A çàìêíåíà â Q òî ρ > 0,
àäæå p0 /∈ A. Ïîêëàäåìî δ0 = ρ

2
. Îñêiëüêè

lm → 0 ïðè m → ∞, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð
m0, ùî lm < δ0 ïðè m > m0. Àëå hm 6 lm,
îòæå, i hm < δ0 ïðè m > m0. Îñêiëüêè äëÿ
êîæíî¨ òî÷êè p = (x, y) ∈ Wm ìà¹ìî, ùî
am < x < am + hm i bm < y < bm + lm, òî

|p− pm|∞ = max{|x− am|, |y − ym|} 6

6 max{hm, lm} < δ0

ïðè m > m0. Ïðè öüîìó pm ∈ A, àäæå
g(bm) = am, îòæå, d(p,A) < δ0, ÿêùî m >
m0. Ðîçãëÿíåìî δ0-îêië

W0 = {p ∈ T : d(p, p0) < δ0}.

Çðîçóìiëî, W0 ∩ Wm = ∅ ïðè m > m0.
Ñïðàâäi, ÿêáè äëÿ äåÿêîãî m > m0 iñíóâàëà
òî÷êà q ∈ W0 ∩Wm, òî

ρ = d(p0, A) 6 d(p0, q)+ d(q, A) < δ0 + δ0 = ρ,

çâiäêè ρ < ρ, ùî íåìîæëèâî. Òàêèì ÷è-
íîì, ìíîæèíà W0 ìîæå ïåðåòèíàòèñÿ ëèøå
ç ìíîæèíàìè W1, ...,Wm0 . Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî f(p) =
m0∑
m=1

un(p) íà W0.

Îñêiëüêè p0 ∈ B, òî p0 ̸= pm äëÿ êîæíîãî
m, àäæå pm ∈ A. Òîìó ôóíêöi¨ umíåïåðåðâíi

â òî÷öi p0, à çíà÷èòü, i çâóæåííÿ f |W0 íåïå-
ðåðâíå â òî÷öi p0. Àëå ìíîæèíà W0 âiäêðè-
òà â T . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f íåïåðåðâíà â
òî÷öi p0, à çíà÷èòü i ôóíêöiÿ fx0 áóäå íå-
ïåðåðâíîþ â òî÷öi y0. Òàêèì ÷èíîì, íàðiçíà
íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f ïåðåâiðåíà.

Òåïåð ç'ÿñó¹ìî, ùî prX(D(f)) = X. Íå-
õàé x0 ∈ X. ßêùî x0 = am äëÿ äåÿêîãî m,
òî ðîçãëÿíåìî òî÷êó pm = (am, bm) i ïîêàæå-
ìî, ùî f ðîçðèâíà â òî÷öi pm. Çà ïîáóäîâîþ
iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê pm,k ∈ Wm,
ùî pm,k → pm â ïðîñòîði T = X × Y i
um(pm,k) = 1 äëÿ êîæíîãî k. Òîäi

f(pm,k) = um(pm,k) = 1

äëÿ êîæíîãî k. Îñêiëüêè f(pm) = 0,
f(pm,k) = 1 → 1 â L i pm,k → pm â T , òî
f ðîçðèâíà â òî÷öi pm.

Íåõàé x0 ̸= am äëÿ êîæíîãî m. Îñêiëüêè
âiäîáðàæåííÿ g : [0, 1] → [0, 1] íåïåðåðâíå,
g(0) = 0, g(1) = 1 i 0 < x0 < 1, òî iñíó¹
òàêà òî÷êà yo ∈ Y , ùî g(y0) = x0. Ïîêà-
æåìî, ùî f ðîçðèâíà â òî÷öi p0 = (x0, y0).
Îñêiëüêè p0 ∈ A ∩ T , òî f(p0) = 0. Ðîç-
ãëÿíåìî îêië O = [0, 1

2
) òî÷êè f(p0) = 0

â ïðÿìié Çîð åíôðåÿ i äîâiëüíèé áàçèñíèé
îêië W = ((x0 − ε, x0 + ε) ∩ Q) × [y0, y0 + ε)
òî÷êè p0 â T , äå ε > 0. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ
g : [0, 1] → [0, 1] íåïåðåðâíà â òî÷öi y0 i
çðîñòà¹, òî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî δ < ε i
x0 = g(y0) 6 g(y) < g0(y0) +

ε
2
= x0 + ε

2
,

ÿê òiëüêè y0 6 y < y0 + δ. Ç ïîáóäîâè êàí-
òîðîâî¨ ìíîæèíè âèïëèâà¹, ùî â iíòåðâà-
ëi (y0, y0 + δ) ìiñòèòüñÿ áåçëi÷ âiäðiçêiâ Vm,
çîêðåìà, ÿêèéñü âiäðiçîê V m = [bm, bm + lm]
ç lm < ε

2
. ßñíî, ùî òîäi am = g(bm) ∈

(x0, x0 + ε/2), áî ym ∈ (y0, y0 + δ), à òîäi
am + hm < am + lm < x0 + ε/2 + ε/2 = x0 + ε.
Òàêèì ÷èíîì, Um = (am, am + hm) ∩ Q ⊆
(x0 − ε, x0 + ε) ∩ Q, à çíà÷èòü, Wm ⊆ W .
Çíàéäåìî â ìíîæèíi Wm òàêó òî÷êó p∗, ùî
um(p

∗) = 1. Òîäi f(p∗) = un(p
∗) = 1 > 1

2
.

Ìè çíàéøëè òàêó òî÷êó p∗ ∈ W , äëÿ ÿêî¨
f(p∗) /∈ O, ùî i äà¹ íàì ðîçðèâíiñòü ôóíêöi¨
f ó òî÷öi p0.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ç'ÿñóâàëè, ùî äëÿ ïî-
áóäîâàíî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f :
X ×Y → L ïðîåêöiÿ prX(D(f)) = X. Çâiäñè
ëåãêî âèâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 5. Iñíó¹ íàðiçíî íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ g : Q × L → L, òàêà, ùî
prQ(D(g)) = Q.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ : Q → X i ψ :

L → Y ãîìåîìîðôiçìè i f : X×Y → L � ïî-
áóäîâàíà âèùå íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ,
äëÿ ÿêî¨ prX(D(f)) = X. Ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiþ g(x, y) = f(φ(x), ψ(y)). Çðîçóìiëî, ùî
öÿ ôóíêöiÿ g : Q × L → L i áóäå øóêàíîþ.
Íàðiçíà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ g âèïëèâà¹ ç
òîãî, ùî gx = fφ(x)◦ψ i gy = fψ(y)◦φ. Ïåðåâi-
ðèìî ðiâíiñòü prQ(D(g)) = Q. Íåõàé x0 ∈ Q.
Ðîçãëÿíåìî òî÷êó u0 = φ(x0) ∈ X. Îñêiëüêè
prX(D(f)) = X, òî iñíó¹ òàêà òî÷êà v0 ∈ Y ,
ùî q0 = (u0, v0) ∈ D(f). Âiçüìåìî, òó ¹äè-
íó òî÷êó y0 ∈ L, ùî v0 = ψ(y0). Îñêiëü-
êè âiäîáðàæåííÿ φ × ψ : Q × L → X × Y ,
(φ × ψ)(x, y) = (φ(x), ψ(y)) � öå òåæ ãîìåî-
ìîðôiçì, i q0 ∈ D(f), òî p0 = (x0, y0) ∈ D(g),
àäæå g = f ◦(φ×ψ) i (φ×ψ)(p0) = q0. Îòæå,
x0 = prQp0 ∈ prX(D(g)).
8. Ïðèêiíöåâi çàóâàæåííÿ. Ïðèðîäíî

òàêîæ ïîñòàâèòè ïèòàííÿ ïðî îïèñ ìíîæè-
íè òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié f : L2 → L. Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî âñi òå-
îðåìè, ÿêi ìè äîâåëè òóò äëÿ âiäîáðàæåíü
f : Q × L → L ïåðåíîñÿòüñÿ i íà âèïàäîê
âiäîáðàæåíü f : L2 → L.

Âèõiäíèì òóò ¹ òàêå òâåðäæåííÿ:
Ëåìà 9. Íåõàé I = [a, b),J = [c, d) i

P = I × J . Òîäi ôóíêöiÿ f = χP : L2 → L
íåïåðåðâíà.
Äîâåäåííÿ. Öå íåãàéíî âèïëèâà¹ ç ëå-

ìè 5, îñêiëüêè ìíîæèíà P áóäå âiäêðèòî-
çàìêíåíîþ â L2.

Íà îñíîâi ëåìè 9 òàê ñàìî ÿê ó ï.5 áóäó-
¹òüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f :
L2 → L ç îäíîòî÷êîâîþ ìíîæèíîþ òî÷îê
ðîçðèâó.
Òåîðåìà 6. Íåõàé c = (a, b) ∈ L2, α i

β � äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, αn = α
n
, βn = β

n
,

an = a + αn, bn = b + βn, In = [an+1, an),
Jn = [bn+1, bn), I = (a, a + α), J = (b, b + β),

Pn = In × Jn, E =
∞∪
n=1

Pn i P = I × J . Òîäi

ôóíêöiÿ

f = fa,b,α,β = χE : L2 → L

áóäå íàðiçíî íåïåðåðâíîþ, D(f) = {c},

suppf ⊆ P , 0 6 f(p) 6 1 íà L2 i äëÿ êîæíî-
ãî x ∈ L âåðòèêàëüíèé x-ðîçðiç fx = χ[γ1,γ2)

äåÿêîãî íàïiââiäêðèòîãî ïðîìiæêà [γ1, γ2),
äëÿ äåÿêèõ b < γ1 6 γ2 < b1 = b+ β.

Ïîâòîðþþ÷è ïîáóäîâè ç äîâåäåííÿ òåî-
ðåìè 4, ìè ç òåîðåìè 6 âèâîäèìî íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 7. Íåõàé A � äîâiëüíà íå áiëüø

íiæ çëi÷åííà ïiäìíîæèíà ïðÿìî¨ Çîð åí-
ôðåÿ L i b ∈ L. Òîäi iñíó¹ íàðiçíî íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : L2 → L, òàêå, ùî
D(f) = A× {b}.

Íàðåøòi ç òåîðåìè 6 ÿê ó ï. 7 âèâîäèòüñÿ
Òåîðåìà 8. Iñíó¹ íàðiçíî íåïåðåðâíå âiä-

îáðàæåííÿ g : L2 → L, òàêå, ùî CL(g)) =
∅.
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