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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÏÐÎÑÒÎÐÈ ÒÈÏÓ S ÒÀ �Õ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß

Äîñëiäæåíî òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó ïðîñòîðiâ òèïó S òà âëàñòèâîñòi îñíîâíèõ îïåðàöié ó
öèõ ïðîñòîðàõ.

We study the topological structure of S type spaces and properties of the main operations on
these spaces.

I.Ì. Ãåëüôàíä òà Ã.�. Øèëîâ ó âiäîìié
ìîíîãðàôi¨ �Ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ è îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé� [1] çàïðîïîíóâàëè ìåòîä
ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ íåñêií-
÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, çàäàíèõ
íà R, íà ÿêi íàêëàäàþòüñÿ ïåâíi óìîâè ñïà-
äàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi òà çðîñòàííÿ ïîõi-
äíèõ iç çáiëüøåííÿì ïîðÿäêó, ÿêi çàäàþòüñÿ
çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòåé |xkφ(n)(x)| 6 ckn,
{k, n} ⊂ Z+, äå {ckn} � ïîäâiéíà ïîñëiäîâ-
íiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë. ßêùî öi ÷èñëà çìiíþ-
þòüñÿ äîâiëüíèì ÷èíîì ðàçîì ç φ, òî ìà¹ìî
ïðîñòið Ë. Øâàðöà S ≡ S(R) øâèäêî ñïà-
äíèõ íà R ôóíêöié. ßêùî ckn = lkmn, äå
{lk, k ∈ Z+}, {mn, n ∈ Z+} � äåÿêi ïîñëi-
äîâíîñòi, òî ìà¹ìî ïðîñòîðè Smn

lk
, ÿêi i íà

òåïåðiøíié ÷àñ ïîâíiñòþ ùå íå äîñëiäæåíi.
Íàéáiëüø äåòàëüíî âèâ÷åíèé âèïàäîê, êîëè
lk = kkα, α > 0, mn = nnβ, β > 0; âiäïîâiäíi
ïðîñòîðè ïðè öüîìó ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì
Sβα.

Âiäîìi ïðîñòîðè òèïóW , ââåäåíi Á.Ë. Ãó-
ðåâè÷åì [2] (äèâ. òàêîæ [3]), â ÿêèõ äëÿ õà-
ðàêòåðèñòèêè ïîâåäiíêè ôóíêöié íà íåñêií-
÷åííîñòi çàìiñòü ñòåïåíåâèõ âèêîðèñòîâóþ-
òüñÿ îïóêëi ôóíêöi¨, òàêîæ âêëàäàþòüñÿ â
ïðîñòîðè Smn

lk
ïðè êîíêðåòíîìó âèáîði ïî-

ñëiäîâíîñòåé {lk, k ∈ Z+} òà {mn, n ∈ Z+}
(äèâ. [4]). Ïðîñòîðè Sβα, à òàêîæ ïðîñòîðè
òèïó W âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîñëiäæåííi
ïðîáëåìè ïðî êëàñè ¹äèíîñòi òà êëàñè êîðå-
êòíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè çi ñòàëèìè (àáî çàëåæíèìè
ëèøå âiä ÷àñó) êîåôiöi¹íòàìè. Ïðåäñòàâëÿ¹
íàóêîâèé iíòåðåñ áiëüø äåòàëüíå âèâ÷åííÿ
ïðîñòîðiâ Smn

lk
, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿìè ïðîñòî-

ðiâ Sβα (äîñëiäæåííÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòó-
ðè, âëàñòèâîñòåé ôóíêöié, îñíîâíèõ îïåðà-
öié ó âêàçàíèõ ïðîñòîðàõ). Ó äàíié ðîáîòi
äàþòüñÿ âiäïîâiäi ñàìå íà öi ïèòàííÿ.
1. Ïðîñòîðè Smn. Òîïîëîãi÷íà ñòðó-

êòóðà
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {mn, n ∈ Z+}

äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêà âîëîäi¹ íàñòóïíèìè
âëàñòèâîñòÿìè:

1) ∃n0 ∈ Z+ ∀n > n0: mn 6 mn+1; mn > 1,
∀n ∈ Z+;

2) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀n ∈ Z+: mn > cα · αn;
3) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀n ∈ Z+: mn+1 6

6Mhnmn;
4) ∃γ > 0 ∀n ∈ N: m2

n 6 γmn−1 ·mn+1;
5) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{n, l} ⊂ Z+: mn ·ml 6

6 ALn+lmn+l.
Ïðèêëàäàìè òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé ¹ ïî-

ñëiäîâíîñòi Æåâðå âèãëÿäó mn = (n!)β,
mn = nnβ, n ∈ Z+, β > 0 � ôiêñîâà-
íèé ïàðàìåòð. Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíîñòi
{mn, n ∈ Z+} ìîæíà áóäóâàòè, ÿê äîâåäåíî
â [5], çà äîïîìîãîþ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié G:
[0,∞) → (0,∞), êîòði âîëîäiþòü íàñòóïíè-
ìè âëàñòèâîñòÿìè:

1′) G(λ) > 1, λ ∈ [0,∞); lim
λ→∞

G(λ) = +∞;

2′) ôóíêöiÿ G íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâ-
íà i ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à íà [0,∞);

3′) ∃c > 0 ∃α0 > 0 ∀λ ∈ (0,∞): λ−1G(λ) >
> cG(α0λ);

4′) ôóíêöiÿ λG′(λ)G−1(λ) ìîíîòîííî çðî-
ñòà¹ íà [0,∞);

5′) ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∃λ0 = λ0(ε) > 0 ∀λ > λ0
G(λ) > cεe

ελ;
ïðè öüîìó mn = sup

λ>1
(λn/G(λ)) (äèâ. [5]). ßê
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äîâåäåíî â [5], ïðàâèëüíèìè ¹ íåðiâíîñòi

sup
n

λn

mn

6 G(λ) 6 λ sup
n

λn

mn

, λ ∈ [1,+∞);

(1)
ôóíêöiÿ λG′(λ)G−1(λ) ìîíîòîííî çðîñòà¹

íà [0,∞).
Ïðèêëàäîì ôóíêöi¨ G, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè 1′) � 5′), ìîæå ñëóæèòè ôóíêöiÿ
exp(λ1/β), λ ∈ [0,∞), äå β > 0 � ôiêñî-
âàíèé ïàðàìåòð. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹-
ìîñÿ â òîìó, ùî âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü
{mn, n ∈ Z+}, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1) �
5), ìà¹ âèãëÿä: mn = (βe)nβnnβ, n ∈ Z+.

Ñèìâîëîì Smn ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ
ôóíêöié φ ∈ S, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∃B > 0 ∀k ∈ Z+ ∃ck > 0 ∀n ∈ Z+ ∀x ∈ R :

|xkφ(n)(x)| 6 ckB
nmn (2)

(ñòàëi ck, B > 0 çàëåæàòü âiä φ). Òîïî-
ëîãi÷íà ñòðóêòóðà â Smn âèçíà÷à¹òüñÿ òàê.
Ñèìâîëîì Smn,B ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü òà-
êèõ ôóíêöié φ ∈ Smn , ùî

∀B > B ∀x ∈ R : |xkφ(n)(x)| 6 ckB ·Bn
mn,

{k, n} ⊂ Z+.

Iíàêøå, Smn,B ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ ôóíêöié
φ ∈ Smn , ÿêi ïðè äîâiëüíîìó δ > 0 çàäî-
âîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

|xkφ(n)(x)| 6 ckδ(B + δ)nmn, {k, n} ⊂ Z+.
(3)

Öÿ ìíîæèíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ïîâíèé çëi-
÷åííî íîðìîâàíèé ïðîñòið, ÿêùî íîðìè â
íié ââåñòè çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü

∥φ∥kδ = sup
x,n

|xkφ(n)(x)|
(B + δ)nmn

,

k ∈ Z+, δ ∈
{
1,

1

2
,
1

3
, . . .

}
.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ïðîâîäè-
òüñÿ ÿê i ó âèïàäêó ïðîñòîðiâ Sβ,B, ïîáó-
äîâàíèõ çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîñòi Æåâðå
mn = nnβ, äå β > 0 [1].

ßêùî B1 < B2, òî Smn,B1 íåïåðåðâíî
âêëàäà¹òüñÿ â SmnB2 i êîæíà ïîñëiäîâíiñòü
{φν , ν > 1} çáiæíà â ïðîñòîði Smn,B1 , çái-
ãà¹òüñÿ i â ïðîñòîði Smn,B2 . Îòæå, ìîæíà

ïîáóäóâàòè îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî íîðìîâàíèõ
ïðîñòîðiâ Smn,B çà âñiìà iíäåêñàìè B ∈ N.
Îñêiëüêè êîæíà ôóíêöiÿ φ ∈ Smn íàëåæèòü
äî äåÿêîãî Smn,B, òî îá'¹äíàííÿ ïðîñòîðiâ
Smn,B çáiãà¹òüñÿ ç ïðîñòîðîì Smn . Ó çâ'ÿç-
êó ç öèì ïîñëiäîâíiñòü {φν , ν > 1} ⊂ Smn

íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ äî íóëÿ (â Smn), ÿêùî
âñi ôóíêöi¨ φν íàëåæàòü äåÿêîìó ïðîñòîðó
Smn,B i çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ çà éîãî òîïîëîãi-
¹þ. Öå îçíà÷à¹ [1], ùî ïîñëiäîâíiñòü {φν , ν >
> 1} ïðàâèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ (òîáòî
ôóíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {φ(q)

ν , ν > 1}
ïðè äîâiëüíîìó q ∈ Z+ ðiâíîìiðíî çáiãà¹-
òüñÿ äî íóëÿ íà äîâiëüíîìó âiäðiçêó [a, b] ⊂
R) i äëÿ äåÿêèõ ck, B > 0, íå çàëåæíèõ âiä
ν, ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi |xkφ(q)

ν (x)| 6
6 ckB

qmq.
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {mn, n ∈ Z+}

ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, à ñàìå mn = n!ρn,
n ∈ Z+, äå {ρn, n ∈ Z+} � ïîñëiäîâíiñòü
äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi
óìîâè: à) ïîñëiäîâíiñòü {ρn, n ∈ Z+} ìîíî-
òîííî ñïàäíà; á) ∃ω > 1 ∀n > 1 ρn−1/ρn 6 ω;
â) lim

n→∞
n
√
ρn = 0;

ã) ∃a > 0 ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀n ∈ Z+ :

ρn > cε inf
λ>1

eελ

(aλ)n
.

Ïåðåäóñiì çàçíà÷èìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{n!ρn, n ∈ Z+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 1). Ñïðàâ-
äi, iç à), á) âèïëèâà¹, ùî

mn = n!ρn = (n+ 1)n!ρn+1
ρn

(n+ 1)ρn+1

6

6 ω

n+ 1
mn+1 6 mn+1, ∀n > n0,

äå n0 = [ω − 1] + 1.
Iç óìîâè ã) âèïëèâà¹, ùî

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀n ∈ Z+ : ρn > cεε
nn−nena−n.

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ Ñòiðëiíãà, çíà-
éäåìî, ùî

n!ρn >
√
2πne−nnneθn/(12n)cεε

nn−nena−n >

> cεA
nεn, 0 < θn < 1, A = a−1,

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü {n!ρn, n ∈ Z+} óìîâó 2)
òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹.
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Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâè 3). Îñêiëü-
êè ïîñëiäîâíiñòü {ρn, n ∈ Z+} ìîíîòîííî
ñïàäíà, òî, âíàñëiäîê ôîðìóëè Ñòiðëiíãà, äi-
ñòàíåìî, ùî

mn+1 ≡ (n+ 1)!ρn+1 6 (n+ 1)!ρn 6

6Mhnn!ρn,M =
√
2e, h = 2.

Îòæå, óìîâà 3) âèêîíó¹òüñÿ.
Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {mn, n ∈

Z+}, äå mn = n!ρn, âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ 4)
(âëàñòèâiñòþ ëîãàðèôìi÷íî¨ îïóêëîñòi), ÿêó
çàïèøåìî ó âèãëÿäi m2

n(mn−1 ·mn+1)
−1 6 γ.

Óðàõóâàâøè âëàñòèâiñòü á), à òàêîæ òå, ùî
ïîñëiäîâíiñòü {ρn, n ∈ N} ìîíîòîííî ñïàäíà,
çíàéäåìî, ùî

m2
n

mn−1 ·mn+1

6 (n!)2ρ2n
(n− 1)!(n+ 1)!ρn−1 · ρn+1

6

6 ρn
ρn−1

· ρn
ρn+1

6 ρn
ρn+1

6 ω.

Îòæå, íåðiâíiñòü ëîãàðèôìi÷íî¨ îïóêëîñòi
äëÿ ïîñëiäîâíîñòi n!ρn, n ∈ Z+, âèêîíó¹òüñÿ
ç ïàðàìåòðîì γ = ω.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ òåïåð ó òîìó, ùî ïîñëi-
äîâíiñòü mn = n!ρn, n ∈ Z+, çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó 5). Äëÿ öüîãî äîñèòü âñòàíîâèòè iñíó-
âàííÿ ÷èñåë A, L > 0 òàêèõ, ùî

mn ·ml

mn+l

6 ALn+l, {n, l} ⊂ Z+.

Óðàõóâàâøè ôîðìóëó Ñòiðëiíãà, ïðèéäå-
ìî äî íåðiâíîñòi

mn ·ml

mn+l

6 c·2n+l nnllρnρl
(n+ l)n+lρn+l

, {n, l} ⊂ Z+.

Ç óìîâè á) âèïëèâà¹, ùî

ρn
ρn+l

=
ρn
ρn+l

ρn+1

ρn+2

. . .
ρn+l−1

ρn+l
6 ωl.

Íåõàé n > l. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü {ρl, l ∈
Z+} ìîíîòîííî ñïàäíà, òî ρl 6 ρ0, ∀l ∈ Z+.
Òîäi

mn ·ml

mn+l

6 c2n+l
nnll

nn+l(1 + l/n)

ρn
ρn+l

ρl 6

6 c2n+l
(l/n)lωlρ0(
1 + l

n

)l 6 ALn+l, A = cρ, L = 2ω,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. Âèïàäîê n 6 l
ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ïîñëiäîâíîñòi {ρn, n ∈ Z+}, ÿêi âîëîäi-
þòü âëàñòèâîñòÿìè à) � ã), ìîæíà áóäóâàòè
çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîñòåé {mn, n ∈ Z+},
êîòði çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1) � 5). Ââàæà-
¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {mn, n ∈ Z+} ïîáóäî-
âàíà çà ôóíêöi¹þ G, ÿêà, êðiì óìîâ 1′) � 4′),
çàäîâîëüíÿ¹ ùå óìîâó 5′):

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∃x0 = x0(ε) > 0 ∀x > x0 :

G(x) > cεe
a0εx, x0 = α−1

0 ,

äå α0 > 0 � ñòàëà ç óìîâè 3′). Ïðèêëàäîì
ôóíêöi¨ G, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ âêàçàíó óìîâó,
ìîæå ñëóæèòè ôóíêöiÿ G(x) = exp(x1/β),
x ∈ (0,∞), äå β ∈ (0, 1) � ôiêñîâàíå ÷èñëî.

Ïîêëàäåìî

ρ0(x) = sup
n∈Z

|x|n

mn

, |x| > 1;

ρ(x) =

{
1, |x| < 1,
ρ0(x), |x| > 1,

äå ïîñëiäîâíiñòü {mn, n ∈ Z+} çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè 1) � 5). Çàçíà÷èìî, ùî ρ � íåïåðåðâíà,
ïàðíà, íåâiä'¹ìíà íà R ôóíêöiÿ, ÿêà ìîíî-
òîííî çðîñòà¹ íà ïðîìiæêó [1,+∞) i ìîíî-
òîííî ñïàäà¹ íà (−∞, 1]. Ç 3′) òà (1) âèïëè-
âàþòü íåðiâíîñòi:

sup
n∈Z+

xn

mn

≡ ρ0(x) >
G(x)

x
>

> cG(α0x) > ccεe
εx, x > x0 > 0. (4)

Îòæå,

ρ(x)

|x|n
> c′ε

eε|x|

|x|n
, |x| > x0, n ∈ Z+, c

′
ε = ccε.

(5)
Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî

lim
|x|→+∞

ρ(x)

|x|n
= +∞, ∀n ∈ Z+. (6)

Íåõàé

ρn := inf
x ̸=0

Ωn(x), Ωn(x) :=
ρ(x)

|x|n
,

x ̸= 0, n ∈ Z+.
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Íàïðèêëàä, ÿêùî mn = nnβ, 0 < β < 1, òî
ρ(x) ∼ exp(|x|1/β), à ρn = enβ(nβ)−nβ.

Îñêiëüêè

lim
|x|→0

Ωn(x) =

{
ρ(0) = 1, n = 0,
+∞, n > 1,

òî çâiäñè òà ç (6) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ
Ωn(x), x ̸= 0, äîñÿãà¹ ñâîãî iíôiìóìó. Êðiì
òîãî,

inf
x̸=0

1

|x|n
=

{
1, |x| < 1, x ̸= 0,
0, |x| > 1, n > 1.

Óðàõóâàâøè, ùî ρ(x) = 1, |x| < 1, ìà¹ìî

ρn = inf
|x|>1

ρ(x)

|x|n
= inf

|x|>1

ρ0(x)

|x|n
.

Îñêiëüêè Ωn+1(x) = ρ(x)/|x|n+1, x ̸= 0, òî

Ωn+1(x) =
1

|x|
Ωn(x) 6 Ωn(x), |x| > 1.

Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ρn, n ∈
Z+} ìîíîòîííî ñïàäíà (âëàñòèâiñòü à)).

Äîâåäåìî òåïåð, ùî ïîñëiäîâíiñòü{ρn−1

ρn
, n ∈ N

}
îáìåæåíà çâåðõó.

Ìà¹ìî, ùî ρn−1 = inf
|x|>1

ρ0(x)

|x|n−1
, äå ρ0(x) =

sup
n

|x|n

mn

, |x| > 1. Çàôiêñó¹ìî x: |x| > 1. Òîäi

äëÿ äîâiëüíîãî ε: 0 < ε < ρ0(x) çíàéäåòüñÿ

íîìåð n1 = n1(ε, x) òàêèé, ùî
|x|n1

mn1

> ρ0(x)−

ε. Ïîêëàäåìî ε =
1

q
ρ0(x), q > 1. Òîäi

ρ0(x)− ε =
(
1− 1

q

)
ρ0(x) <

|x|n1

mn1

, |x| > 1,

àáî

ρ0(x) <
q

q − 1

|x|n1

mn1

≡ α̃0
|x|n1

mn1

, α̃0 > 1, |x| > 1.

Çâiäñè äiñòà¹ìî íåðiâíîñòi

ρn−1 6
ρ0(x)

|x|n−1
6 α̃0

|x|n1

|x|n−1 ·mn1

=

= α̃0
ρ0(x)

|x|n
|x|n1+1

ρ0(x)mn1

, |x| > 1.

Îöiíèìî âèðàç
|x|n1+1

ρ0(x)mn1

:

|x|n1+1

ρ0(x)mn1

=
( ρ0(x)

|x|n1+1
·mn1

)−1

6

6
(

inf
|x|>1

ρ0(x)

|x|n1+1
·mn1

)−1

=
1

ρn1+1 ·mn1

.

Îñêiëüêè

ρn1+1 = inf
|x|>1

ρ0(x)

|x|n1+1
=
(
sup
|x|>1

|x|n1+1

ρ0(x)

)−1

,

òî

sup
|x|>1

|x|n1+1

ρ0(x)
= (ρn1+1)

−1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε0 ∈
(0, 1) çíàéäåòüñÿ x0: |x0| > 1 òàêå, ùî

1

ρn1+1

<
|x0|n1+1

ρ0(x0)
+ ε0.

Îñêiëüêè mn1 > 1, òî

|x|n1+1

ρ0(x)mn1

<
1

mn1

( |x0|n1+1

ρ0(x0)
+ ε0

)
6

6 |x0|n1

mn1

|x0|
ρ0(x0)

+ ε0 6

6 ρ0(x0)
|x0|
ρ0(x0)

+ ε = |x0|+ ε0 6 |x0|+ 1.

Òîäi

ρn−1 6 α̃0(|x0|+ 1) inf
|x|>1

ρ0(x)

|x|n
≡ ω · ρn, (7)

äå ω = α̃0(|x0| + 1) > 1, ùî é ïîòðiáíî áóëî
äîâåñòè.

Çàóâàæèìî, ùî ç (7) âèïëèâàþòü íåðiâ-
íîñòi:
ρn−1

ρn
=
ρn−2

ρn−1

ρn−1

ρn
6 ω2,

ρn−3

ρn
6 ω3, . . .

Äîâåäåìî, ùî lim
n→∞

n
√
ρn = 0. Îñêiëüêè ïî-

ñëiäîâíiñòü {ρn, n ∈ Z+} ìîíîòîííî ñïàäíà
i îáìåæåíà çíèçó (ρn > 0, n ∈ Z+), òî âî-
íà çáiæíà: ∃a0 > 0: lim

n→∞
ρn = inf

n
{ρn} = a0.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ â òîìó, ùî a0 = 0. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî a0 > 0. Òîäi ρn > a0, n ∈ Z+ òà äëÿ
ε = a0/2 çíàéäåòüñÿ íîìåð ñ0 = ñ0(ε) òàêèé,
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ùî ρn0 <
3

2
a0. Îñêiëüêè ρn 6 ρ0, n > ñ0,

òî a0 6 ρn <
3

2
a0, n > ñ0. Êðiì òîãî, äëÿ

ε = a0/2 çíàéäåòüñÿ xε: |xε| > 1 òàêå, ùî

ρn 6 ρ(xε)

|xε|n
< ρn +

a0
2
, ∀n > ñ0.

Îòæå,

a0 6
ρ(xε)

|xε|n
< 2a0, ∀n > ñ0,

àáî

a0|xε|n 6 ρ(xε) < 2a0|xε|n, ∀n > ñ0.

Îñêiëüêè ρ(xε) = sup
n
(|xε|n/mn), òî äëÿ äî-

âiëüíîãî νk ∈ (0, a0/2), k ∈ N, çíàéäåòüñÿ
íîìåð nk òàêèé, ùî

|xε|nk

mnk

> ρ(xε)− νk > a0|xε|nk − νk,

àáî

mnk
<

|xε|nk

a0|xε|nk − νk
=
(
a0 −

νk
|xε|nk

)−1

6

6 1

a0 − νk
, |xε| > 1.

Îñêiëüêè a0 − νk > a0 − a0
2

=
a0
2
, ∀k >

> 1, òî mnk
6 2

a0
, ∀k > 1. Îòæå, ó ïîñëi-

äîâíîñòi {mn, n ∈ Z+}, ÿêà ìîíîòîííî çðî-
ñòà¹ (mn 6 mn+1, ∀n > max(n0, ñ0)), iñíó¹
îáìåæåíà çâåðõó ïiäïîñëiäîâíiñòü. Îäåðæà-
íå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü, ùî a0 = 0, òîáòî
lim
n→∞

ρn = 0.

Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹,

ùî lim
n→∞

ln ρn
n

= a, äå a ∈ (−∞, 0],

àáî lim
n→∞

ln ρn
n

= −∞. Îñêiëüêè n
√
ρn =

exp
{ ln ρn

n

}
, òî ìà¹ìî, ùî lim

n→∞
n
√
ρn = a1, äå

a1 = ea > 0, àáî lim
n→∞

n
√
ρn = 0. Äîâåäåìî, ùî

â äàíîìó âèïàäêó lim
n→∞

n
√
ρn = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê, òîáòî
lim
n→∞

n
√
ρn = a1 > 0. Òîäi äëÿ ε = a1/2

çíàéäåòüñÿ íîìåð n0 = n0(ε) òàêèé, ùî

a1
2
< n

√
ρn <

3

2
a1, ∀n > n0,

àáî (a1
2

)n
< ρn <

(3
2
a1

)n
, ∀n > n0 ⇔(a1

2

)n+n0

< ρn+n0 <
(3
2

)n+n0

, ∀n ∈ Z+.

Iç îçíà÷åííÿ ρn+n0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ε =
a1/2 çíàéäåòüñÿ xε: |xε| > 1 òàêå, ùî

ρn+n0 6
ρ(xε)

|xε|n+n0
< ρn+n0 +

a1
2
, n ∈ Z+.

Îòæå,

ρ(xε)

|xε|n+n0
> ρn+n0 >

(a1
2

)n+n0

, n ∈ Z+,

òîáòî

ρ(xε) >
(a1
2

)n+n0

|xε|n+n0 >
(a1
2

)n0

|xε|n+n0 ,

∀n ∈ Z0

(òóò âðàõîâàíî, ùî 0 < a1 6 1).
Îñêiëüêè ρ(xε) = sup

n
(|xε|n/mn), òî äëÿ

äîâiëüíîãî εk: 0 < εk <
1

2

(a1
2

)n0

, k ∈ N,
çíàéäåòüñÿ íîìåð nk òàêèé, ùî

|xε|nk

mnk

> ρ(xε)− εk >
(a1
2

)n0

|xε|n+n0 − εk >

>
(a1
2

)n0

− εk >
1

2

(a1
2

)n0

,

àáî

mnk
< 2
( 2

a1

)n0

|xε|nk ≡ c0|xε|nk .

Îòæå, ó ïîñëiäîâíîñòi {mn, n ∈ Z+}, ÿêà çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó 2), iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü,
ÿêà öþ óìîâó íå çàäîâîëüíÿ¹. Îäåðæàíå
ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü, ùî lim

n→∞
n
√
ρn = 0.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

ρ̃n := inf
|x|>x̃0

ρ0(x)

|x|n
,

x̃0 =

{
x0, ÿêùî x0 > 1,
1, ÿêùî 0 < x0 < 1,
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äå x0 > 0 � ïàðàìåòð ç óìîâè 5′). Ç íåðiâíî-
ñòi (4) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ρ̃n, n ∈
Z+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀ε > 0 ∃c̃ε > 0 ∀n ∈ Z+ : ρ̃n >

> c̃ε inf
|x|>x̃0

eε|x|

|x|n
> c̃ε inf

|x|>1

eε|x|

|x|n
, (8)

ïðè öüîìó ïîñëiäîâíiñòü {ρ̃n, n ∈ Z+}, ÿê i
ïîñëiäîâíiñòü {ρn, n ∈ Z+}, ¹ ìîíîòîííî ñïà-
äíîþ. Îñêiëüêè lim

|x|→∞
(ρ0(x)/|x|n) = +∞ äëÿ

ôiêñîâàíîãî n ∈ Z+, òî

ρ̃n = inf
|x|>x0

ρ0(x)

|x|n
> inf

|x|>1

ρ0(x)

|x|n
= ρn, n ∈ Z+.

Íåõàé c > 0 � òàêà ñòàëà, ùî ρ1 > cρ̃1.
Çâiäñè, ç íåðiâíîñòi (7) òà âëàñòèâîñòi ìî-
íîòîííîãî ñïàäàííÿ ïîñëiäîâíîñòi {ρ̃n, n ∈
Z+} âèïëèâà¹, ùî

ρ2 >
1

ω
ρ1 >

c

ω
ρ̃1 >

c

ω
ρ̃2, ρ3 >

1

ω
ρ2 >

c

ω2
ρ̃2 >

> c

ω2
ρ̃3, . . . , ρn > c

ωn−1
ρ̃n, . . .

Òîäi, ç óðàõóâàííÿì (8),

ρn > cc̃ε
ωn−1

inf
|x|>1

eε|x|

|x|n
= c′ε inf

|x|>1

eε|x|

|ωx|n
, n ∈ Z+.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {ρn, n ∈ Z+} çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó 2).

Âiäçíà÷èìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ρn =
inf
|x|>1

(ρ(x)/|x|n), n ∈ Z+, âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ

ρn 6 ρn−k · ρk, ∀k : 0 6 k 6 n. (9)

Ñïðàâäi,

ρn = inf
|x|>1

ρ(x)

|x|n
= inf

|x|>1

{ ρ(x)

|x|n−k
· 1

|x|k
}
6

6 inf
|x|>1

{ ρ(x)

|x|n−k
· ρ(x)
|x|k

}
=

= inf
|x|>1

ρ(x)

|x|n−k
· inf
|x|>1

ρ(x)

|x|k
= ρn−k · ρk

(òóò âðàõîâàíî, ùî ρ(x) > 1, |x| > 1), ùî
é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. Iç (9) âèïëèâà¹ òà-
êîæ, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ρ2n 6 ρ2n,
n ∈ Z+.

Ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ áóäåìî êîðè-
ñòóâàòèñÿ ùå îäíi¹þ âëàñòèâiñòþ ôóíêöi¨ ρ,
ÿêó äîâåäåìî â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi.

Ëåìà 1. Ôóíêöiÿ ρ äèôåðåíöiéîâíà íà R.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåäóñiì äîñëiäèìî ôóí-
êöiþ ρ íà äèôåðåíöiéîâíiñòü ó òî÷êàõ x =
±1. Óðàõóâàâøè ïàðíiñòü öi¹¨ ôóíêöi¨, ïðî-
àíàëiçó¹ìî âèïàäîê x = 1. Çà îçíà÷åííÿì,

ρ′(1 + 0) = lim
∆x→+0

ρ(1 + ∆x)− ρ(1)

∆x
=

= lim
∆x→+0

1

∆x

{
sup
n∈Z+

(1 + ∆x)n

mn

− 1
}
=

= lim
∆x→+0

1

∆x
sup
n∈Z+

{(1 + ∆x)n

mn

− 1
}
.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ρ̃(x) =

{
1, |x| < 1,
sup
n∈N

(|x|n/mn), |x| > 1.

Íåõàé {εk, k ∈ N} � ìîíîòîííî ïðÿìóþ÷à äî
íóëÿ ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë. Iç îçíà-
÷åííÿ ôóíêöi¨ ρ̃ âèïëèâà¹, ùî äëÿ ôiêñîâà-
íîãî ∆x ∈ (0, 1) i εk = (∆x)2k

∃nk = nk(εk) > 1 :

(1 + ∆x)nk

mnk

> ρ̃(1 + ∆x)− εk,

òîáòî

ρ̃(1 + ∆x) <
(1 + ∆x)nk

mnk

+ εk, k > 1.

Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî α > 0 ïðàâèëü-
íîþ ¹ íåðiâíiñòü mk > (αn/ρ̃(α)), n ∈ N,
îñêiëüêè ρ̃(α) = sup

n∈N
(αn/mn). Îòæå,

∀k > 1 : ρ̃(1 +∆x) 6 (1 + ∆x)nk

αnk
ρ̃(α) + εk 6

6 (1+∆x)nk inf
α>0

ρ̃(α)

αnk
+εk = (1+∆x)nkρnk

+εk.

Îñêiëüêè lim
k→∞

nk
√
ρnk

= 0, òî äëÿ ε =

(1 + ∆x)−1 > 0 çíàéäåòüñÿ íîìåð k0 = k0(ε)
òàêèé, ùî äëÿ âñiõ k > k0

ρnk
< εnk =

1

(1 + ∆x)nk
.

Òîäi

∀k > k0 : (1 + ∆x)nkρnk
+ εk 6 1 + (∆x)2k 6
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6 1 + (∆x)2k0 .

Îòæå, ρ̃(1 +∆x)− 1 6 (∆x)2k0 . ßêùî n = 0,
òî

(1 + ∆x)n

mn

∣∣∣
n=0

= 1,
(1 + ∆x)n

mn

∣∣∣
n=0

− 1 = 0.

Òàêèì ÷èíîì, 0 6 ∆ρ(1)

∆x
6 (∆x)2k0−1,

çâiäêè i âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ ρ′(1+0) =
0. Äëÿ îäíîñòîðîííüî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ ρ ó
òî÷öi x = 1 çëiâà ìà¹ìî:

ρ′(1− 0) = lim
∆x→−0

ρ(1 + ∆x)− ρ(1)

∆x
=

= lim
∆x→−0

1− 1

∆x
= 0.

Îòæå, ρ′(1 + 0) = ρ′(1− 0) = 0. Öå i îçíà÷à¹,
ùî ïîõiäíà ôóíêöi¨ ρ ó òî÷öi x = 1 iñíó¹
i äîðiâíþ¹ íóëåâi. Äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóí-
êöi¨ ρ ó äîâiëüíié òî÷öi x ∈ R \ [−1, 1] äîâî-
äèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóí-
êöi¨ ρ ó êîæíié òî÷öi x ∈ (−1, 1) ¹ î÷åâè-
äíîþ, îñêiëüêè ρ = 1 íà iíòåðâàëi (−1, 1).

Ëåìà äîâåäåíà.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1 çíàéäåìî ùå

îäíå ñïåöiàëüíå çîáðàæåííÿ åëåìåíòiâ ïî-
ñëiäîâíîñòi {ρk, k ∈ Z+}. Ç öi¹þ ìåòîþ
äëÿ êîæíîãî k ∈ N ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ
φk(y) := y−kρ(y), y ∈ (0,+∞), ÿêà ¹ äèôå-
ðåíöiéîâíîþ íà (0,+∞). Îñêiëüêè ρ(y) >
> cε exp(εy), ε > 0, y > y0 > 0 (äèâ. (5)),
òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî lim

y→+∞
φk(y) = +∞.

Êðiì òîãî, lim
y→+0

φk(y) = +∞ i φk(y) > 0,

y ∈ (0,+∞). Îòæå, φk äîñÿãà¹ ñâîãî ìiíi-
ìóìó íà ïðîìiæêó (0,+∞), ÿêèé çíàéäåìî
çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ äèôåðåíöiàëüíîãî ÷è-
ñëåííÿ:

φ′
k(y) = y−(k+1)(yρ′(y)− kρ(y)).

Ïðèðiâíÿâøè φ′
k(y) äî íóëÿ, çíàéäåìî, ùî

yµ(y) = k, k ∈ N, äå µ(y) := ρ′(y)/ρ(y). Ôóí-
êöiÿ µ � íåâiä'¹ìíà i íåïåðåðâíà íà ïðîìiæ-

êó [0,+∞). Îñêiëüêè ln ρ(y) =

y∫
0

µ(ξ)dξ, òî

âíàñëiäîê òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äëÿ
âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà ìà¹ìî, ùî ln ρ(y) =

µ(ỹ)y, 0 < ỹ < y, òîáòî µ(ỹ) = ln ρ(y)/y. Ç
âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ ρ âèïëèâà¹, ùî ln ρ(y)
ïðè y → +∞ çðîñòà¹ øâèäøå çà äîâiëüíó
ëiíiéíó ôóíêöiþ íà ïðîìiæêó [1,+∞), òîá-
òî lim

y→+∞
µ(y) = +∞. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà ρ′(2)/ρ(2) = µ(2) > 1. Òîäi
ðiâíÿííÿ yµ(y) = k ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
νk = k + 1, k ∈ N (1 < ν1 < 2). Çàçíà-
÷èìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ {νk, k >
> 1} ¹ çðîñòàþ÷îþ i íåîáìåæåíîþ. Äiéñíî,
ÿêáè sup

k∈N
νk = c < +∞, òî, âèäiëÿþ÷è çái-

æíó ïiäïîñëiäîâíiñòü {νkm ,m ∈ N} òàêó, ùî
lim
m→∞

νkm = a, a < +∞, îäåðæàëè á ïðîòè-

ði÷÷ÿ, îñêiëüêè νkmµ(νkm) = km i, ïåðåéøîâ-
øè äî ãðàíèöi ïðè m → ∞ äiñòàëè á, ùî
aµ(a) = +∞.

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî
êîæíà ôóíêöiÿ φk, k ∈ N, äîñÿãà¹ ñâîãî ìi-
íiìóìó â òî÷öi yk = νk:

inf
y>0

(y−kρ(y)) =
( 1

νk

)k
ρ(νk).

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæàëè ñïiââiäíîøåííÿ
ρk = ν−kk ρ(νk). Îñêiëüêè ρ0 = 1, òî íàäàëi, çà

äîìîâëåíiñòþ ââàæàòèìåìî, ùî
( 1

ν0

)0
:= 1

(íàñïðàâäi æ ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ xµ(x) = 0
êîæíå ÷èñëî x ∈ [0, 1] ¹ éîãî ðîçâ'ÿçêîì, áî
µ(x) = 0 ó êîæíié òî÷öi âiäðiçêà x ∈ [0, 1]).

Çàóâàæåííÿ 1. Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî
ïîñëiäîâíiñòü {νk, k ∈ N} çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âó

lim
k→∞

k

ν2k
= 0. (A)

Îñêiëüêè νk, k ∈ N, � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿ-
ííÿ νkµ(νk) = k, òî k/νk = µ(νk). Îòæå,
k/ν2k = µ(νk)/νk i óìîâó (A) ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi lim

k→+∞
µ(νk)/νk = 0 àáî

(
lim

x→+∞

µ(x)

x
= 0
)
⇔
(

lim
x→+∞

ρ′(x)

xρ(x)
= 0
)
.

Iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ µ âèïëèâà¹ òà-

êîæ, ùî
µ(x)

x
→ 0 ïðè x → +∞ ìîíîòîííî.

Ñïðàâäi, iç ñïiââiäíîøåííÿ µ(x̃) = ln ρ(x)/x,

Áóêîâèíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2014. � Ò. 2, � 1. 75



0 < x̃ < x, âèïëèâà¹, ùî íà ïðîìiæêó
(1,+∞) ôóíêöiÿ µ äèôåðåíöiéîâíà. Òîäi(µ(x)

x

)′
=
xµ′(x)− µ(x)

x2
, x > 1.

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ
xµ(x) = k çíàéäåìî, ùî xµ′(x) = −µ(x).
Îòæå,(µ(x)

x

)′
= −2µ(x)

x2
< 0, x > 1,

îñêiëüêè µ(x) > 0 â êîæíié òî÷öi x ∈
(1,+∞), ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ïðîñòîðè Smn , äå
ïîñëiäîâíiñòü {mn, n ∈ Z+} ìà¹ ñïåöiàëüíèé
âèãëÿä, à ñàìå, mn = n!ρn, n ∈ Z+, ïðè öüî-
ìó ïîñëiäîâíiñòü {ρn, n ∈ Z+} âîëîäi¹ âëà-
ñòèâîñòÿìè à) � ã).
2. Îñíîâíi îïåðàöi¨ â ïðîñòîði Sn!ρn
Îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ. Ó ïðî-

ñòîði Sn!ρn âèçíà÷åíà i îáìåæåíà îïåðàöiÿ
äèôåðåíöiþâàííÿ. Áiëüø òîãî, öÿ îïåðàöiÿ
âèçíà÷åíà i îáìåæåíà â êîæíîìó çëi÷åííî
íîðìîâàíîìó ïðîñòîði Sn!ρn,B. Ïðè öüîìó,
ìíîæèíà A ⊂ Sn!ρn,B íàçèâà¹òüñÿ îáìåæå-
íîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ A ñïðàâ-
äæóþòüñÿ îöiíêè (3) äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0
çi ñòàëèìè ckδ, íå çàëåæíèìè âiä φ, äå mn =
n!ρn, n ∈ Z+.

Îòæå, íåõàé φ � äîâiëüíèé åëåìåíò îáìå-
æåíî¨ ìíîæèíè A ⊂ Sn!ρn,B. Ïîêëàäåìî
φ1(x) = φ′(x). Âíàñëiäîê (3) çíàéäåìî, ùî

|xkφ(n)
1 (x)| = |xkφ(n+1)(x)| 6

6 ckδ(B + δ)n+1(n+ 1)!ρn+1 6
6 ckδ(B + δ)n+1n!(n+ 1)ρn =

= c′kδ(B + δ)nn!(n+ 1)ρn, {k, n} ⊂ Z+.

Îñêiëüêè

∀ε > 0 ∃cε > 1 ∀n ∈ N :

n+ 1 6 cε(1 + ε)n+1, (10)

òî

|xkφ(n)
1 (x)| 6 c′′kδ(B + δ)n(1 + ε)nn!ρn.

ßêùî âçÿòè ε ç ïðîìiæêó
(
0,

δ

B + δ

)
, òî

ïðàâèëüíèìè ¹ íåðiâíîñòi

|xkφ(n)
1 (x)| 6 c′′kδ(B + 2δ)n!ρn.

Îñêiëüêè 2δ � äîâiëüíî ìàëà âåëè÷èíà ðà-
çîì ç δ, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè äè-
ôåðåíöiþâàííi îáðàçîì îáìåæåíî¨ ìíîæèíè
A ⊂ Sn!ρn,B çíîâó æ òàêè ¹ îáìåæåíà ìíî-
æèíà â Sn!ρn,B.
Ìíîæåííÿ íà íåñêií÷åííî äèôåðåí-

öiéîâíi ôóíêöi¨. Íàãàäà¹ìî, ùî êîëè X
� äåÿêèé ëiíiéíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, à
ôóíêöiÿ f òàêà, ùî âiäïîâiäíiñòü X ∋ φ →
fφ ∈ X ¹ ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì îïåðàòî-
ðîì ç X â X, òî f íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêà-
òîðîì ó ïðîñòîði X.

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f ∈ C∞(R) çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃c > 0 ∃B0 > 0 ∃h > 0 ∀n ∈ Z+ ∀x ∈ R :

|f (n)(x)| 6 cBn
0n!ρn(1 + |x|h). (11)

Ìíîæåííÿ íà öþ ôóíêöiþ ¹ îáìåæåíîþ
îïåðàöi¹þ â ïðîñòîði Sn!ρn,B, ÿêà âiäîáðà-
æà¹ öåé ïðîñòið â ïðîñòið Sn!ρn,B̃, äå B̃ =
max{B0ω,B}, ω > 1 � ñòàëà, ÿêà îáìåæó¹

ïîñëiäîâíiñòü
{ρn−1

ρn
, n ∈ N

}
.

Ñïðàâäi, äëÿ φ ∈ Sn!ρn,B ìà¹ìî

|xkφ(n)(x)| 6 ckδ(B + δ)nn!ρn,

∀δ > 0, x ∈ R, {k, n} ⊂ Z+. (12)

Òîäi

|xk(f(x)φ(x))n| 6 |x|k
n∑
j=0

Cj
n|f (j)(x)|×

×|φ(n−j)(x)| 6 c
n∑
j=0

Cj
nB

j
0j!ρj(|x|k + |x|k+h)×

×|φ(n−j)(x)| 6 c
n∑
j=0

Cj
nB

j
0j!ρj(ckδ + ck+h,δ)×

×(B + δ)n−j(n− j)!ρn−j 6

6 c′kδn!
n∑
j=0

Bj
0(B + δ)n−jρjρn−j =

= c′kδn!ρn

n∑
j=0

Bj
0(B + δ)n−j

ρn−j
ρn

ρj,
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äå c′kδ = c(ckδ + ck+h,δ). Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ
òèì, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ρn, n ∈ Z+} ìîíîòîí-
íî ñïàäíà, òîáòî ρj 6 ρ0, ∀j ∈ N. Êðiì òîãî
(äèâ. âëàñòèâiñòü á)),

∃ω > 1 ∀n > j :
ρn−j
ρn

6 ωj.

Íåõàé B̃ = max{B0ω,B}. Òîäi, óðàõóâàâøè
(10), çíàéäåìî, ùî

|xk(f(x)φ(x))(n)| 6 c′′kδn!ρn

n∑
j=0

B̃j(B̃+δ)n−j 6

6 c′′kδn!ρn(B̃ + δ)nn!ρn(n+ 1) 6
6 c̃′′kδ(B̃ + δ)n(1 + ε)nn!ρn 6

6 c̃′′kδ(B̃ + 2δ)nn!ρn,

ÿêùî ε ∈
(
0,

δ

B̃ + δ

)
. Çâiäñè âæå âèïëèâà¹,

ùî fφ ∈ Sn!ρn,B.
Iç íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü âèïëèâà¹,

ùî ïðè âêàçàíié îïåðàöi¨ îáìåæåíà ìíîæè-
íà ïðîñòîðó Sn!ρn,B âiäîáðàæà¹òüñÿ â îáìå-
æåíó ìíîæèíó ïðîñòîðó Sn!ρn,B̃, òîáòî îïå-
ðàöiÿ

Sn!ρn,B ∋ φ→ fφ ∈ Sn!ρn,B̃

¹ îáìåæåíîþ (íåïåðåðâíîþ).

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ïîñèëèòè óìîâó íà
ôóíêöiþ f ∈ C∞(R), òî ìîæíà äîìîã-
òèñÿ òîãî, ùî îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà öþ
ôóíêöiþ âiäîáðàæàòèìå êîæíó îáìåæåíó
ìíîæèíó ïðîñòîðó Sn!ρn,B â ñåáå. Öÿ óìîâà
òàêà:

∃h > 0 ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀n ∈ N ∀x ∈ R :

|f (n)(x)| 6 cεε
nn!ρn(1 + |x|h).

Îïåðàöiÿ çñóâó àðãóìåíòó. Ó êîæíî-
ìó ïðîñòîði Sn!ρn,B âèçíà÷åíèé i ¹ îáìåæå-
íèé îïåðàòîð çñóâó

Tx0 : Sn!ρn,B ∋ φ(x) → Tx0φ(x) =

= φ(x− x0) ∈ Sn!ρn,B.

Äiéñíî, ÿêùî φ ∈ Sn!ρn,B, òî ñïðàâäæóþ-
òüñÿ îöiíêè (12). Îñêiëüêè

sup
x

|xkφ(n)(x− x0)| = sup
x

|(x+ x0)
kφ(n)(x)|,

òî

|(x+x0)kφ(n)(x)| 6
k∑
j=0

Cj
k|x0|

k−j sup
x

|xjφ(n)(x)| 6

6
k∑
j=0

Cj
k|x0|

k−jcjδ(B+δ)nn!ρn 6 c̃kδ(B+δ)nn!ρn,

{k, n} ⊂ Z+,

äå c̃kδ =
k∑
j=0

Cj
k|x0|

k−jcjδ. Îòæå, φ(x − x0)

íàëåæèòü äî ïðîñòîðó Sn!ρn,B, ùî é ïîòði-
áíî áóëî äîâåñòè. Ïðè âêàçàíié îïåðàöi¨ êî-
æíà îáìåæåíà ìíîæèíà ïðîñòîðó Sn!ρn,B

âiäîáðàæà¹òüñÿ â îáìåæåíó ìíîæèíó öüîãî
æ ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöiÿ φ ∈ C∞(R) ¹ åëåìåí-
òîì ïðîñòîðó Sn!ρn òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
âîíà àíàëiòè÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ â êîìïëå-
êñíó ïëîùèíó äî öiëî¨ ôóíêöi¨ φ(z), z ∈ C,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃b > 0 ∀k ∈ Z+ ∃ck > 0 ∀z = x+ iy ∈ C :

|zkφ(z)| 6 ckρ(by), (13)

äå

ρ(y) =

{
1, |y| < 1,
ρ0(y), |y| > 1,

ρ0(y) = sup
n∈Z+

|y|n

n!ρn
, |y| > 1.

Äîâåäåííÿ äèâ. ó [6].
Óðàõóâàâøè òåîðåìó 1, âêàæåìî ùå îäèí

êëàñ ôóíêöié, ÿêi ¹ ìóëüòèïëiêàòîðàìè ó
ïðîñòîði Sn!ρn . À ñàìå, êîæíà ôóíêöiÿ φ ∈
C∞(R), ÿêà àíàëiòè÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ â
êîìïëåêñíó ïëîùèíó äî öiëî¨ ôóíêöi¨ φ(z),
z ∈ C, i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀z = x+ iy ∈ C :

|f(z)| 6 cερ(εy), (14)

¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Sn!ρn . Ïðè
äîâåäåííi öüîãî òâåðäæåííÿ ñêîðèñòà¹ìîñÿ
òèì, ùî ôóíêöiÿ ρ âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ [6]

∀{y1, y2} ⊂ (0,∞) : ρ(y1)ρ(y2) 6 ρ(y1 + y2).
(15)
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Íåõàé ôóíêöiÿ φ ∈ Sn!ρn (òîáòî φ çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó (13)), à ôóíêöiÿ f çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó (14). Òîäi, óðàõóâàâøè (15), çíà-
éäåìî, ùî

∃b > 0 ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀z = x+ iy ∈ C

∀k ∈ Z+ ∃ck > 0 : |zkf(z)φ(z)| 6
cεckρ(by)ρ(εy) 6 c̃kρ(b̃y),

c̃k = cεck, b̃ = b+ ε.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî fφ ∈ Sn!ρn , ùî é ïîòði-
áíî áóëî äîâåñòè.
3. Ïðîñòîðè Slk
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {lk, k ∈ Z+} äî-

äàòíèõ ÷èñåë, ÿêà âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè 1)
� 5) (äèâ. ï. 1). Ââàæà¹ìî òàêîæ, ùî ïîñëi-
äîâíiñòü {lk, k ∈ Z+} ïîáóäîâàíà çà ôóíêöi-
¹þ G, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1′) � 5′). Ñèì-
âîëîì Slk ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü íåñêií÷åí-
íî äèôåðåíöiéîâíèõ íà R ôóíêöié, ÿêi çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâó

∃A > 0 ∀n ∈ Z+ ∃cn > 0 ∀k ∈ Z+ ∀x ∈ R :

|xkφ(n)(x)| 6 cnA
klk. (16)

Ïîêëàäåìî

γ(x) =

{
1, |x| < 1,
inf
k∈Z+

(lk/|x|k), |x| > 1.

Îñêiëüêè γ(x) = 1/γ̃(x), äå

γ̃(x) =

{
1, |x| < 1,
sup
k
(|x|k/lk), |x| > 1,

à âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ γ̃ âèâ÷åíi âæå ðàíiøå,
òî ìà¹ìî, ùî γ � íåâiä'¹ìíà, äèôåðåíöiéîâ-
íà, ïàðíà íà R ôóíêöiÿ, ÿêà ìîíîòîííî ñïà-
äà¹ íà ïðîìiæêó [1,+∞) i ìîíîòîííî çðî-
ñòà¹ íà (−∞, 1], 0 < γ(x) 6 1, x ∈ R. Êðiì
òîãî, iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ γ̃ âèïëèâà¹, ùî

∃c′0 > 0 ∃c′ > 0 ∀x ∈ R \ (−1, 1) :

γ(x) 6 c′0e
−c′|x|. (17)

Íàïðèêëàä, ÿêùî lk = kkα, α ∈ (0, 1), òî
γ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi (äèâ. [1]):

exp
{
− α

e
|x|1/α

}
6 γ(x) 6 c exp

{
− α

e
|x|1/α

}
,

c = eαe/2.

Ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöiÿ φ ∈ C∞(R) ¹ åëåìåí-
òîì ïðîñòîðó Slk òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃a > 0 ∀n ∈ Z+ ∃cn > 0 ∀x ∈ R :

|φ(n)(x)| 6 cnγ(ax). (18)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ ∈ Slk , òîáòî âèêî-
íó¹òüñÿ óìîâà (16). ßêùî |x| > A, òî ç (16)
âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

|φ(n)(x)| 6 cnA
k lk
|x|k

= cn
lk

|A−1x|k
6

6 cn inf
k∈Z+

lk
|A−1x|k

= ckγ(A
−1x).

ßêùî æ |A−1x| < 1, òî inf
k∈Z+

(lk/|A−1x|k) =

1, òîáòî |φn(x)| 6 cn, x ∈ R. Îñêiëüêè
γ(A−1x) = 1, êîëè |A−1x| < 1, òî çâiäñè äi-
ñòà¹ìî, ùî ç óìîâè (16) âèïëèâà¹ óìîâà (18)
ç a = A−1.

Íàâïàêè, íåõàé ôóíêöiÿ φ ∈ C∞(R) çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó (18). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå
k ∈ Z+ i äîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâ-
íîñòi (18) íà |x|k, x ̸= 0. Òîäi

|xkφ(n)(x)| 6 cn|x|kγ(ax) = cna
−k(|ax|kγ(ax)).

Îñêiëüêè γ(x) = inf
k∈Z+

(lk/|x|k), |x| > 1, òî

γ(x) 6 lk|x|−k, k ∈ Z+, òîáòî |x|kγ(x) 6 lk,
k ∈ Z+. Îòæå, äëÿ x: |x| > a−1 ñïðàâäæóþ-
òüñÿ íåðiâíîñòi

|xkφ(n)(x)| 6 cna
k
1lk, a1 = a−1, {k, n} ⊂ Z+.

ßêùî |x| < a−1, òî γ(a)x = 1 i

|xkφ(n)(x)| 6 cn|x|k 6 cna
k
1 6 cna

k
1lk,

{k, n} ⊂ Z+,

îñêiëüêè lk > 1, k ∈ Z+. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
φ ∈ Slk .

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Slk,A ñóêóïíiñòü ôóí-

êöié φ ç ïðîñòîðó Slk , äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóþ-
òüñÿ íåðiâíîñòi

|xkφ(n)(x)| 6 cnAA
k
lk, x ∈ R, {k, n} ⊂ Z+,
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äå A > A. Iíàêøå, Slk,A ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ
ôóíêöié φ ∈ Slk , ÿêi ïðè äîâiëüíîìó ρ > 0
çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

|xkφ(n)(x)| 6 cnρ(A+ρ)
klk, x ∈ R, {k, n} ⊂ Z+.

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ 2, òî ìî-
æíà ñòâåðäæóâàòè, ùî Slk,A ñêëàäà¹òüñÿ ç
òèõ ôóíêöié φ ∈ Slk , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íå-
ðiâíîñòi

|xkφ(n)(x)| 6 cnργ((a− ρ)x), n ∈ Z+, x ∈ R,

ïðè êîæíîìó ρ ∈ (0, a).
Ïîêëàäåìî

Mp(x) =
(
γ
(
a
(
1−1

p

)
x
))−1

, p ∈ {2, 3, . . . }.

(19)
Ôóíêöi¨Mp óòâîðþþòü çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâ-
íiñòü; ïðè öüîìó Slk,A ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â çëi-
÷åííî íîðìîâàíèé ïðîñòið ç íîðìàìè

∥φ∥p ≡ sup
x∈R

06n6p

{Mp(x)|φ(n)(x)|}. (20)

Îòæå, Slk,A çáiãà¹òüñÿ ç ïðîñòîðîì
K{Mp}, ââåäåíèì â [1], ç ôiêñîâàíîþ
ïîñëiäîâíiñòþ âàãîâèõ ôóíêöié (19), òîá-
òî äî ïðîñòîðó Slk,A ìîæíà çàñòîñóâàòè
âñi ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ çàãàëüíèõ
ïðîñòîðiâ K{Mp}. Ç íîðìàìè (20) Slk,A
¹ ïîâíèì çëi÷åííî íîðìîâàíèì ïðîñòî-
ðîì, à Slk = ∪Slk,A çà âñiìà A ∈ N. Iç
çàãàëüíîãî êðèòåðiÿ çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ
K{Mp} (äèâ. [1]) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâ-
íiñòü {φν , ν > 1} ⊂ Slk çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ â
öüîìó ïðîñòîði òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà
ïðàâèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ (äèâ. ï. 1) i
ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|φ(n)
ν (x)| 6 cnγ(ax), n ∈ Z+, x ∈ R,

äå ñòàëi cn òà a íå çàëåæàòü âiä ν.
4. Îñíîâíi îïåðàöi¨ â ïðîñòîði Slk.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîñëiäîâíîñòi
{lk, k ∈ Z+} íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî â ïðî-
ñòîði Slk âèçíà÷åíi i ¹ íåïåðåðâíèìè îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ íà x, äèôåðåíöiþâàííÿ òà çñóâó
àðãóìåíòó.

Ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Slk ¹ íå-
ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà íà R ôóíêöiÿ f ,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀ε > 0 ∀q ∈ Z+ ∃cqε > 0 ∀x ∈ R :

|f (q)(x)| 6 cqε(γ(εx))
−1. (21)

Ïðè äîâåäåííi (21) ñêîðèñòà¹ìîñÿ îäíi¹¨
âëàñòèâiñòþ ôóíêöi¨ γ, ÿêó ñôîðìóëþ¹ìî ó
âèãëÿäi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2. Ïðàâèëüíîþ ¹ íåðiâíiñòü

ln γ(x1) + ln γ(x2) > ln γ(x1 + x2), (22)

∀{x1, x2} ⊂ [0,+∞).

Äîâåäåííÿ. Ïåðåäóñiì çàçíà÷èìî, ùî
{γ(x1), γ(x2), γ(x1 + x2)} ⊂ (0, 1] äëÿ äîâiëü-
íèõ ôiêñîâàíèõ {x1, x2} ⊂ [0,+∞). Îñêiëü-
êè γ(x) = 1 äëÿ x ∈ [0, 1], òî íåðiâíiñòü
(22) äîñèòü äîâåñòè íà ïðîìiæêó (1,+∞).
Ñïðàâäi, ÿêùî {x1, x2} ⊂ [0, 1] i (x1 + x2) ∈
[0, 1], òî íåðiâíiñòü (22) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â
ðiâíiñòü. ßêùî {x1, x2} ⊂ [0, 1] i x1 + x2 > 1,
òî íåðiâíiñòü (22) òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ, áî
0 < γ(x1 + x2) < 1, ln γ(x1 + x2) < 0, à
ln γ(x1) = ln γ(x2) = 0. ßêùî x1 ∈ [0, 1],
x2 > 1, òî x1+x2 > 1, ln γ(x1) = 0, ln γ(x1) >
> ln γ(x1 + x2), îñêiëüêè γ(x1 + x2) 6 γ(x2)
(òóò âðàõîâàíî òå, ùî γ ìîíîòîííî ñïàäà¹
íà ïðîìiæêó (1,+∞)). Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿ-
äà¹òüñÿ âèïàäîê x2 ∈ [0, 1], x1 > 1.

Îòæå, íåõàé {x1, x2} ⊂ (1,+∞). Íåðiâ-
íiñòü (22) ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi

γ(x1)·γ(x2) > γ(x1+x2), {x1, x2} ⊂ (1,+∞).
(23)

Äëÿ äîâåäåííÿ (23) äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî

γ(x1) · γ(x2)
γ(x1 + x2)

> 1, {x1, x2} ⊂ (1,+∞).

Íåõàé 1 < x1 6 x2. Îñêiëüêè γ ìîíîòîííî
ñïàäà¹ íà (1,+∞), òî γ(x1) > γ(x2). Îòæå,

γ(x1)γ(x2)

γ(x1 + x2)
> γ2(x2)

γ(x1 + x2)
.

Çà îçíà÷åííÿì, γ(x2) = inf
n∈Z+

(ln/|x|n2 ), x ∈

(1,+∞). Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {εk =
βkγ(x2), k ∈ N}, äå ïîñëiäîâíiñòü {βk, k ∈ N}
äîäàòíèõ ÷èñåë ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ.
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Òîäi äëÿ εk > 0 çíàéäåòüñÿ íîìåð nk =
nk(εk) òàêèé, ùî

lnk

xnk
2

< γ(x2) + εk = (1 + βk)γ(x2),

òîáòî

γ(x2) >
1

1 + βk

lnk

xnk
2

, k ∈ N.

Âiäïîâiäíî,

γ(x1 + x2) 6
lnk

(x1 + x2)nk
, k ∈ N.

Óðàõóâàâøè öi íåðiâíîñòi, çíàéäåìî, ùî

γ(x1)γ(x2)

γ(x1 + x2)
>

l2nk
(x1 + x2)

nk

(1 + β2
k)x

2nk
2 lnk

>

> lnk

(1 + β1)2x
nk
2

, k ∈ N

(òóò âðàõîâàíî, ùî x1 + x2 > x2; βk < β1,
k > 2). Êðiì òîãî, γ(α) 6 ln/α

n, n ∈ Z+, äëÿ
äîâiëüíîãî α > 1, àáî

∀α > 1 ∀n ∈ Z+ : ln > αnγ(α).

Ïîêëàäåìî α = x2δ, äå δ > 1 � ôiêñîâàíå
÷èñëî, i ïiäáåðåìî íîìåð nk òàê, ùîá ñïðàâ-
äæóâàëàñÿ íåðiâíiñòü δnkγ(x2δ) > (1 + β1)

2.
Áåçïîñåðåäíüî çíàõîäèìî, ùî

nk >
[
ln
((1 + β1)

2

γ(x2δ)

)
(ln δ)−1

]
+ 1.

Äëÿ òàêîãî íîìåðà nk ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâ-
íîñòi

γ(x1)γ(x2)

γ(x1 + x2)
> δnkγ(x2δ)

(1 + β1)2
> 1,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Äîâåäåìî òåïåð, ùî ôóíêöiÿ f ∈ C∞(R),

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (21), ¹ ìóëüòèïëiêà-
òîðîì ó ïðîñòîði Slk .

Íåõàé φ ∈ Slk . Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2,

∃a > 0 ∀q ∈ Z+ ∃cq > 0 ∀x ∈ R :

|φ(q)(x)| 6 ckγ(ax).

Âiçüìåìî ε ∈ (0, a) i ñêîðèñòà¹ìîñÿ (21). Òîäi

|(f(x)φ(x))(q)| 6
q∑
j=0

Cj
q |f (j)(x)| · |φ(q−j)(x)| 6

6
q∑
j=0

Cj
qcjεcq−j

γ(ax)

γ(εx)
≡ c̃1

γ(ax)

γ(εx)
=

c̃qe
ln γ(ax)−ln γ(εx),

äå c̃q =
q∑
j=0

Cj
qcjεcq−j. Iç (22) âèïëèâà¹ íåðiâ-

íiñòü

ln γ(ax)−ln γ(εx) 6 ln γ((a−ε)x), 0 < ε < a.

Òîäi

|(f(x)φ(x))(q)| 6 c̃qe
ln γ((a−ε)x) = c̃qγ(a1x),

a1 = a− ε > 0.

Îòæå, fφ ∈ Slk . Iç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü âè-
ïëèâà¹ òàêîæ, ùî ÿêùî φ ïåðåáiãà¹ îáìå-
æåíó ìíîæèíó A ⊂ Slk , òî êîæíà ôóíêöiÿ
fφ, φ ∈ A, íàëåæèòü îáìåæåíié ìíîæèíi
A1 ⊂ Slk , òîáòî îïåðàöiÿ Slk ∋ φ → fφ ∈ Slk
¹ íåïåðåðâíîþ ó ïðîñòîði Slk , ùî é ïîòðiáíî
äîâåñòè.
5. Ïðîñòîðè Smn

lk
òà Smn

lk
(C)

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi {mn =
n!ρn, n ∈ Z+} òà {lk = k!dk, k ∈ Z+}, äå
ïîñëiäîâíîñòi {ρn, n ∈ Z+} òà {dk, k ∈ Z+}
âîëîäiþòü âëàñòèâîñòÿìè à) � ã) (äèâ. ï. 1).
Ñèìâîëîì Smn

lk
ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ

ôóíêöié φ ∈ C∞(R), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó:

∃c > 0 ∃A > 0 ∃B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkφ(n)(x)| 6 cAkBnlkmn (24)

(ñòàëi c, A, B > 0 çàëåæàòü âiä ôóíêöi¨ φ).
Âiäîìî, ùî ïiâíîðìè

pkn(φ) = sup
x∈R

|xkφ(n)(x)|, p′kn(φ) =

(∫
R

|xkφ(n)(x)|2dx
)1/2

, φ ∈ S,

åêâiâàëåíòíi. Çâiäñè âèïëèâà¹ åêâiâàëåí-
òíiñòü íàñòóïíèõ òâåðäæåíü

1) (φ ∈ Smn) ⇔ (∃B > 0 ∀k ∈ Z+ ∃ck > 0
∀n ∈ Z+:

∥xkφ(n)∥L2(R) 6 ckB
nmn);
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2) (φ ∈ Slk) ⇔ (∃A > 0 ∀n ∈ Z+ ∃cn > 0
∀k ∈ Z+:

∥xkφ(n)∥L2(R) 6 cnA
klk);

3) (φ ∈ Smn
lk

) ⇔ (∃c > 0 ∃A > 0 ∃B > 0
∀{k, n} ⊂ Z+:

∥xkφ(n)∥L2(R) 6 cAkBnlkmn).

Òåîðåìà 3. Ïðàâèëüíîþ ¹ ðiâíiñòü Smn
lk

=
Smn ∩ Slk .

Äîâåäåííÿ. ßêùî φ ∈ Smn
lk
, òî, î÷åâè-

äíî, φ ∈ Slk i φ ∈ Smn , òîáòî φ ∈ Smn ∩ Slk .
Äîâåäåìî, ùî Slk ∩ Smn ⊂ Smn

lk
. Äëÿ äî-

âiëüíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Slk ∩ Smn çíàéäóòüñÿ
ñòàëi c, h > 0 òàêi, ùî

∥xkφ∥L2(R) 6 chkk!dk, ∥φ(n)∥L2(R) 6 chnn!ρn,

{k, n} ⊂ Z+.

Òîäi, ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1 çíàõîäè-
ìî, ùî

∥xkφ(n)∥2L2(R) 6 c2
r∑
s=0

n!(2k)!h2k−sh2n−s

s!(n− s)!(2k − s)!
×

×(2k − s)!(2n− s)!d2k−sρ2n−s,

äå r = min{2k, n}, {k, n} ⊂ Z+. Ïðè äîâå-
äåííi òåîðåìè 1 âñòàíîâëåíî òàêîæ, ùî

(2n− s)!ρ2n−s 6 ω2k+n2nn!ρ2n, ω > 1,∀s :

0 6 s 6 r.

Àíàëîãi÷íî,

(2k − s)!d2k−s 6 ω2k+n
1 2kk!d2k, ω1 > 1, ∀s :

0 6 s 6 r.

Óðàõóâàâøè öi îöiíêè, ïðèéäåìî äî íåðiâ-
íîñòi

∥xkφ(n)∥2L2(R) 6 c2(n!)2(2k)!k!h2k+2n×

×(ωω1)
2k+n2n+k(ρndk)

2

r∑
s=0

(2k)!

s!(2k − s)!
.

Îñêiëüêè

r∑
s=0

(2k)!

s!(2k − s)!
6

2k∑
s=0

(2k)!

s!(2k − s)!
=

=
2k∑
s=0

Cs
2k = 22k,

òî

∥xkφ(n)∥L2(R) 6 c·2(5k+n)/2hk+nω̃2k+nn!ρnk!ρk =

= cAkBnlkmn, {k, n} ⊂ Z+,

äå ω̃ = max{ω, ω1}, A = 25/2ω̃2h, B = 21/2ω̃h.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî φ ∈ Smn

lk
.

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî ïîñëiäîâíîñòi {mn}
òà {lk} âîëîäiþòü âëàñòèâîñòÿìè 1) � 5)
òà äîäàòêîâî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

∃L > 0 ∃M > 0 ∀n ∈ Z+ : m2n 6 LM2nm2
n,

∃L1 > 0 ∃M1 > 0 ∀k ∈ Z+ : l2k 6 L1M
2k
1 l2k,

òî áåçïîñåðåäíüî ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ â
òîìó, ùî òåîðåìà 3 òàêîæ ìà¹ ìiñöå.

Òåîðåìà 4. Ôóíêöiÿ φ ∈ C∞(R) ¹ åëåìåí-
òîì ïðîñòîðó Smn

lk
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

âîíà àíàëiòè÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ â êîìïëå-
êñíó ïëîùèíó äî öiëî¨ ôóíêöi¨ φ(z), z ∈ C,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃a > 0 ∃b > 0 ∃c > 0 ∀z = x+ iy ∈ C :

|φ(z)| 6 cγ(ax)ρ(by),

äå

γ(x) =

{
1, |x| < 1,
inf
k∈Z+

(lk/|x|k), |x| > 1,

ρ(y) =

{
1, |y| < 1,
sup
n∈Z+

(|y|n/mn), |y| > 1,

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé φ ∈
Smn
lk
, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (24). Àíàëîãi-

÷íî òîìó, ÿê öå çðîáëåíî ïðè äîâåäåííi òå-
îðåìè 1, ç óðàõóâàííÿì (24) âñòàíîâëþ¹ìî,
ùî ôóíêöiÿ φ àíàëiòè÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ ó
âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó, ïðè öüîìó ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ îöiíêà

xkφ(x+ iy)| 6 cAklkρ(by),

b > 0, k ∈ Z+, {x, y} ⊂ R.
Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî

|φ(x+ iy)| 6 c inf
k∈Z+

Allk
|x|k

ρ(by) =
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= c inf
k∈Z+

lk∣∣∣ xA ∣∣∣k ρ(by) = cγ(ax)ρ(by), a = A−1.

Äîñòàòíiñòü. Âíàñëiäîê iíòåãðàëüíî¨
ôîðìóëè Êîøi ìà¹ìî, ùî

φ(n)(x) =
n!

2πi

∫
γR

φ(z)

(z − x)n+1
dz, n ∈ Z+,

äå γr � êîëî ðàäióñà R ç öåíòðîì ó òî÷öi x.
Òîäi

|φ(n)(x)| 6 cn! inf
R

ρ(bR)

Rn
γ(ax0) =

= cn!bn inf
R

ρ(R)

Rn
γ(ax0) = cbnn!ρnγ(ax0),

äå x0 � òî÷êà ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ γ(aξ), ξ ∈
[x − R, x + R]. Îñêiëüêè γ � ïàðíà íà R
ôóíêöiÿ, ÿêà ñïàäà¹ íà ïðîìiæêó [1,+∞),
òî x0 = x + θR, äå θ ∈ {0, 1,−1}, ïðè÷îìó
θ = 0, êîëè x = 0. Çà îçíà÷åííÿì, γ(ξ) =
inf
k∈Z+

(lk/|ξ|k), |ξ| > 1. Îòæå, íåõàé |ax0| > 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî |ax| > 1 + ah > 1. Òîäi

γ(ax0) = γ(ax± aR) = inf
k

lk
|ax± aR|k

=

inf
k

lk

|ax|k
∣∣∣1± R

x

∣∣∣k , R ̸= ±x.

Îñêiëüêè lk > 1, k ∈ Z+, R ̸= ±x, òî

γ(ax0) = inf
k

lk
|ax± aR|k

6

6 inf
k

{ lk
|ax|k

lk∣∣∣1± R
x

∣∣∣k
}
=

= inf
k

lk
|ax|k

inf
k

lk∣∣∣1± R
x

∣∣∣k =

= γ(ax)γ
(
1± R

x

)
6 γ(ax).

ßêùî æ |ax0| < 1, òî |ax| < 1 + aR. Òîäi
iñíó¹ ñòàëà c = ca,R > 1 òàêà, ùî γ(ax0) =
1 < ca,Rγ(a, x), |ax| < 1 + aR.

Îòæå,

|φ(n)(x)| 6 c̃n!bnρnγ(ax), x ∈ R,

äå c̃ = max{c, 1, ca,R}. Òîäi äëÿ x: |x| >
1

a

|xkφ(n)(x)| 6 c̃n!bnρn|x|k
lk

|ax|k
=

= c̃n!ρnb
nãklk = c̃bnãklkmn, ã = a−1.

ßêùî æ |x| 6 1

a
, òî γ(ax) = 1 i

|xkφ(n)(x)| 6 c̃n!bnρn|x|k 6 c̃n!bnρnã
k 6

6 c̃n!bnρnã
klk = c̃bnãkmnlk, {k, n} ⊂ Z+,

îñêiëüêè lk > 1, k ∈ Z+. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ôóíêöiÿ φ ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Smn

lk
.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà â Smn

lk
âèçíà÷à¹-

òüñÿ òàê. Ñèìâîëîì Smn,B
lk,A

ïîçíà÷èìî ñóêó-
ïíiñòü óñiõ ôóíêöié φ ∈ Smn

lk
òàêèõ, ùî

∀A > A ∀B > B ∀x ∈ R :

|xkφ(n)(x)| 6 cA
k
B
n
lkmn, {k, n} ⊂ Z+.

Iíàêøå, Smn,B
lk,A

ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ ôóíêöié
φ ∈ Smn

lk
, ÿêi ïðè äîâiëüíèõ δ > 0, ρ > 0

çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

|xkφ(n)(x)| 6 cδρ(A+ δ)k(B + ρ)nlkmn,

{k, n} ⊂ Z+, x ∈ R.
Öÿ ìíîæèíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ïîâíèé

çëi÷åííî íîðìîâàíèé ïðîñòið, ÿêùî íîðìè
â íié ââåñòè çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü

∥φ∥δρ = sup
x,k,n

|xkφ(n)(x)|
(A+ δ)k(B + ρ)nlkmn

,

{δ, ρ} ⊂
{
1,

1

2
,
1

3
, . . .

}
. (25)

ßêùî A1 < A, B1 < B2, òî S
mn,B1

lk,A1
íåïå-

ðåðâíî âêëàäà¹òüñÿ â Smn,B2

lk,A2
i

Smn
lk

= lim
A→∞
B→∞

indSmn,B
lk,A

.

Îòæå, çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {φν , ν > 1} ⊂
Smn
lk

äî íóëÿ â ïðîñòîði Smn
lk

� öå çáiæíiñòü

çà òîïîëîãi¹þ îäíîãî ç ïðîñòîðiâ Smn,B
lk,A

, äî
ÿêîãî íàëåæàòü âñi ôóíêöi¨ φν . Iíøèìè ñëî-
âàìè, φν → 0 ïðè ν → ∞ ó ïðîñòîði Smn

lk
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òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ôóíêöiîíàëüíà ïîñëi-
äîâíiñòü {φ(n)

ν , n > 1} ïðè êîæíîìó n ∈ Z+

ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ íà äîâiëüíîìó
âiäðiçêó [a, b] ⊂ R i äëÿ äåÿêèõ c, A, B > 0,
íå çàëåæíèõ âiä ν, ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíî-
ñòi

|xkφ(n)
ν (x)| 6 cAkBnlkmn, x ∈ R, {k, n} ⊂ Z+.

Ñóêóïíiñòü ôóíêöié, ÿêi ¹ ïðîäîâæåííÿ-
ìè ôóíêöié φ ç ïðîñòîðó Smn

lk
â C, ïîçíà÷è-

ìî ñèìâîëîì Smn
lk

(C). Iç òåîðåìè 4 âèïëè-
âà¹, ùî ïðîñòið Smn

lk
(C) ìîæíà ïîäàòè ÿê

îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ

Smn,b
lk,a

(C) çà âñiìà iíäåêñàìè a ∈
{ 1
n
, n > 1

}
,

b ∈ N, äå Smn,b
lk,A

(C) ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ ôóí-
êöié φ ∈ Smn

lk
(C), äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

|φ(x+ iy)| 6 cγ(ax)ρ(by), z = x+ iy ∈ C,

äå a � äîâiëüíà äîäàòíà ñòàëà, ìåíøà çà a,
b � äîâiëüíà ñòàëà, áiëüøà çà b. ßêùî äëÿ
φ ∈ Smn,b

lk,a
(C) ïîêëàñòè

∥φ∥pω = sup
z∈C

|φ(z)|

γ
(
a
(
1− 1

p

)
x
)
ρ((b+ ω)y)

,

p ∈ {2, 3, . . . }, ω ∈ N,
òî öi íîðìè, âíàñëiäîê òåîðåìè 4, åêâiâàëåí-
òíi íîðìàì (25). Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ôóí-
êöié {φν(x), ν > 1} ⊂ Smn

lk
çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ

òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ôóí-
êöié {φν(z), ν > 1}, z ∈ C, ðiâíîìiðíî çái-
ãà¹òüñÿ äî íóëÿ â êîæíié îáìåæåíié îáëàñòi
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C, ïðè öüîìó ìàþòü
ìiñöå íåðiâíîñòi

|φν(z)| 6 cγ(ax)ρ(by), z = x+ iy ∈ C,

çi ñòàëèìè c, a, b > 0, íå çàëåæíèìè âiä ν.
Iç îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ùîäî ïðîñòîðiâ

Smn , Slk òà òåîðåì 3, 4 âèïëèâà¹, ùî â ïðî-
ñòîði Smn

lk
âèçíà÷åíi i ¹ íåïåðåðâíèìè îïå-

ðàöi¨ ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó, äè-
ôåðåíöiþâàííÿ, çñóâó àðãóìåíòó. Ìóëüòè-
ïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði Smn

lk
¹ ôóíêöiÿ f ∈

C∞(R), ÿêà äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåí-
íÿ ó âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó i çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó:

∀ε > 0 ∃cε > 0 : |f(z)| 6 cε(γ(εx))
−1ρ(εy),

z = x+ iy ∈ C.

Çàóâàæåííÿ 4. Iç òåîðåì 3, 4 âèïëèâà¹,
ùî îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó Smn

lk
åêâiâàëåíòíå

íàñòóïíîìó:

(φ ∈ Smn
lk

) ⇔ (∃c > 0 ∃a > 0 ∃B > 0

∀n ∈ Z+ ∀x ∈ R :

|φ(n)(x)| 6 cBnmnγ(ax)).

Ïðîñòîðè Smn
lk

¹ äîñêîíàëèìè, òîáòî ïðî-
ñòîðàìè, âñi îáìåæåíi ìíîæèíè ÿêèõ êîìïà-
êòíi. Äîâåäåííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi çäiéñíþ¹-
òüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ äîñêîíàëîñòi ïðî-
ñòîðiâ òèïó K{Mp}, çàñòîñîâàíîþ â [1].

Çàóâàæåííÿ 5. I.Ê. Áàáåíêî ó ïðàöi [7] äî-
âiâ íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè íåòðèâiàëü-
íîñòi ïðîñòîðó Sbnak . Ò.I. Ãîòèí÷àí [8] âñòà-
íîâèëà íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè íåòðè-
âiàëüíîñòi ïðîñòîðóWΩ

M , ÿêèé âiäíîñèòüñÿ
äî ïðîñòîðiâ òèïóW . Ïðîàíàëiçóâàâøè ìå-
òîäèêó äîñëiäæåíü, ïðîâåäåíèõ â [8], óìîâó
íåòðèâiàëüíîñòi ïðîñòîðó Smn

lk
ñôîðìóëþ-

¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ òîãî, ùîá ïðî-
ñòið Smn

lk
áóâ íåòðèâiàëüíèì, íåîáõiäíî é

äîñòàòíüî, ùîá

∃c > 0 ∃d > 0 ∃x0 > 0 ∀x > x0 :

ln ρ(x) > c ln γ̃(dx), γ̃ = 1/γ

(òóò ρ òà γ � ôóíêöi¨, ïîâ'ÿçàíi ç ïðîñòî-
ðîì Smn

lk
).
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