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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç íåëiíié-
íîþ êðàéîâîþ óìîâîþ, ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ÿêîñòi ôåíîìåíîëîãi÷íî¨ ìîäåëi ãåíåðàòîðà
öèôðîâèõ ñèãíàëiâ. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíîãî ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i
ó âèãëÿäi êóñêîâî-ñòàëî¨ ïåðiîäè÷íî¨ õâèëi i îòðèìàíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Øàðêîâñüêîãî äîñëiäæåíî ïèòàííÿ ïðî ñïiâiñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ
ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèõ ïåðiîäiâ.

We consider a boundary value problem for a �rst-order hyperbolic partial di�erential equation
with a nonlinear boundary condition, which is used as a phenomenological model for digital signals
generator. We introduce the concept of a generalized periodic solution of the boundary value
problem as a piecewise constant periodic wave and obtain an explicit formula for such solutions.
Using Sharkovsky's theorem, we study the problem of coexistence of generalized periodic solutions
with di�erent periods.

1. Âñòóï. Ïðè ïåðåäà÷i áóäü-ÿêî¨ iíôîð-
ìàöi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñèãíàëè äâîõ òèïiâ:
äèñêðåòíi òà àíàëîãîâi. Îñîáëèâî¨ ïîøèðå-
íîñòi ïðè îáìiíi äàíèìè íàáóâ öèôðîâèé ñè-
ãíàë, ÿêèé ¹ ñïåöiàëüíèì äèñêðåòíèì ñèãíà-
ëîì, ùî àäàïòîâàíèé äëÿ øèðîêîãî êîëà òå-
õíi÷íèõ ïðèñòðî¨â. Îñíîâíà âiäìiííiñòü ìiæ
àíàëîãîâèì òà öèôðîâèì ñèãíàëàìè ïîëÿãà¹
â ñòðóêòóði ñèãíàëüíîãî ïîòîêó [1]. ßêùî
àíàëîãîâèé ñèãíàë ìîæíà çîáðàçèòè ó âè-
ãëÿäi íåïåðåðâíî¨ õâèëi çi çìiííèìè àìïëi-
òóäîþ òà ÷àñòîòîþ, òî ãðàôiêîì öèôðîâîãî
ñèãíàëó ¹ êóñêîâî-ñòàëà ôóíêöiÿ.

Ó çâ'ÿçêó ç øèðîêèì âèêîðèñòàííÿì öè-
ôðîâèõ ñèãíàëiâ íàáóâà¹ âàæëèâîãî çíà÷å-
ííÿ çàäà÷à ïîáóäîâè øèðîêîñìóãîâèõ ãåíå-
ðàòîðiâ êóñêîâî-ñòàëèõ (öèôðîâèõ) ñèãíà-
ëiâ, ïðè÷îìó íàéïðîñòiøèõ ÿê iç iíæåíåð-
íî¨ òî÷êè çîðó, òàê i ç òî÷êè çîðó ìîæëèâî-
ñòi ïîâíîãî äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìî-
äåëåé òàêèõ ãåíåðàòîðiâ.

Â ÿêîñòi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïîäiáíèõ
ïðèñòðî¨â ìîæíà ðîçãëÿäàòè êðàéîâó çàäà-
÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó ãiïåðáî-
ëi÷íîãî òèïó ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìî-

âîþ, ÿêà ìà¹ ñïåöiàëüíèé êëàñ óçàãàëüíåíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi êóñêîâî-ñòàëèõ ôóí-
êöié.

Ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî iñíó¹ øèðîêèé
êëàñ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ùî çâîäÿ-
òüñÿ äî ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ç íåïåðåðâíèì
÷àñîì, à êóñêîâî-ñòàëi ôóíêöi¨ ¹ ïðèðîäíi-
ìè ðîçâ'ÿçêàìè îñòàííiõ, ïî÷àòêîâà çàäà÷à
çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ ðiçíèöåâîãî ðiâ-
íÿííÿ.

ßê âiäîìî, ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ ïåðøîãî
ïîðÿäêó ïîðîäæóþòü îäíîâèìiðíi äèíàìi÷íi
ñèñòåìè, òåîðiÿ ÿêèõ ¹ îäíèì ç íàéáiëüø
åôåêòèâíèõ iíñòðóìåíòiâ íåëiíiéíî¨ äèíàìi-
êè ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî òàêi ñèñòåìè, ç îäíî-
ãî áîêó, äîïóñêàþòü äîñòàòíüî ïîâíèé îïèñ,
à ç iíøîãî � âiäîáðàæàþòü îñíîâíi ñêëà-
äíi íåëiíiéíi åôåêòè [2]. Â òåîði¨ îäíîâèìið-
íèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì îòðèìàíî öiëó íèçêó
ãëèáîêèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi çíàéøëè ñâî¹ çà-
ñòîñóâàííÿ, çîêðåìà, ó òåîði¨ ðiçíèöåâèõ òà
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü i òåîði¨
êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè [3].

Äîñëiäæåííþ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ëiíié-
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íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà íå-
ëiíiéíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè øëÿõîì ¨õ
ðåäóêöi¨ äî ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ç íåïåðåðâ-
íèì àðãóìåíòîì ïðèäiëÿ¹òüñÿ çíà÷íà óâà-
ãà [2�5]. Îäíà ç ïåðøèõ ïðàöü ó öüîìó íà-
ïðÿìêó áóëà âèêîíàíà Î. Âiòòîì [6]. Îñî-
áëèâèõ óñïiõiâ äîñÿãíóòî ïðè âèâ÷åííi ðiâ-
íÿíü ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó, ùî ïîâ'ÿçàíî ç âè-
êîðèñòàííÿì ôîðìóëè Ä'Àëàìáåðà òà ìåòî-
äó õàðàêòåðèñòèê äëÿ îòðèìàííÿ çàãàëüíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó òàêèõ ðiâíÿíü.

Âàðòî âiäìiòèòè, ùî ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ
ç íåïåðåðâíèì àðãóìåíòîì, ÿêi îòðèìàíi â
ðåçóëüòàòi ðåäóêöi¨ êðàéîâèõ çàäà÷, äåìîí-
ñòðóþòü ïîäåêóäè äóæå ñêëàäíó ïîâåäií-
êó òðà¹êòîðié, çîêðåìà, àâòîñòîõàñòè÷íiñòü
[7]. Äîñëiäíèêàìè áóëî çäiéñíåíî ïîøóê òèõ
êëàñiâ êðàéîâèõ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ ìàþòü ìi-
ñöå òi æ ñàìi ÿêiñíi i êiëüêiñíi óíiâåðñàëü-
íi âëàñòèâîñòi áiôóðêàöié ðîçâ'ÿçêiâ, ùî é
äëÿ âiäïîâiäíèõ îäíîâèìiðíèõ äèíàìi÷íèõ
ñèñòåì [8], òåîðiÿ äëÿ ÿêèõ ¹ äåòàëüíî ðîç-
ðîáëåíîþ. Íåîáõiäíî òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî
ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ ìàþòü íåàáèÿêå ïðà-
êòè÷íå çíà÷åííÿ ç îãëÿäó íà òå, ùî ðîçãëÿ-
äóâàíi êðàéîâi çàäà÷i ¹ ìîäåëÿìè êîíêðå-
òíèõ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ, çîêðåìà, îòðèìà-
íi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè äàþòü çìîãó åôå-
êòèâíî äîñëiäèòè åëåêòðè÷íi ëàíöþãè ç íå-
ëiíiéíîñòÿìè, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó íàÿâíî-
ñòi ó ëàíöþãó òóíåëüíîãî äiîäó [9, 10].

Ó äàíié ñòàòòi äîñëiäæó¹òüñÿ ôåíîìåíî-
ëîãi÷íà ìîäåëü ãåíåðàòîðà öèôðîâèõ ñèãíà-
ëiâ, ó ÿêîñòi ÿêî¨ âèñòóïà¹ êðàéîâà çàäà÷à
äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿä-
êó ç íåëiíiéíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ.

Çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ êóñêîâî-ñòàëî¨
ôóíêöi¨ ïåðiîäó n òà íà éîãî îñíîâi âèçíà-
÷åíî óçàãàëüíåíèé n-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê
ðîçãëÿäóâàíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i. Òàêi ðîçâ'ÿç-
êè ¹ óçàãàëüíåíèìè, îñêiëüêè çàäàþòüñÿ çà
äîïîìîãîþ êóñêîâî-ñòàëî¨ ôóíêöi¨, ÿêà íå ¹
äèôåðåíöiéîâíîþ. Äîñëiäæåííÿ òàêèõ óçà-
ãàëüíåíèõ n-ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäáóâà-
¹òüñÿ øëÿõîì çâåäåííÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ êðà-
éîâî¨ çàäà÷i äî ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ ç íåïå-
ðåðâíèì ÷àñîì. Ïðè öüîìó êðàéîâi óìîâè òà
ïî÷àòêîâi äàíi çàáåçïå÷óþòü ðåäóêöiþ îòðè-
ìàíîãî ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ äî äåÿêîãî íå-

ïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ iíòåðâàëó.
Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî çàñòîñîâàíèé ìå-

òîä äà¹ çìîãó îòðèìàòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê
ïåâíèõ êëàñiâ êðàéîâèõ çàäà÷ ó âèãëÿäi ïå-
ðiîäè÷íî¨ êóñêîâî-ñòàëî¨ õâèëi. Íà âiäìiíó
âiä àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi çà Ëÿïóíîâèì,
ïðè ÿêié ñïåêòð ðîçâ'ÿçêiâ ¹ âóçüêèì, àäæå
âñi ðîçâ'ÿçêè ç ïåâíîãî îêîëó ìàþòü îäíà-
êîâi àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi, ïîáóäîâàíi
ðîçâ'ÿçêè ìàþòü ðiçíi àñèìïòîòè÷íi âëàñòè-
âîñòi íàâiòü ó âèïàäêó áëèçüêîñòi ïî÷àòêî-
âèõ óìîâ, òîáòî âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ õàî-
òè÷íîñòi.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî íåëi-
íiéíó êðàéîâó çàäà÷ó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ãi-
ïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó:

∂u(x; t)

∂t
=
∂u(x; t)

∂x
, (1)

äå x∈ [0; 1], t∈ [0;+∞), u : [0; 1]× [0;+∞)→R1,
êðàéîâî¨ óìîâè:

u(1; t) = f(u(0; t)), (2)

äå t ∈ [0; +∞), f : R1 → R1, òà ïî÷àòêîâî¨
óìîâè:

u(x; 0) = φ(x), (3)

äå φ : [0; 1] → R1, x ∈ [0; 1].
Òàêà êðàéîâà çàäà÷à (1)-(3) ìîæå ðîçãëÿ-

äàòèñÿ ó ÿêîñòi ôåíîìåíîëîãi÷íî¨ ìîäåëi ãå-
íåðàòîðà êóñêîâî-ñòàëèõ ñèãíàëiâ.

Çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(1), âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä õàðàêòåðèñòèê.
Ïðÿìi x+ t = const ¹ õàðàêòåðèñòèêàìè ðiâ-
íÿííÿ (1), à òîìó çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿ-
ííÿ (1) ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ ôîð-
ìóëè òèïó Ä'Àëàìáåðà:

u(x; t) = v(x+ t), (4)

äå v ∈ C1([0; +∞);R) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ.
Âèêîðèñòîâóþ÷è (4), êðàéîâó çàäà÷ó (1)-

(3) çâåäåìî äî ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ ç íåïå-
ðåðâíèì àðãóìåíòîì âèãëÿäó:

v(τ + 1) = f(v(τ)), (5)

äå τ ∈ [0; +∞), òà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ:

v(τ) = φ(τ), (6)
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äå τ ∈ [0; 1).
Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5),(6) ìîæíà

çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè:

v(τ) = fn(φ({τ})), n = 0, 1, 2, ..., (7)

äå τ ∈ [n;n+1), {τ} � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà
τ . Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4) äëÿ
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1), çâiäñè îòðèìó¹ìî çà-
ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(3):

u(x; t) = f [x+t](φ({x+ t})), (8)

äå x ∈ [0; 1], t ∈ [0; +∞), [x+t] ïîçíà÷à¹ öiëó
÷àñòèíó âåëè÷èíè x+ t.

Îñêiëüêè êðàéîâà çàäà÷à (1)-(3) îïèñó¹
äåÿêó ìîäåëü ãåíåðàòîðà äèñêðåòíèõ ñèãíà-
ëiâ, òî ðîçãëÿíåìî â ÿêîñòi ïî÷àòêîâî¨ ôóí-
êöi¨ φ(x) â (3) ñòàëó, òîáòî ââàæàòèìåìî, ùî
φ(x) = c äëÿ âñiõ x ∈ [0; 1], c ∈ R, i ïîáóäó¹-
ìî ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i.

Âðàõîâóþ÷è ñòàëiñòü ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨
ó (3), ìà¹ìî, ùî ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ (5) iç
ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (6), îòðèìàíå â ðåçóëü-
òàòi ðåäóêöi¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(3), çâîäè-
òüñÿ äî ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ ç äèñêðåòíèì
àðãóìåíòîì, çàäà÷à Êîøi äëÿ ÿêîãî ìà¹ âè-
ãëÿä:

v(n+ 1) = f(v(n)), n ∈ N ∪ {0}, (9)

v(0) = c. (10)

Îñêiëüêè ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ (5), (6) ó âè-
ïàäêó ñòàëîñòi ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ â ÿêîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ ëèøå êóñêîâî-ñòàëi ôóíêöi¨ i
öi ðîçâ'ÿçêè ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi) ðîçâ'ÿçêà-
ìè êðàéîâî¨ çàäà÷i (1), (2), òî ââàæàòèìå-
ìî òàêi ôóíêöi¨ óçàãàëüíåíèìè ïåðiîäè÷íè-
ìè ðîçâ'ÿçêàìè êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(3).

Îçíà÷åííÿ 1. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè âè-
ãëÿäó Uk = (ak; bk], äå ak < bk ak, bk ∈ R,
k ∈ Z,

∪
k∈Z

Uk = R. Ôóíêöiÿ ψ : R → R íàçè-

âà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ êóñêîâî-ñòàëîþ, ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) ψ(x) ¹ ñòàëîþ íà áóäü-ÿêié ìíîæèíi
Uk, k ∈ Z, òîáòî ψ(x) = ck äëÿ âñiõ x ∈ Uk,
äå ck � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî, k ∈ Z;

2) ìíîæèíà C =
∪
k∈Z

{ck} ¹ ñêií÷åííîþ i

¨¨ ïîòóæíiñòü card C = n > 2;

3) äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ Z âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà ψ(x) |Uk

= ψ(x) |Uk+n
.

×èñëî n íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäîì ïåðiîäè-
÷íî¨ êóñêîâî-ñòàëî¨ ôóíêöi¨ ψ(x).

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n = 1,
ôóíêöiÿ ψ(x) ¹ ñòàëîþ.

Îñêiëüêè êðàéîâà çàäà÷à (1)-(3) ðåäóêó¹-
òüñÿ äî ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (5), (6), ÿêà ó âè-
ïàäêó ñòàëîñòi ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ ëèøå
ïåðiîäè÷íi êóñêîâî-ñòàëi ðîçâ'ÿçêè, òî ïî-
øèðèìî äàíå ïîíÿòòÿ íà ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
(1).

Îçíà÷åííÿ 2. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè âè-
ãëÿäó Pk={(x; t) :06x61, k−1−x6 t<k−x},
äå k ∈ N,

∪
k∈N

Pk = [0; 1] × [0; +∞). Ôóíêöiÿ

u : [0; 1] × [0; +∞) → R íàçèâà¹òüñÿ ïåðiî-
äè÷íîþ êóñêîâî-ñòàëîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ
òàêi óìîâè:

1) u(x; t) ¹ ñòàëîþ íà áóäü-ÿêié ìíîæèíi
Pk, k∈N, òîáòî u(x; t)=dk äëÿ âñiõ x∈Pk,
äå dk � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî, k ∈ N;

2) ìíîæèíà D =
∪
k∈N

{dk} ¹ ñêií÷åííîþ i

¨¨ ïîòóæíiñòü card D = n > 2;

3) äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà u(x; t) |Pk

= u(x; t) |Pk+n
.

×èñëî n íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäîì ïåðiîäè-
÷íî¨ êóñêîâî-ñòàëî¨ ôóíêöi¨ u(x; t).

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè n = 1,
ôóíêöiÿ u(x; t) ¹ ñòàëîþ.

Îçíà÷åííÿ 3. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(3)
ç âëàñòèâîñòÿìè 1)-3) iç îçíà÷åííÿ 2
íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì n-ïåðiîäè÷íèì
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)-(3) àáî êóñêîâî-
ñòàëîþ õâèëåþ ïåðiîäó n.

Ç'ÿñó¹ìî òåïåð ïèòàííÿ ïðî âèãëÿä
n-ïåðiîäè÷íîãî êóñêîâî-ñòàëîãî ðîçâ'ÿçêó
êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(3) ó âèïàäêó, êîëè ïî-
÷àòêîâà ôóíêöiÿ φ(x) â (3) ¹ ñòàëîþ. Âðàõî-
âóþ÷è âëàñòèâiñòü 3) ç îçíà÷åííÿ 2, ÿêùî
òàêèé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹, òî çíà÷åííÿ öüîãî
ðîçâ'ÿçêó äîñòàòíüî îïèñàòè íà n ìíîæè-
íàõ ç ïîêðèòòÿ ìíîæèíè [0; 1]× [0; +∞), íà
ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê íàáóâà¹ ïîïàðíî ðiçíi ñòàëi
çíà÷åííÿ. Â ÿêîñòi òàêèõ ìíîæèí îáåðåìî
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P1, P2, ..., Pn. Òîäi ìà¹ìî

u(x; t) =


c, (x; t) ∈ P1,
f(c), (x; t) ∈ P2,
. . .
fn−1(c), (x; t) ∈ Pn,

(11)

àáî êîðîòêî òàê:

u(x; t) |Pk
= fk−1(c), (12)

äå k = 1, n, f 0(c) = c.

3. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Ìà¹ ìiñöå íà-
ñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé I = [0; 1], f ∈ C0(I; I),
ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ â (3) ¹ ñòàëîþ, òîáòî
φ(x) = c äëÿ âñiõ x ∈ [0; 1], c ∈ I. ßêùî
êðàéîâà çàäà÷à (1)-(3) ìà¹ óçàãàëüíåíèé n-
ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê, òî âîíà òàêîæ ìà¹
óçàãàëüíåíèé m-ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê òà-
êèé, ùî m ▹ n, äå ñèìâîë "▹" âèçíà÷à¹ âiä-
íîøåííÿ ïîðÿäêó Øàðêîâñüêîãî íà ìíîæè-
íi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ñóòò¹âî ñïèðà¹òüñÿ
íà òåîðåìó Øàðêîâñüêîãî, òîìó íàâåäåìî ¨¨
ôîðìóëþâàííÿ.

Òåîðåìà Øàðêîâñüêîãî [11]. ßêùî
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà â ñåáå ìà¹
öèêë ïåðiîäó n, òî âîíî ìà¹ òàêîæ i öèêë
ïåðiîäó n

′
òàêîãî, ùî n

′
▹ n, äå

1 ▹ 2 ▹ 22 ▹ 23 ▹ ... ▹ 22 · 7 ▹ 22 · 5▹
▹22 · 3 ▹ ... ▹ 2 · 7 ▹ 2 · 5 ▹ 2 · 3 ▹ ...

... ▹ 9 ▹ 7 ▹ 5 ▹ 3,
(13)

Áiëüøå òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî n iñíó¹ íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, ùî ìà¹ öèêë ïåðiîäó
n i íå ìà¹ öèêëó ïåðiîäó n, ÿêùî n ▹ n.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Çãiäíî òåîðåìè
Øàðêîâñüêîãî ïåðiîäè öèêëiâ íåïåðåðâíî-
ãî âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà â ñåáå çàäîâîëüíÿ-
þòü ïîðÿäîê (13), ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿä-
êîì Øàðêîâñüêîãî. Âiäïîâiäíî äî ïîðÿäêó
(13) ç íàÿâíîñòi ó íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæå-
ííÿ âiäðiçêó öèêëó ïîðÿäêó n âèïëèâà¹ íà-
ÿâíiñòü öèêëó ïåðiîäó m, äå m ▹ n.

Îñêiëüêè ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ ç íåïåðåðâ-
íèì àðãóìåíòîì (5) ó âèïàäêó ïî÷àòêîâî¨
óìîâè φ(x) = c åêâiâàëåíòíå ðiçíèöåâîìó

ðiâíÿííþ (9) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (10), òî
öèêëó äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêà âèçíà÷åíà
â (9),(10), âiäïîâiäà¹ ïåðiîäè÷íèé êóñêîâî-
ñòàëèé ðîçâ'ÿçîê ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (5) çi
ñòàëîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (6).

Âðàõîâóþ÷è, ùî ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ ç íå-
ïåðåðâíèì àðãóìåíòîì (5) òà ñòàëîþ ïî÷à-
òêîâîþ óìîâîþ (6) ¹ ðåçóëüòàòîì ðåäóêöi¨
êðàéîâî¨ çàäà÷i (1), (2) ç ïî÷àòêîâîþ óìî-
âîþ φ(x) = c, òîáòî ïåðiîäè÷íi êóñêîâî-ñòàëi
ðîçâ'ÿçêè ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (5) ç ïî÷à-
òêîâîþ óìîâîþ (6) ¹ â äåÿêîìó ñåíñi ðîçâ'ÿç-
êàìè ðîçãëÿäóâàíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(3),
îòðèìà¹ìî, ùî ç iñíóâàííÿ öèêëó ïåðiîäóm,
äå m ▹ n, äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè çàäàíî¨
(9),(10) ñëiäó¹ iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíîãî m-
ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-
(3), äå m ▹ n.

Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.

4. Ïðèêëàä. Ïðîiëþñòðó¹ìî îòðèìàíèé
ðåçóëüòàò ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ f(x) ó
ðiâíîñòi (2) ìà¹ âèãëÿä:

f(x) =

{
2x, 0 6 x < 1

2
,

2(1− x), 1
2
6 x 6 1.

(14)

Äèíàìi÷íà ñèñòåìà, ÿêó ïîðîäæó¹ âiä-
îáðàæåííÿ (14) x → f(x), x ∈ [0; 1], ó âè-
ïàäêó, êîëè n = p, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, ìà¹
(2p − 2)/p ðiçíèõ öèêëiâ ïåðiîäó p.

ßê âiäîìî, âiäîáðàæåííÿ (14) ìà¹ öèêëè
âñiõ ïåðiîäiâ. Îòæå, ïîòóæíiñòü ìíîæèíè
öèêëiâ âiäîáðàæåííÿ x→ f(x) ¹ äîñòàòíüîþ
äëÿ òîãî, àáè îáðàòè ôóíêöiþ (14) ó ÿêîñòi
ôóíêöi¨ ç êðàéîâî¨ óìîâè (2).

Íàäàëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à (1)-(3), äå
ó êðàéîâié óìîâi (2) ôóíêöiÿ f ìà¹ âèãëÿä
(14), à ïî÷àòêîâà óìîâà (3) çàäàíà ðiâíiñòþ
φ(x) = c, äå çíà÷åííÿ c = 10/33.

Ïðîâiâøè ðåäóêöiþ çàäà÷i (1)-(3),
îòðèìà¹ìî ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó
(9) ç äèñêðåòíèì àðãóìåíòîì òà ïî÷à-
òêîâîþ óìîâîþ v(0) = 10/33. ×èñëî
10/33 ¹ òî÷êîþ öèêëó ïåðiîäó 5 âiä-
îáðàæåííÿ (14), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê
10/33, 20/33, 26/33, 14/33, 28/33.

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (11) ðîçâ'ÿçîê
ðîçãëÿäóâàíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1)-(3) ìîæíà
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çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

u(x; t) =


10/33, (x; t) ∈ P1,
20/33, (x; t) ∈ P2,
26/33, (x; t) ∈ P3,
14/33, (x; t) ∈ P4,
28/33, (x; t) ∈ P5.

(15)

Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî êðàéîâà çàäà-
÷à (1)-(3) ìà¹ òàêîæ óçàãàëüíåíi ïåðiîäè÷íi
ðîçâ'ÿçêè ïåðiîäiâ, áiëüøèõ íiæ 5 çãiäíî ïî-
ðÿäêó (13).

Âðàõîâóþ÷è, ùî âiäîáðàæåííÿ (14) ìà¹
öèêëè âñiõ ïåðiîäiâ, îòðèìà¹ìî, ùî êðàéî-
âà çàäà÷à (1)-(3) ìà¹ óçàãàëüíåíi ïåðiîäè÷íi
ðîçâ'ÿçêè áóäü-ÿêîãî ïåðiîäó.

5. Âèñíîâêè. Äîñëiäæåíî ôåíîìåíîëî-
ãi÷íó ìîäåëü øèðîêîñìóãîâîãî ãåíåðàòîðà
öèôðîâèõ ñèãíàëiâ, ùî îïèñó¹òüñÿ êðàéî-
âîþ çàäà÷åþ äëÿ ëiíiéíîãî ãiïåðáîëi÷íî-
ãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç íåëiíiéíîþ
êðàéîâîþ óìîâîþ.

Ââåäåíî ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíîãî ïåðiîäè-
÷íîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i. Äëÿ âè-
ïàäêó, êîëè ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ â (3) ¹ ñòà-
ëîþ, îòðèìàíî ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ
ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i ó àíàëiòè÷íîìó
âèãëÿäi. Äîñëiäæåíî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ
óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèõ
ïåðiîäiâ.

Ïîáóäîâàíà òàêèì ÷èíîì ôåíîìåíîëîãi-
÷íà ìîäåëü ìà¹ øèðîêèé ñïåêòð ðîçâ'ÿçêiâ,
ùî âiäïîâiäà¹ iíæåíåðíié çàäà÷i ãåíåðàöi¨
âåëèêî¨ êiëüêîñòi ðiçíèõ öèôðîâèõ ñèãíàëiâ,
òà äîïóñêà¹ äåòàëüíå äîñëiäæåííÿ.
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