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ÏËÎÙÈÍÀ ÇÎÐ�ÅÍÔÐÅß ÍÅ � δ-ÍÎÐÌÀËÜÍÎ ÂIÄÎÊÐÅÌÍÈÌ
ÏÐÎÑÒÎÐÎÌ

Äîâåäåíî, ùî ïëîùèíà Çîð åíôðåÿ íå ¹ δ-íîðìàëüíî âiäîêðåìíèì ïðîñòîðîì.

We prove that the Sorgenfrey plane is not a δ-normally separated space.

1. Çâ'ÿçîê ìiæ C-âêëàäåíèìè i

C∗-âêëàäåíèìè ìíîæèíàìè

Ïiäìíîæèíà E òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X
íàçèâà¹òüñÿ

• C-âêëàäåíîþ (C∗-âêëàäåíîþ) â X, ÿêùî
äîâiëüíó íåïåðåðâíó (îáìåæåíó) äié-
ñíîçíà÷íó ôóíêöiþ f íà E ìîæíà ïðî-
äîâæèòè äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà âåñü
ïðîñòið X;

• z-âêëàäåíîþ â X, ÿêùî êîæíó ôóíêöiî-
íàëüíî çàìêíåíó â E ìíîæèíó ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî ôóíêöiîíàëüíî çàìêíå-
íî¨ â X ìíîæèíè.

Çðîçóìiëî, ùî

E − C-âêëàäåíà ⇒ E − C∗-âêëàäåíà

⇓
E − z-âêëàäåíà.

Æîäíà ç îáåðíåíèõ iìïëiêàöié íå âiðíà,
ÿê ïîêàçóþòü íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X = R i E =
(−1, 0) ∪ (0, 1). Òîäi ìíîæèíà E ¹ z-
âêëàäåíîþ, àëå íå C∗-âêëàäåíîþ â X.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî E ¹ z-
âêëàäåíîþ â ìíîæèíîþ R. Ñïðàâäi, ÿêùî
F � äîâiëüíà ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà ìíî-
æèíà â E i D � òàêà çàìêíåíà ìíîæèíà â R,
ùî D ∩ E = F , òî, âðàõóâàâøè, ùî ïðîñòið
R äîñêîíàëî íîðìàëüíèé, ìè îäåðæèìî, ùî
ìíîæèíà D ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà â R.

Ïîêàæåìî, ùî E íå ¹ C∗-âêëàäåíîþ â X.
Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó îáìåæåíó ôóíêöiþ
f : E → R, f(x) = 1, ÿêùî x ∈ (0, 1), i

f(x) = 0, ÿêùî x ∈ E \ (0, 1), i ïðèïóñòèìî,
ùî iñíó¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ g : R → R
ôóíêöi¨ f . Òîäi lim

x→0+0
g(x) = 1 i lim

x→0−0
g(x) =

0, à öå ñóïåðå÷èòü íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ g
â òî÷öi x = 0.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé X = βN � êîìïà-
êòèôiêàöiÿ Ñòîóíà-×åõà ìíîæèíè íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë i E = N. Òîäi ìíîæèíà E ¹
C∗-âêëàäåíîþ, àëå íå ¹ C-âêëàäåíîþ â X.

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî ñïî÷àòêó, ùî
çãiäíî ç [5, c. 266] äîâiëüíèé öiëêîì ðåãó-
ëÿðíèé ïðîñòið X ¹ C∗-âêëàäåíèì â βX.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîêëàäåìî f(n) = n.
Òîäi ôóíêöiÿ f : N → R íåïåðåðâíà i íå
îáìåæåíà. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ íåïåðåðâ-
íå ïðîäîâæåííÿ g : βN → R ôóíêöi¨ f .
Îñêiëüêè ïðîñòið βN êîìïàêòíèé, òî ôóí-
êöiÿ g îáìåæåíà, çâiäêè âèïëèâà¹ ñóïåðå-
÷íiñòü. Òàêèì ÷èíîì, E íå ¹ C-âêëàäåíîþ
ìíîæèíîþ â X.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé
ïðîñòið ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi i
E ⊆ X � C∗-âêëàäåíà ìíîæèíà. Òîäi E �
çàìêíåíà â X.

Äîâåäåííÿ. Ìiðêóþ÷è âiä ñóïðîòèâíî-
ãî, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ x0 ∈ E \ E. Íå-
õàé (xn)

∞
n=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ç E, ÿêà

çáiãà¹òüñÿ äî x0. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà
F = {xn : n ∈ N} ∪ {x0} êîìïàêòíà â X.
Îñêiëüêè X çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi, à ìíîæèíà {xn : n ∈ N} äèñêðåòíà,
òî äëÿ êîæíîãî n ∈ N∪{0} iñíó¹ ñïàäíà ïî-
ñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ ìíîæèí (Gn,k)

∞
k=1, òà-

êà, ùî {xn} =
∞∩
k=1

Gn,k, Gn,k ∩ Gm,l = ∅ äëÿ
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âñiõ íàòóðàëüíèõ ðiçíèõ n i m, x0 ̸∈ Gn,k

äëÿ âñiõ k, n ∈ N. Ïîçíà÷èìî Gk =
∞∪
n=0

Gn,k i

îäåðæèìî, ùî F =
∞∩
k=1

Gk. Çãiäíî ç [5, ñ. 198]

äëÿ êîæíîãî k ∈ N iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ fk : X → R, òàêà, ùî F ⊆ f−1(0) i
X \ Gk ⊆ f−1(1). Çðîçóìiëî, ùî òîäi F =
∞∩
k=1

f−1
k (0). Îòæå, ìíîæèíà F ôóíêöiîíàëü-

íî çàìêíåíà â X ÿê ïåðåòèí ïîñëiäîâíîñòi
ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíèõ ìíîæèí.

Ïîçíà÷èìî F1 = {x2n−1 : n ∈ N} i
F2 = {x2n : n ∈ N}. Ìiðêóþ÷è àíàëî-
ãi÷íî, ìè îäåðæèìî, ùî êîæíà ç ìíîæèí
F ′
i = Fi ∪ {x0} ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà â
X. Òîìó ìíîæèíè F1 = E ∩ F ′

1 i F2 =
E ∩ F ′

2 ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíi â E, ïðè-
÷îìó F1 ∩ F2 = ∅. Íåõàé f : E → [0, 1] �
òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî F1 = f−1(0)
i F2 = f−1(1). Îñêiëüêè E � C∗-âêëàäåíà
ìíîæèíà â X, òî iñíó¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâ-
æåííÿ g : X → R ôóíêöi¨ f . Âèêîðèñòî-
âóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ g â òî÷öi x0,
ìè îäåðæèìî, ùî g(x0) = lim

n→∞
g(x2n−1) =

lim
n→∞

g(x2n). Çâiäñè âèïëèâà¹ ñóïåðå÷íiñòü,

îñêiëüêè lim
n→∞

g(x2n−1) = lim
n→∞

f(x2n−1) = 0,

à lim
n→∞

g(x2n) = lim
n→∞

f(x2n) = 1.

Ïiäìíîæèíè A i B òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-
ðó X íàçèâàþòüñÿ öiëêîì âiäîêðåìíèìè â
öüîìó ïðîñòîði, ÿêùî iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ f : X → R, òàêà, ùî A ⊆ f−1(0) i
B ⊆ f−1(1).

Â [1] áóëà âñòàíîâëåíà íàñòóïíà õàðàêòå-
ðèçàöiÿ C-âêëàäåíèõ ìíîæèí.

Òåîðåìà 2 (R.Blair � A.Hager). Ïiäìíî-
æèíà E òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ¹ C-
âêëàäåíîþ â X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè E �
z-âêëàäåíà â X i öiëêîì âiäîêðåìíà âiä äî-
âiëüíî¨ íåïåðåòèííî¨ ç íåþ ôóíêöiîíàëüíî
çàìêíåíî¨ ìíîæèíè â X.

Êàæóòü, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìà¹
âëàñòèâiñòü (C∗ = C), ÿêùî äîâiëüíà C∗-
âêëàäåíà ìíîæèíà E ⊆ X ¹ C-âêëàäåíîþ
â X.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � äîñêîíàëî íîðìàëü-

íèé ïðîñòið ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åí-
íîñòi. Òîäi X ìà¹ âëàñòèâiñòü (C∗ = C).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó C∗-
âêëàäåíó ìíîæèíó E â X. Òîäi ìíîæèíà E
¹, î÷åâèäíî, z-âêëàäåíîþ â X. Íåõàé F � äå-
ÿêà ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà ìíîæèíà â X,
òàêà, ùî F∩E = ∅. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 ìíî-
æèíà E çàìêíåíà â X. Âðàõóâàâøè, ùî ïðî-
ñòið X äîñêîíàëî íîðìàëüíèé, ìè îäåðæè-
ìî, ùî E ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà â X. Âi-
çüìåìî äîâiëüíi äâi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f, g :
X → R, òàêi, ùî E = f−1(0), F = g−1(0) i
ïîêëàäåìî h(x) = f(x)/(f(x)+ g(x)) äëÿ êî-
æíîãî x ∈ X. Òîäi ôóíêöiÿ h : X → R íåïå-
ðåðâíà, ïðè÷îìó E = h−1(0), à F = h−1(1).
Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíè E i F öiëêîì âiä-
îêðåìíi. Çàñòîñóâàâøè òåîðåìó 2, ìè îòðè-
ìà¹ìî, ùî ìíîæèíà E ¹ C-âêëàäåíîþ â X.

Íàñòóïíà ïðîáëåìà ñôîðìóëüîâàíà â [4] i
íàðàçi ¹ âiäêðèòîþ.

Ïðîáëåìà 4. ×è iñíó¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèé
ïðîñòið ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi, ùî
ìiñòèòü çàìêíåíó C∗-âêëàäåíó ìíîæèíó,
ÿêà íå ¹ C-âêëàäåíîþ?

2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè X � äîâiëü-
íèé íîðìàëüíèé ïðîñòið, à E � çàìêíåíà ïiä-
ìíîæèíà X, òî âîíà ¹ C-âêëàäåíîþ â X çãi-
äíî ç òåîðåìîþ Òiòöå-Óðèñîíà [5, c. 116]. Îò-
æå, â ñâiòëi ïðîáëåìè 4 ïðèðîäíî äîñëiäæó-
âàòè öiëêîì ðåãóëÿðíi ïðîñòîðè ç ïåðøîþ
àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi, ÿêi íå ¹ íîðìàëüíèìè.
Îäíèì ç ïðèêëàäiâ òàêèõ ïðîñòîðiâ ¹ ïëî-
ùèíà Çîð åíôðåÿ S2, òîáòî, äîáóòîê ïðÿìèõ
Çîð åíôðåÿ S (íàãàäà¹ìî, ùî ïðÿìà Çîð åí-
ôðåÿ S � öå ÷èñëîâà ïðÿìà ç òîïîëîãi¹þ, áà-
çó îêîëiâ òî÷êè x ∈ R â ÿêié óòâîðþþòü ïðî-
ìiæêè [x, x+ ε), ε > 0).

Ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ δ-íîðìàëüíî âiä-
îêðåìíèì [3], ÿêùî äîâiëüíi äâi íåïåðå-
òèííi çàìêíåíi ïiäìíîæèíè öüîãî ïðîñòîðó,
îäíà ç ÿêèõ ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà, öië-
êîì âiäîêðåìíi â X. Çðîçóìiëî, ùî êîæíèé
δ-íîðìàëüíî âiäîêðåìíèé ïðîñòið ìà¹ âëà-
ñòèâiñòü (C∗ = C).
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Íåõàé p = (x, y) ∈ R2 i ε > 0. Ïîçíà÷èìî

B[p; ε) = [x, x+ ε)× [y, y + ε),

B(p; ε) = (x− ε, x+ ε)× (y − ε, y + ε).

Äëÿ ìíîæèíè A ⊆ S2 i ÷èñëà ε > 0 ïîçíà-
÷èìî L(A; ε) = {p ∈ S2 : B[p; ε) ⊆ A}.

ßêùî A ⊆ R2, òî ÷åðåç clR2A /clS2A/ ìè
ïîçíà÷à¹ìî çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â åâêëi-
äîâié òîïîëîãi¨ íà R2 /â òîïîëîãi¨ ïëîùèíè
Çîð åíôðåÿ/. Àíàëîãi÷íî, intR2A /intS2A/
îçíà÷à¹ âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè A â åâêëiäî-
âié òîïîëîãi¨ /â òîïîëîãi¨ íà S2/.

Ëåìà 1. Íåõàé A � S2-çàìêíåíà ìíîæèíà,
ε > 0 i F = L(A; ε). Òîäi ìíîæèíà F ¹ R2-
çàìêíåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈
clR2F . Ïîêàæåìî, ùî p0 ∈ F . Ïîçíà÷èìî

U = intR2B[p0; ε)

i ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó p = (x, y) ∈ U .
Íåõàé

δ = min{(x− x0)/2, (y − y0)/2,

(x0 + ε− x)/2, (y0 + ε− y)/2}

i p1 = (x1, y1) ∈ B(p0; δ) ∩ F . Íåâàæêî ïåðå-
âiðèòè, ùî p ∈ B[p1; ε). Òîäi p ∈ A, îñêiëüêè
p1 ∈ F . Îòæå, U ⊆ A. Òîäi

B[p0; ε) = clS2U ⊆ clS2A = A,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî p0 ∈ F .

Òåîðåìà 5. Ïðîñòið S2 íå ¹ δ-íîðìàëüíî
âiäîêðåìíèì.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ çðó÷íîñòi çàìiñòü ïðî-
ñòîðó S2 ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãîìåîìîð-
ôíèé éîìó ïðîñòið X = [0, 1)2. Íåõàé C
� êàíòîðîâà ìíîæèíà íà âiäðiçêó [0, 1]. Çà-
íóìåðó¹ìî âñi ñóìiæíi iíòåðâàëè äî ìíî-
æèíè C ó ïîñëiäîâíiñòü (In)

∞
n=1 òàê, ùî

diam (In+1) 6 diam (In) äëÿ êîæíîãî n > 1.
Íåõàé In = (an, bn) äëÿ êîæíîãî n > 1. Ðîç-
ãëÿíåìî ìíîæèíè

Jn = [(an + bn)/2, bn)× {1− an},
A = {(x, y) ∈ X : y < 1− x},

B =
∞∪
n=1

(I2n ∪ Jn),

E = A ∪B,
∆ = {(x, y) ∈ X : y = 1− x},

F = (C × [0, 1]) ∩∆.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíè E i F çàìêíå-
íi â X, ïðè÷îìó E ∩ F = ∅ i ìíîæèíà F
ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà â X.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíè E i F íå ¹ öiëêîì
âiäîêðåìíèìè â X. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹
âiäêðèòî-çàìêíåíà ìíîæèíà U , òàêà, ùî

F ⊆ U ⊆ X \ E.

Òîäi U =
∞∪
n=1

L(U ; 1
n
), ïðè÷îìó êîæíà ìíî-

æèíà Fn = L(U ; 1
n
) ¹ R2-çàìêíåíîþ çãiäíî ç

ëåìîþ 1. Îñêiëüêè F � R2-áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, òî iñíó¹ òàêå N ∈ N, ùî

F ∩ I ⊆ FN ∩∆

äëÿ äåÿêî¨ âiäêðèòî¨ â ∆ ìíîæèíè I. Âðà-
õîâóþ÷è, ùî diam (In) → 0, âèáåðåìî òàêå
n1 > N , ùî (bn − an)/2 < 1

N
äëÿ âñiõ n >

> n1. Îñêiëüêè {an : n ∈ N} ¹ ùiëüíîþ
ìíîæèíîþ â C, òî iñíó¹ òàêå n2 > n1, ùî
p = (an2 ; 1 − an2) ∈ I. Òîäi B[p; 1

N
) ∩ E = ∅.

Çàóâàæèìî, ùî

an2 + bn2

2
<
an2

2
+
an2

2
+

1

N
=
an2

2
+

1

N
.

Òàêèì ÷èíîì, B[p; 1
N
) ∩ Jn2 ̸= ∅, çâiäêè âè-

ïëèâà¹ ñóïåðå÷íiñòü, àäæå Jn2 ⊆ E.
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