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Äëÿ íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü Iòî âèâ÷àþòüñÿ óìîâè íåêîëèâíîñòi íà ïiâîñi ¨õ
ðîçâ'ÿçêiâ. Âiäïîâiäíi äîñòàòíi óìîâè äàíi â òåðìiíàõ êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿíü.

We study non-�uctuating conditions for nonlinear stochastic Ito equations in semi-axis of their
solutions. We provide corresponding su�cient conditions in terms of the coe�cients of the equati-
ons.

Âñòóï. Ó äàíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ óìî-
âè íåêîëèâíîñòi òðà¹êòîði¨ ðîçâ'ÿçêiâ íåëi-
íiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü Iòî íà ïiâîñi.

Ðîçâ'ÿçêè, òðà¹êòîði¨ ÿêèõ ç éìîâiðíiñòþ
1 ìàþòü íåñêií÷åííî áàãàòî íóëiâ íà ïiâîñi,
íàçèâàþòüñÿ êîëèâíèìè. Â ïðîòèâíîìó âè-
ïàäêó âîíè íàçèâàþòüñÿ íåêîëèâíèìè íà äî-
äàòíié ïiâîñi.

ßê âiäîìî, ðiâíÿííÿ Iòî äðóãîãî ïîðÿäêó
¹ ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè áàãàòüîõ ðåàëü-
íèõ îá'¹êòiâ, ùî â ïðîöåñi ñâî¹¨ åâîëþöi¨ çà-
çíàþòü äi¨ âèïàäêîâèõ ôàêòîðiâ. Íàéïîøè-
ðåíiøèìè ïðèêëàäàìè òàêèõ îá'¹êòiâ ¹ ìåõà-
íi÷íi ñèñòåìè, ùî çíàõîäÿòüñÿ â ïîëi âèïàä-
êîâèõ ñèë. Ïðè öüîìó âiäïîâiäíå äèôåðåí-
öiàëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó âèðàæà¹
çàêîí Íüþòîíà åâîëþöi¨ äàíîãî îá'¹êòà.

Íàÿâíiñòü íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íóëiâ
ðîçâ'ÿçêó ãîâîðèòü ïðî êîëèâíèé õàðàêòåð
åâîëþöi¨ äîñëiäæóâàíîãî îá'¹êòà, à òîìó äî-
ñëiäæåííÿ êîëèâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïðåäñòàâ-
ëÿ¹ ÿê òåîðåòè÷íèé, òàê i ïðàêòè÷íèé ií-
òåðåñ. Ïðåäìåòîì ðîçãëÿäó äàíî¨ ðîáîòè ¹
íåëiíiéíå ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿííÿ Iòî äðóãîãî
ïîðÿäêó

ẍ+ p(t, x, ẋ) + q(t, x, ẋ)Ẇ (t) = 0, (1)

ùî ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì äåòåðìiíî-
âàíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó.

Òî÷íà ïîñòàíîâêà çàäà÷i i îçíà÷åííÿ áó-
äóòü äàíi â îñíîâíié ÷àñòèíi ðîáîòè.

Ó ïîðiâíÿííi çi çâè÷àéíèìè äèôåðåíöi-
àëüíèìè ðiâíÿííÿìè, äëÿ ÿêèõ òåîðiÿ êî-
ëèâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äîñèòü äîáðå ðîçâèíå-
íà, òåîðiÿ êîëèâíîñòi ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì

ùå çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi ñòàíîâëåííÿ. Öå ïî-
â'ÿçàíî ç òèì, ùî ïðèñóòíiñòü ñòîõàñòè÷íîãî
÷ëåíà â (1) íàêëàäà¹ íà âèâ÷åííÿ éîãî âëà-
ñòèâîñòåé êîëèâíîñòi ðÿä íîâèõ, íà âiäìiíó
âiä äåòåðìiíîâàíîãî âèïàäêó (q ≡ 0), òðó-
äíîùiâ.

Ïî-ïåðøå, îñêiëüêè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿí-
íÿ (1) ¹ âèïàäêîâi ïðîöåñè, òî ¨õ íóëi ¹
âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè iç ïåâíèìè âëà-
ñòèâîñòÿìè, à òîìó ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ íóëÿ
ðîçâ'ÿçêó ïîòðåáó¹ äåÿêèõ äîäàòêîâèõ êîí-
ñòðóêöié, íà âiäìiíó âiä äåòåðìiíîâàíîãî âè-
ïàäêó, äå íóëåì ðîçâ'ÿçêó ¹ çâè÷àéíèé íóëü
ãëàäêî¨ ôóíêöi¨.

Ïî-äðóãå, ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1) íà âiä-
ìiíó âiä äåòåðìiíîâàíîãî âèïàäêó ìàþòü ëè-
øå ïåðøó ïîõiäíó. Îñòàíí¹ íå äîçâîëÿ¹ çà-
ñòîñóâàòè äîáðå ðîçâèíóòó â äåòåðìiíîâà-
íîìó âèïàäêó òåõíiêó äîñëiäæåííÿ êîëèâ-
íîñòi, ùî ïîâ'ÿçàíà ç âèïóêëiñòþ ðîçâ'ÿçêó
ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè íóëÿìè.

Ïî-òðåò¹, ïèòàííÿ êîëèâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ
ðiâíÿííÿ (1) ¹ ñåíñ âèâ÷àòè ëèøå íà íå-
ñêií÷åííèõ ÷àñîâèõ iíòåðâàëàõ, îñêiëüêè íà
ñêií÷åííèõ ÷àñîâèõ iíòåðâàëàõ â ñèëó òåîðå-
ìè Ñòðóêà-Âàðàäàíà ïðî íîñié ([1], òåîð.8.1,
ñòîð. 414) âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
(1) ç äîäàòíèìè éìîâiðíîñòÿìè ìîæóòü áó-
òè ÿê êîëèâíèìè, òàê i íåêîëèâíèìè.

Âiäçíà÷èìî ùå îäíó îñîáëèâiñòü ðiâíÿí-
íÿ (1) ÷èñòî éìîâiðíiñíîãî õàðàêòåðó. Ðiâ-
íÿííÿ (1), ïåðåïèñàíå ó âèãëÿäi ñèñòåìè, ¹
÷àñòèííèì âèïàäêîì ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì
äðóãîãî ïîðÿäêó. Ïðè öüîìó, çäàâàëîñÿ á,
âîíî ïîâèííî íàñëiäóâàòè âñi âëàñòèâîñòi
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ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó. Àëå äàíà ñèñòåìà ¹
ñèñòåìîþ ç âèðîäæåíîþ äèôóçi¹þ, ùî çíà-
÷íî óñêëàäíþ¹ ¨¨ äîñëiäæåííÿ ÷èñòî éìîâið-
íiñíèìè ìåòîäàìè.

Ïðèâåäåìî êîðîòêèé îãëÿä âiäîìèõ íàì
â öüîìó íàïðÿìêó ðåçóëüòàòiâ. Òàê â ðîáîòi
[2] Ìàî ðîçãëÿäàâ ðiâíÿííÿ ẍ+ kx = hẆ (t),
äå W (t) � ïðîöåñ Âiíåðà. Àâòîð ïîêàçàâ, ùî
ðîçâ'ÿçîê ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè x(0) = 1,
ẋ(0) = 0 ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî íóëiâ íà ïiâ-
îñi, ïðè÷îìó âñi âîíè ïðîñòi. Òóò îòðèìàíi
òàêîæ îöiíêè çâåðõó i çíèçó ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ ïåðøîãî íóëÿ ðîçâ'ÿçêó.

Ó ðîáîòi [3] àâòîðè ðîçãëÿíóëè áiëüø çà-
ãàëüíèé âèïàäîê, à ñàìå ðiâíÿííÿ

ẍ+ k(t, x, ẋ) = hẆ (t),

äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ÿêîãî âñòàíîâëåíà îöiíêà
x2(t) + ẋ2(t) > 0, ïðè t > 0 ç éìîâiðíiñòþ
1.

Ó ðîáîòi [4] äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
ẍ + (p(t) + q(t)Ẇ (t))x = 0 ç âèêîðèñòàí-
íÿì ìåòîäó àñèìïòîòè÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi
äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì [5] ðîçâèíóòà êëà-
ñè÷íà òåîðiÿ êîëèâíîñòi Øòóðìà.

Äàíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ÷àñòèí:
âñòóï; ïîñòàíîâêà çàäà÷i i îñíîâíi îçíà÷åí-
íÿ; âèïàäîê íåêîëèâíîñòi.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îñíîâíi
îçíà÷åííÿ. Ïåðåéäåìî òåïåð äî ñòðîãî¨ ïî-
ñòàíîâêè çàäà÷i òà íåîáõiäíèõ îçíà÷åíü. Ðiâ-
íÿííÿ (1) áóäåìî ðîçóìiòè ÿê íàñòóïíó ñè-
ñòåìó ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü:{
dx1 = x2dt,

dx2 = −p(t, x1, x2)dt− q(t, x1, x2)dW (t).

(2)
Òóò x1, x2 ∈ R1, t > 0, W (t) � ñòàíäàð-
òíèé ïðîöåñ Âiíåðà, âèçíà÷åíèé ïðè t > 0
íà äåÿêîìó ïîâíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði
(Ω, F, P ) ç ôiëüòðàöi¹þ {Ft, t > 0}, óçãîäæå-
íîþ ç W (t).
Îçíà÷åííÿ 1. Íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâ-

íèé ïðè t > 0 ç éìîâiðíiñòþ 1 âèïàäêîâèé
ïðîöåñ x(t) áóäåìî íàçèâàòè ðîçâ'ÿçêîì ðiâ-
íÿííÿ (1) ïðè t > 0, ÿêùî ïàðà (x(t), ẋ(t)) =
(x1(t), x2(t)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2) ïðè
t > 0.

Âiäíîñíî ôóíêöié p(t, x1, x2) i q(t, x1, x2)
áóäåìî ââàæàòè, ùî âîíè âèçíà÷åíi i íåïå-
ðåðâíi â îáëàñòi t > 0, x1 ∈ R1, x2 ∈ R1

çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, à òàêîæ çàäîâîëüíÿ-
þòü òàì ïî x1, x2 ãëîáàëüíó óìîâó Ëiïøèöÿ
òà óìîâó ëiíiéíîãî ðîñòó. Áóäåìî òàêîæ ââà-
æàòè, ùî p(t, 0, 0) = q(t, 0, 0) = 0. Îñòàíí¹
çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ó
(2).

Ââåäåìî òåïåð, çãiäíî ç [4], ïîíÿòòÿ íóëÿ
ðîçâ'ÿçêó òà éîãî êîëèâíîñòi.

Ïî-ïåðøå âiäçíà÷èìî, ùî ïðè çðîáëåíèõ
ïðèïóùåííÿõ ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2) x̄(t) =
(x1(t), x2(t)) iç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x̄(t0) =
x̄0 (äå x̄0 � Ft0 - âèìiðíà âèïàäêîâà âåëè÷è-
íà, ùî ìà¹ äðóãèé ìîìåíò) âèçíà÷åíèé ïðè
t > t0 i ñèëüíî ¹äèíèé. Ïðè öüîìó, ÿê âè-
ïëèâà¹ ç ëåìè 2.3 ([6], ñòîð.205), òî÷êà (0, 0)
íåäîñÿæíà äëÿ ïðîöåñó x̄(t).

Ó íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ x1(t) = x(t).
Îçíà÷åííÿ 2. Ðîçâ'ÿçîê x(t) ðiâíÿííÿ

(1) íàçâåìî íåòðèâiàëüíèì ïðè t > t0, ÿêùî

P{x(t) ≡ 0, t > t0} = 0.

Íåõàé òåïåð x(t) � äåÿêèé íåòðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ïðè t > t0 > 0. Âè-
çíà÷èìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó τ1 íàñòóïíèì
÷èíîì:

τ1 = inf {t > t0 |x1(t) = 0}, (3)

ÿêùî ìíîæèíà ïiä çíàêîì iíôiíóìà íåïîðî-
æíÿ, i τ1 = ∞ â ïðîòèâíîìó âèïàäêó.
Îçíà÷åííÿ 3. Âèïàäêîâó âåëè÷èíó τ1,

âèçíà÷åíó ôîðìóëîþ (3), íàçâåìî ïåðøèì
íóëåì ðîçâ'ÿçêó x(t) íà iíòåðâàëi t > t0,
ÿêùî τ1 <∞ ç éìîâiðíiñòþ 1.

Âðàõîâóþ÷è òåïåð òó îáñòàâèíó, ùî
òî÷êà (0, 0) íåäîñÿæíà äëÿ ïðîöåñó
(x1(t), x2(t)), à òàêîæ ãëàäêiñòü êîìïî-
íåíòè x1(t), ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî â
äåÿêîìó ïðàâîìó íàïiâîêîëi ïåðøîãî íóëÿ
τ1 êîìïîíåíòà x1(t) âiäìiííà âiä íóëÿ. Öå
äà¹ çìîãó êîðåêòíî âèçíà÷èòè âèïàäêîâó
âåëè÷èíó τ2:

τ2 = inf{t > τ1 |x1(t) = 0}, (4)

ÿêùî ìíîæèíà ïiä çíàêîì iíôiíóìó íå ïî-
ðîæíÿ, i τ2 = ∞ â ïðîòèâíîìó âèïàäêó.
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Öþ âèïàäêîâó âåëè÷èíó íàçâåìî äðóãèì
íóëåì ðîçâ'ÿçêó x(t) íà iíòåðâàëi t > t0,
ÿêùî τ2 <∞ ç éìîâiðíiñòþ 1.

Äàëi çà iíäóêöi¹þ ìîæåìî âèçíà÷èòè ïî-
ñëiäîâíiñòü íóëiâ {τn} ðîçâ'ÿçêó x(t) ïðè t >
> t0. Ïðè öüîìó äâà íóëi τn−1 i τn íàçâåìî
ïîñëiäîâíèìè íóëÿìè ðîçâ'ÿçêó x(t) íà ií-
òåðâàëi t > t0.

ßêùî â äàíèõ ïîáóäîâàõ t0 = 0, òî áóäåìî
ãîâîðèòè ïðî íóëi ðîçâ'ÿçêó íà ïiâîñi.
Îçíà÷åííÿ 4. Íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

x(t) ðiâíÿííÿ (1) íàçâåìî îñöèëþþ÷èì (êî-
ëèâíèì) íà ïiâîñi t > 0, ÿêùî âií ìà¹
òàì íåñêií÷åííî áàãàòî íóëiâ. Â ïðîòèâíî-
ìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçîê íàçâåìî íåêîëèâíèì.

3. Íåëiíiéíèé âèïàäîê íåêîëèâíî-
ñòi. Ïðèâåäåìî ðåçóëüòàò ïðî íåêîëèâíiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1). Äëÿ éîãî îòðèìàííÿ
ñóòò¹âó ðîëü âiäiãðà¹ òåîðåìà ïðî iíâàðiàí-
òíiñòü ïîëiòîïà [7] äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè-
÷íî¨ ñèñòåìè. Ïðèâåäåìî óçàãàëüíåííÿ âiä-
ïîâiäíîãî ðåçóëüòàòó iç [7].

Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði Rm ñèñòåìó ñòîõà-
ñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Iòî

dx = f(t, x)dt+ g(t, x)dW (t), (5)

äå x ∈ Rm, f : [0,∞) × Rm → Rm, g = [gij] :
[0,∞)×Rm → Rm×Rr,W (t) � r-ìiðíèé ïðî-
öåñ Âiíåðà ç íåçàëåæíèìè êîìïîíåíòàìè.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêöi¨ f i g çàäî-
âîëüíÿþòü ñòàíäàðòíi óìîâè iñíóâàííÿ òà
ñèëüíî¨ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (íà-
ïðèêëàä: ãëîáàëüíà óìîâà Ëiïøèöÿ ïî x, ëi-
íiéíèé ðiñò çà öi¹þ æ çìiííîþ òà íåïåðåðâ-
íiñòü çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ).

Íåõàé a, n ∈ Rm. ×åðåç P (a, n) ïîçíà÷èìî
íàñòóïíó ìíîæèíó â Rm:

P (a, n) = {x ∈ Rm |(x− a, n) > 0}.
Òóò (·, ·) � çâè÷àéíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê,
| · | � íîðìà âåêòîðà, ∥ · ∥ � íîðìà ìàòðèöi,
ùî óçãîäæåíà ç íîðìîþ âåêòîðà.

Ïîëiòîïîì â ïðîñòîði Rm íàçèâà¹òüñÿ íà-
ñòóïíà ìíîæèíà:∩

α∈I

P (aα, nα), (6)

äå I = {1, 2, . . . N} � ñêií÷åííèé íàáið íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 5. Ìíîæèíó K ∈ Rm íàçâå-
ìî iíâàðiàíòíîþ äëÿ ñèñòåìè (5), ÿêùî äëÿ
êîæíîãî ¨¨ ðîçâ'ÿçêó, òàêîãî, ùî x(τ) ∈ K
ç éìîâiðíiñòþ 1, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

P{x(t) ∈ K, ∀t > τ} = 1.

Òóò τ � ìàðêîâñüêèé ìîìåíò ÷àñó âiäíîñíî
ôiëüòðàöi¨ {Ft}.
Çàóâàæåííÿ. Îçíà÷åííÿ 5 ¹ óçàãàëüíå-

ííÿì îçíà÷åííÿ iíâàðiàíòíîñòi iç [7] íà âè-
ïàäîê âèïàäêîâîãî ìîìåíòó ÷àñó.

Âiäíîñíî iíâàðiàíòíîñòi ìíîæèíè (6)
ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Íåõàé K =

∩
α∈I

P (aα, nα) �

ïîëiòîï â Rm. Ïðèïóñòèìî, ùî êîåôiöi¹í-
òè f(t, x) i g(t, x) ñèñòåìè (5) âèçíà÷åíi
ïðè t > 0 i x ∈ Rm òà çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âè ãëîáàëüíîãî ëiíiéíîãî ðîñòó ïî x òà ãëî-
áàëüíó ïî x óìîâó Ëiïøèöÿ.

Ìíîæèíà K ¹ iíâàðiàíòíîþ äëÿ ñèñòå-
ìè (5) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíî-
ãî α ∈ I i x ∈ K òàêèõ, ùî (x− aα, nα) = 0
âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

(f(t, x), nα) > 0, (gj(t, x), nα) = 0

äëÿ t > 0, j = 1, r.
Òóò gj � j-é âåêòîð-ñòîâï÷èê ìàòðèöi

g = [gi,j].
Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ çà

òi¹þ æ ñõåìîþ, ùî i âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò
iç [7] ç çàìiíîþ íóëüîâîãî ìîìåíòó ÷àñó íà
äîâiëüíèé ìàðêiâñüêèé ìîìåíò τ òàêèé, ùî
x(τ) ∈ K ç éìîâiðíiñòþ 1.

Ïîâåðíåìîñÿ òåïåð äî ðiâíÿííÿ (1), ÿêå
ìè ÿê i ðàíiøå áóäåìî ðîçóìiòè ÿê ñèñòåìó
ðiâíÿíü (2).

Âiäíîñíî ôóíêöié p(t, x1, x2) i q(t, x1, x2)
áóäåìî ââàæàòè âèêîíàíèìè óìîâè äðóãî¨
÷àñòèíè ðîáîòè.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Íåõàé ôóíêöi¨ p òà q çàäî-

âîëüíÿþòü âêàçàíi ïåðåä òåîðåìîþ óìîâè.
ßêùî æ äî òîãî:

1) p(t, x1, 0) > 0 ïðè x1 < 0, t > 0;

2) p(t, x1, 0) 6 0 ïðè x1 > 0, t > 0;

3) q(t, x1, 0) = 0 ïðè t > 0, x1 ∈ R1,

(7)
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òî âñi íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1)
íåêîëèâíi íà äîäàòíié ïiâîñi.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôàçîâó ïëîùè-

íó x1Ox2 äëÿ ñèñòåìè (2). Ïðè öüîìó êî-
îðäèíàòíi îñi ðîçáèâàþòü ¨¨ íà ÷îòèðè êâà-
äðàíòè. Ïîêàæåìî, ùî ïåðøèé i òðåòié ç íèõ
¹ iíâàðiàíòíèìè äëÿ ñèñòåìè (2).

Ïåðøèé êâàäðàíò ¹ ïîëiòîïîì òèïó (6),
ÿêùî éîãî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

M = {(x1, x2) : x1 > 0;x2 > 0}.

Ïðè öüîìó a1 = 0, n1 = l1 = (1, 0)∗, a2 = 0,
n2 = l2 = (0, 1)∗. Òóò ∗ � îçíà÷à¹ òðàíñïî-
íóâàííÿ. Òîäi, î÷åâèäíî

M =
∩
α∈I

P (aα, nα),

äå I = {1; 2}. Ãðàíèöÿìè äàíîãî ïîëiòîïà ¹
ëiíi¨

j1 = {(x1, x2) |x1 = 0, x2 > 0} òà

j2 = {(x1, x2) |x1 > 0, x2 = 0}.

Ôóíêöi¨ f òà g, ùî ôiãóðóþòü ó òåîðåìi
1, ìàþòü âèãëÿä:

f(t, x1, x2) =

(
x2

−p(t, x1, x2)

)
,

g(t, x1, x2) =

(
0

−q(t, x1, x2)

)
.

Ïåðåâiðèìî òåïåð âèêîíàííÿ óìîâ òåîðå-
ìè 1.

Äëÿ ãðàíèöi j1 ìà¹ìî

(f, n1) = (f, l1) = x2 > 0, (g, n1) = (g, l1) = 0.

Äëÿ ãðàíèöi j2, â ñèëó óìîâ (7), îòðèìó¹ìî:

(f, n2) = (f, l2) = −p(t, x1, 0) > 0,

(g, n2) = (g, l2) = −q(t, x1, 0) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, âèêîíàíi âñi óìîâè òåî-
ðåìè 1. Îòæå ìíîæèíà M ¹ iíâàðiàíòíîþ
äëÿ ñèñòåìè (2). Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî êðè-
âà (x1(t), x2(t)) ç éìîâiðíiñòþ 1 íå ïåðåòèíà¹
ëiíiþ x1 = 0. Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî â ñèëó

ïåðøîãî ðiâíÿííÿ â (2) ìà¹ìî
dx1
dt

= x2 > 0,

à òîìó êðèâà (x1(t), x2(t)) i íå äîòèêà¹òüñÿ
äî ëiíi¨ x1 = 0.

Iíâàðiàíòíiñòü òðåòüîãî êâàäðàíòó âè-
ïëèâà¹ ç àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü, ÿêùî çà-
ìiñòü ìíîæèíè M ðîçãëÿíóòè ìíîæèíó ïî-
ëiòîï

M1 = {(x1, x2) |x1 6 0, x2 6 0}.

Ïðè öüîìó òàêîæ ìà¹ìî, ùî
dx1
dt

= x2 <

0, à òîìó êðèâà (x1(t), x2(t)) íå òiëüêè íå ïå-
ðåòèíà¹ ëiíiþ x1 = 0, àëå é íå äîòèêà¹òüñÿ
äî íå¨.

Îòæå, ÿêùî íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè ñè-
ñòåìè (2) ñòàðòóþòü iç ïåðøîãî ÷è òðåòüî-
ãî êâàäðàíòó, òî âîíè â íèõ i çàëèøàþòüñÿ,
íå ïåðåòèíàþ÷è ëiíiþ x1 = 0. Äëÿ ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ (1) ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè x(0) > 0
i ẋ(0) > 0, àáî x(0) < 0, ẋ(0) 6 0, öå îçíà÷à¹
éîãî íåêîëèâíiñòü.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1),
ùî ñòàðòó¹ iç äðóãîãî êâàäðàíòó (÷è éîãî
ãðàíèöi). ßêùî âií ¹ êîëèâíèì, òî âií ìà¹
ïðèíàéìíi îäèí íóëü τ1. Öå îçíà÷à¹, ùî ç
éìîâiðíiñòþ 1 x(τ1) = 0.

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2) ïðè öüî-
ìó âèïëèâà¹, ùî ẋ(τ1) > 0. À òîìó êðèâà
(x1(t), x2(t)) ïðè çíà÷åííÿõ t ç äåÿêîãî ïðà-
âîãî îêîëó òî÷êè τ1 ïîïàäà¹ â ïåðøèé êâà-
äðàíò. Â ñèëó éîãî iíâàðiàíòíîñòi âîíà òàì
i çàëèøà¹òüñÿ. Îòæå, ðîçâ'ÿçîê, ùî ñòàðòó¹
iç äðóãîãî êâàäðàíòó, ìîæå ïåðåòâîðèòèñÿ â
íóëü íå áiëüøå îäíîãî ðàçó, à îòæå ¹ íåêî-
ëèâíèì.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ i íåêîëèâíiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ, ùî ñòàðòóþòü iç ÷åòâåðòîãî êâà-
äðàíòó.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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